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SIR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  COMQllES  HOIIOFOCALES; 

Par  m.  F.  BALITRAND. 


Nous  nous  proposons  de  démontrer  analytlquemenl 
quelques  propriétés  des  coniques  homofocales  énoncées 
par  Laguerre  (^OEavres  complètes,  t.  2,  p.  069).  Pour 
cela,  nous  ferons  intervenir  la  parabole  de  Chasies  qui 
paraît  jouer  un  rôle  important  dans  la  théorie  des 
coniques  homofocales.  Pour  plus  de  clarté,  nous 
conserverons  entièrement  les  notations  de  Laguerrc. 

Etant  donné  un  système  de  coniques  homofocales, 
ayant  pour  axes  0:r  et  Or,  pour  foyers  réels  F  et  F', 
pour  foyers  imaginaires  ^  et  <!>',  nous  appellerons 
conique  du  système,  toute  conique  ayant  pour  foyers  les 
points  F  et  F',  *  et  <!>'. 

Par  un  point  quelconque  M  du  plan  passent  deux 
coniques  du  système;  soient  N  et  N'  les  centres  dos 
cercles  osculaleurs  de  ces  deux  coniques,  au  point  i\I,  el 
]x  la  droile  qui  les  joint.  Cette  droite  est  parfaitemenl 
déterminée  quand  on  se  donne  le  point  M  et  h's  deux 
foyers  F  et  F';  nous  l'appellerons  Wixe  du  point  iVJ. 

Ann.  de  Mathémat.,  I\''  série,  t.  XIV,  (Janvier  191 ',.)  i 


(2  ) 

Réciproquement,  étant  donnée  une  droite  -/  du  plan 
nous  démontrerons  qu'il  existe,  dans  ce  plan,  trois 
points  M,  M^  el  îyr  pour  lesquels  eJle  est  un  axe. 

Il  existe  une  seule  conique  du  système  qui  touche  Ja 
droite  j^.  Nous  désignerons  par  a  et  p  les  points  où  la 
normale  au  point  de  contact  coupe  les  axes  O^  et  Oy. 

Gela  posé,  nous  rappellerons  que  les  points  N  et  N' 
sont  les  points  de  contact  de  la  parabole  de  Cliasles 
relative  au  point  M,  avec  les  tangentes  à  cette  parabole, 
issues  de  ce  point. 

L'équation  ponctuelle  de  cette  parabole  (P),  a  et  fi 
désignant  les  coordonnées  de  M,  est 

Son  équation  tangentielle,  beaucoup  plus  simple,    esl 

Soient 

(  ^  )  w.r  -h  t»^  —  I  —  o 

l'équation  de  la  droite  |i.,  et 

(  'i  )  vx—  uy  —  ci  uv  =  o 

l'équation  de  la  normale  à  la  conique  du  système  qui 
touche  la  droite  {/,  au  point  de  contact  dont  les  coor- 
données (^<  jKi)  sont 

Xy~  u  —- , 

(5)  l  "'^-^' 

En  écrivant  que  le  pôle  de  la  droite  p.,  par  rapport  à 
la  parabole  de  Ghasles,  coïncide  avec  le  point  (a,  p), 


(  3  ) 
on  a  les  relations 

p  a2  —  ?i  a[B  —  p  —  c2  p  =  o, 


(6) 

Ces  deux  équations  représentent,  a  et  ^  désignant 
pour  l'instant  les  coordonnées  courantes,  deux  hyper- 
boles ayant  une  direction  asjmptotique  commune 
perpendiculaire  à  jji.  Elles  se  coupent  donc  en  trois 
points  à  distance  finie  seulement  M,  M'  et  M''.  Ainsi  les 
points  pour  lesquels  la  droite  |jl  est  un  axe  sont  à  l'inter- 
section de  deux  hyperboles  : 

La  première  passe  par  le  point  j3,  par  les  foyers 
réels  F  et  ¥'  et  admet  pour  directions  asymptotiques 
V axe  Oy  et  la  direction  perpendiculaire  à  {Ji. 

La  seconde  passe  par  le  point  a,  par  les  foyers  ^P 
et  ^'  et  admets  pour  directions  asymptotiques^  Vaxe 
Ox  et  la  direction  perpendiculaire  à  jjl. 

(Lâguerre.) 

Laguerre  dit  par  erreur,  asymptotes^  au  lieu 
de  directions  asymptotiques.  Les  asymptotes  sont 
d'ailleurs  faciles  à  mettre  en  évidence  en  écrivant  les 
équations  (6)  sous  la  forme 


M(wa-hi)(  vi  —  u^ )-hp(i  —  c^u^)  =o, 


Reprenons  les  équations  (6)  en  désignant  toutefois 
par  ^  ety  les  coordonnées  courantes.  On  vérifie  aisé- 
ment l'égalité  suivante  : 

a ( vcc^  —  uxy  —  y  —  c^v)  -h  ^(  uy^  —  v xy  —  x  -\-  c'^u) 
^=  (ax  —  ^y  -h  c'^){i^x  —  uy  -\-  ^u  —  a (^ ) , 

pourvu  (jue  le  point  (a,  j^)   soit   un    point  commun  M 


(4  ) 

anx  deux  coniques.  La  droite  qui  a  pour  équation 

(7)  ^X  Pj^  +  c2=:0 

représente  alors  la  corde  qui  joint  les  deux  autres 
points  M'  et  M'^  Elle  est  symétrique,  par  rapport  à 
l'origine  O,  de  la  corde  de  contact  de  la  parabole  de 
Ghasies  (P),  relative  au  point  M,  avec  les  axes  Ox 
et  Oy.  Ainsi  : 

Le  triangle  M  M' M'  est  symétrique^  par  rapport 
à  l'origine  O,  du  triangle  formé  par  les  cordes  de 
contact j  avec  les  axes  Ox  et  Oy,  des  paraboles 
de  Chasles  (P),  (P')  et  (P' ),  relatiçes  à  ses  sommets. 

Soit  Ml  M'^  M'^  le  triangle  formé  par  ces  cordes  de 
contact.  Les  foyers  cp,  ^'  etcp^'  des  paraboles  (P),  (P')  et 
(P'')  s'obtienneni,  soit  en  projetant  les  points  M,  M' 
et  M"  sur  la  droite  u,  soit  en  projetant  Torigine  O  sur 
les  trois  cordes  de  contact.  Donc  les  projections  du 
point  O  sur  les  côtés  du  triangle  Mi  M',  W\  sont  en  ligne 
droite,  et  il  en  est  évidemment  de  même  pour  le 
triangle  M  M' M".  D'où  ce  théorème  : 

Les  projections  de  V origine  O  sur  les  côtés  du 
triangle  formé  par  les  points  M,  M',  M",  pour 
lescjuels  la  droite  jjl  est  un  axe^  sont  sur  une  droite^ 
symétrique  de  la  droite  ^  par  rapport  à  V origine  O. 

Nous  appellerons  jji,  cette  droite.  On  voit,  d'après 
le  théorème  de  Simpson,  que  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  M  M' M'  passe  par  l'origine  O,  et  aussi  qu'il 
existe  une  parabole,  tangente  à  ses  trois  côtés,  ayant 
pour  foyer  le  point  O  et  pour  tangente  au  sommet  la 
droite  jjL<.  Nous  reviendrons  plus  loin  analvti([uem('nl 
sur  ces  propriétés. 

La  droite 

%x  —  ^y  H-  c-  =  o 


(  5  ) 
est  la  polaire  du  point  M(aj^)   par   rapport  à   l'iijper- 
bole  équilatère  qui  a  pour  équation 

(8)  a72_j2_|_c2=:  o, 

et  que  nous  désignerons  par  (H).  Ainsi  : 

Le  triangle  MM'M'  est  conjugué  par  rapport  à 
r hyperbole  équilatère  (H)  qui  a  pour  centre  le 
point  O,  et  dont  l'axe  transverse ^  dirigé  suivantOy^ 
(i  pour  longueur  FF'. 

(Laguerre.) 

Reprenons  les  équations  (6).  Multiplions  la  première 
par  p,  la  seconde  par  u  et  ajoutons.  Nous  obtenons 

(9)  a2+  (52_|_c2(p(3  — z^a)  =0. 

C'est  l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  Oa[^. 
Multiplions  la  première  des  équations  (6)   par  t^,   la 
seconde  par  u  et  retranchons.  En  tenant  compte  de  (9), 
on  a 

I  —  C2p2  ^      I—  C^-U"^ 


çï 


C'est  l'équation  d'une  conique  qui  a  pour  sommets  les 
points  de  rebroussement  de  la  développée  de  la 
conique  (C)  du  système  qui  touche  la  droite  [jl.  Nous 
la  désignerons  par  (K).  Ainsi  : 

Les  points  M,  M'  et  M'^  sont  à  Vintersection  du 
cercle  Oa[^  et  de  la  conique  qui  a  pour  sommets  les 
points  de  rebroussement  de  la  développée  de  la 
conique  du  système  qui  touche  la  droite  \k.  L^e  qua- 
trième point  commun  à  ces  deux  courbes  est  le 
point  O',  du  cercle  Oa[i,  diamétralement  opposé 
au  point  O.  (Laguerre.) 

Multiplions  à  nouveau  la  première  des  équations  (6) 


(6) 
par  u,  la  seconde  par  v  et  ajoutons.  Il  vient 


C2  u'^  I  H_  c2  (;5 


a  -h  M 


OU,  en  introduisant  les  coordonnées  [x^^y^)  du  point 
de  contact  de  la  conique  (G)  du  système,  qui  touche  la 
droite  |j.,  avec  cette  droite, 

(il)  a^ -t- aji-h  [3^1  =  o. 

C'est  l'équation  d'une  hyperbole  équilatère  qui 
admet  O^  et  Oy  pour  directions  asjmptotiques,  qui 
passe  à  l'origine,  et  qui  a  pour  cenire  le  symétrique  du 
point  {x\ ,  y\  )  par  rapport  à  l'origine  O. 

Si  l'on  désigne  par  O',  le  symétrique  du  point  O' 
par  rapport  à  l'origine  O,  on  peut  encore  dire  que 
l'hyperbole  précédente  est  l'hyperbole  d'Apollonius 
du  point  O',  relativement  à  la  conique  (G).  Ainsi  : 

Les  points  M,  M'  etW  sont  sur  P hyperbole 
cV  Apollonius  du  point  0\  relativement  à  la 
conique  (G).  Le  centre  de  celte  hypeibole  est  le  point 
de  la  conique  (G)  diamétralement  opposé  au 
point  (^<,  /<). 

Jusqu'ici  le  triangle  MM' M"  a  été  défini  par  ses 
sommets;  comme  points  d'intersection  de  deux  coniques 
ayant,  en  dehors  d'eux,  un  quatrième  point  commun 
connu.  Mais  on  peut  aussi  le  définir  par  ses  côtés,  qui 
seront  alors  les  tangentes  communes  à  deux  coniques, 
ayant  en  outre  une  quatrième  tangente  commune 
connue  à  l'avance. 

Si  l'on  observe  que  le  triangle MM'M"  est  autopolaire 
par  rapport  à  l'hyperbole  équilatère  (H),  et  par  suite 
ne  change  pas,  si  l'on  fait  une  transformation  par  polaires 
réciproques,  en  prenant  cette  hyperbole  pour  figure  de 


(  :  ) 

référence,  on  voit  que  les  transformées  des  coniques 
passant  par  les  sommets  fourniront  des  coniques 
tangentes  aux  côtés. 

Analytiquement,  cela  revient  à  remplacer,  dans  les 
équations  ponctuelles  des  coniques,  a  et  ,3,  supposées 
coordonnées  courantes,  par  — c'^  []  et  c-V;  U  et  V 
désignant  Jes  coordonnées  tangentielles  courantes.  Nous 
avons  vu,  en  eflPet,  que  le  côté  M' M',  polaire  du 
point  M(a,  !3),  par  rapport  à  l'hyperbole  (H),  a  pour 
équation  olx  —  PjK  -H  c'^  =  o.  Les  coordonnées  de  cette 
droite  sonl  donc 

u  =  -4.       v=l. 

Cette  Iransformation,  appliquée  au  cercle  (g),  donne 

(12)  u^-\~\^-\-vu-hyv  =  0. 

c'est  l'équation  langentielle  d'une  parabole  qui  a  pour 
foyer  l'origine  et  pour  tangente  au  sommet  la  tangente 
à  la  conique  (C)  au   point  diamétralement  opposé  au 

point  (^,,ri). 

Appliquée  à  l'iiyperlioie  équilatère  (i  i),  cette  même 
transformation  donne 

(i3)  c-^UV+jKiU— .riV  =  o. 

c'est  l'équation  tangentielle  de  la  parabole  de  Chasles 
du  point  (^,,  y,)  relativement  à  la  conique  (C). 
Ainsi  : 

Les  côtés  du  triangle  M  M' M"  sont  les  tangentes 
communes  à  deux  paraboles.  La  première  a  pour 
foyer  V origine  et  pour  tangente  au  sommet^  la 
tangente  à  la  conique  (G)  au  point  diamétralement 
opposé  au  point  (^, ,  y^  )  ;  la  seconde  est  la  parabole 
de  Chasles^  du  point  (.r,,  y^)  relativement  à  la 
conique  (G). 


(  8  ) 
Appliquons      encore      cette      transformation     à      la 
conique  (lo).  Nous  trouvons 

^      *  '  Ï/J  H-  p2  ^       j^2  _4_  p2      * 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  tangentielle  de  la 
conique  (C)  elle-même.  Les  côtés  du  triangle  MM'M" 
touchent  donc  cette  conique,  et  si  la  droite  ]j.  rouie  sur 
elle,  les  sommets  du  triangle  décrivent  la  conique  (K), 
pendant  que  les  côtés  enveloppent  la  conique  (G)  et 
que  le  triangle  reste  autopolaire  par  rapport  à  (H). 
Donc  : 

Le  triangle  formé  par  les  trois  points  M,  M',  M^' 
qui  ont  pour  axe  une  droite  jj.  est  :  inscrit  à  la 
conique  (K),  circonscrit  à  la  conique{Q)^  autopolaire 
par  rapport  à  V hyperbole  (H).  Si  la  droite  \j.  roule 
sur  (G),  le  triangle  varie;  mais  ses  côtés  et  ses 
sommets  jouissent   toujours  des   mêmes  propriétés 

relativement  aux  trois  coniques. 

(Laguerre,) 

La  droite  M'M' ,  qui  a  pour  équation 

^x  —  [iy  +  c2  =  o, 

est  donc  tangente  à  la  conique  (G).  Les  coordonnées 
de  son  point  de  contact  sont  faciles  à  trouver.  En  les 
désignant  par  ^  et  Y),  on  a 

+  C2p2     a  _    I—  C2w2     p 


^  = 


t/2+p2     cl  '  ;«2_i_t;2      c2 


ou,     si     l'on     fait     intervenir    les     coordonnées     du 
point  (x^y^), 

En  tenant   compte   de   la  relation   (m),    oq    vérifie 


(9) 
aisément  qu'elles  satisfont  à  l'équation 

c-  ui'Ty  -4-  uy\  X  —  vx^j  =  o. 

c'est-à-dire  à  l'équation  de  l'iijperbole  d'Apollonius  du 
point  (.r,,  JK,  )  relativement  à  la  conique  (C).   Ainsi  : 

Le  triangle  M  M' M'  est  formé  par  les  tange  fîtes  à 
la  conique  (C)  aux  pieds  des  normales  à  cette 
conique  issues  du  point  (^, ,  jKi  )• 

C'est  cette  propriété  qui  nous  paraît  fournir  la  défi- 
nition la  plus  nette  du  triangle  des  trois  points  qui  ont 
pour  axe  une  droite  donnée. 

Le  triangle  MM'M'^  est  encore  susceptible  d'une 
autre  définition  simple.  A  cet  effet,  appelons,  avec 
Laguerre,  centre  d'une  droite  le  point  de  rencontre 
des  perpendiculaires  élevées  aux  axes  O^  et  Oy  aux 
points  où  ils  sont  coupés  par  la  droite  et  désignons 
par  P  et  P' le  point  (^,,jKt  )  et  le  point  qui  lui  est 
diamétralement  opposé  sur  l'ellipse  ((i).  Nous  aurons 
le  théorème  suivant  : 

Le  triangle  M  M' M'  et  le  triangle  formé  par  les 
centres  des  trois  normales  issues  de  P,  à  V  ellipse  {C)^ 
sont  symétriques  par  rapport  à  V origine  O. 

Les  éléments  remarquables  du  triangle  MM'M'^  sont 
aisés  à  déterminer.  Nous  avons  déjà  vu  que  le  centre  C 
du  cercle  circonscrit  est  au  milieu  de  ap. 

Le  centre  des  hauteurs  H  s'obtient  en  prolongeant  OP' 
d'une  longueur  égale.  On  a  donc  OH  ^  2OP'. 

En  effet  le  point  H  se  trouve  sur  la  droite  POP', 
directrice  de  la  parabole  (i  3)  inscrite  au  triangle  MM' M". 
Il  se  trouve  également  sur  la  parallèle  à  la  tangente  à 
l'ellipse  (C)  en  P'  et  à  une  distance  double  du  centre, 
puisque  cette  parallèle  est  la  directrice  de  la  parn- 
bole  (12)  également  inscrite  à  M  M' M". 


Le  centre  de  gravité  G  se  trouve  par  cela  même 
déterminé,  et  on  l'obtient,  soit  en  prenantl'intersection 
des  droites  HC  et  FO';  soit  en  menant  par  O  une 
parallèle  à  Ja  normale  en  P  jusqu'à  sa  rencontre 
avec  HC.  Mais  le  point  ainsi  oblenu  coïncide  avec  le 
centre  de  gravité  du  triangle  HOO' ;  d'où  ce  théorème  : 

Les  trianglesyiWW  et  HOO'  ont  même  centre  de 
gravité. 

Le  centre  du  cercle  des  neuf  points,  w,  est  au  milieu 
de  HG.  Ge  cercle  passe  par  le  point  P',  puisque  P'  est 
le  centre  d'une  hyperbole  éqiiilalère  circonscrite 
àMM'M''.  Il  est  donc  complètement  déterminé.  Les 
coordonnées  de  ces  quatre   points  sont  les  suivantes  ; 

R  désigne  le  rayon  du  cercle  de  Monge  de  l'ellipse  (G). 

Le  triangle  A  A' A",  formé  parles  points  de  contact 
avec  l'ellipse  (G)  des  cotés  du  triangle  M  M' M' ;  c'est- 
à-dire  le  triangle  des  pieds  des  normales  à  l'ellipse  (G) 
issues  de  P,  jouit  également  de  nombreuses  propriétés. 
Mais  comme  les  deux  triangles  sont  polaires  l'un  de 
l'autre  par  rapport  à  la  conique  (G),  les  propriétés 
descriptives  du  premier  ne  sont  que  les  transformées 
des  propriétés  correspondantes  du  second,  nous  nous 
contenterons  de  les  énoncer. 

On  sait  que  les  points  A,  A',  A'^  sont  sur  l'hyperbole 
d'Apollonius  du  point  P  et  aussi  sur  un  cercle,  dit 
cercle  de  Joachimsthal^  qui  passe  par  le  point  P'  et  par 
la  projection  du  centre  O  sur  la  tangente  en  P'.  Son 
équation  est 

•'^^  +  r^-  ~x,  X  -  j^y.y  -  («2+  ^2)  ^  o. 


(  ■'  ) 

Il  rencontre  le  cercle  de  Monge  de  la  conique  (C) 
suivant  un  diamètre  de  cette  conique. 

Son  centre  est  au  milieu  de  la  droite  PO'^ . 

En  dehors  de  l'hypeibole  d'Apollonius  et  du  cercle 
de  Joachimsthal,  les  points  A,  A',  A'  sont  sur  une 
conique  définie  de  la  façon  suivante  ; 

Elle  a  pour  centre  le  milieu  de  OP',  pour  axes  les 
parallèles  à  Ox  et  Or  menées  par  ce  point;  elle 
passe  par  le  centre  O,  par  le  point  P'  et  par  les 
projections  de  ce  dernier  sur  les  axes  Ox  et  Oy. 

Si,  au  lieu  des  sommets,  on  considère  les  cotés  du 
triangle  A  A' A',  on  Irouve  qu'ils  peuvent  être  définis 
comme  tangentes  communes  des  courbes  suivantes  : 

1°  Utie  parabole  qui  touche  les  axes  Ox  et  Oyaux 
points  oit  ils  sont  coupés  par  la  tangente  en  V  à  la 
conique  (G).  Cette  parabole  a  pour  foyer  la,  projec- 
tion de  O  sur  la  tangente  en  P'  et  pour  directrice  la 
droite  0'0'j.  C'est  la  parabole  de  Chasles  du 
point  0\ . 

2"  Une  autre  parabole  qui  touclie  les  parallèles 
aux  axes  Ox  et  Oy  menées  par  le  pôle  de  la  normale 
en  P  aux  points  où  elles  sont  coupées  par  OP.  Son 
foyer  est  à  V intersection  de  OP  avec  la  perpendicu- 
laire abaissée  sur  cette  droite  du  pôle  de  la  normale. 
C'est  le  réciproque  de  P  par  rapport  au  cercle  de 
Monge.  Son  axe  est  parallèle  à  la  droite  symétrique 
de  OP  par  rapport  à  Ox. 

3"  Une  ellipse  ayant  même  centre  et  même  direc- 
tion d\ixes  que  r ellipse  (G).  Les  longueurs  de  ses 

a^       b^ 
axes  sont  —:  et  —-^ 

Enfin  le  triangle  AA'A'  est  conjugué  par  rapport  à 
une  hyperbole  définie  de  la  façon  suivante  : 


(  12  ) 

Elle  a  même  centre  et  mêmes  directions  d'axes 
que  Vellipse  (G).  Ses  sommets  réels  situés  sur  Or 

ont  pour  ordonnées  ±:  — 

c 

Ces  deux  dernières  coniques  ont  pour  équations 

(l5)  _  -1-  _^:- I  =  o, 

Elles  sont  indépendantes  de  (^, ,  j-,  ).  Donc  : 

Lorsque  le  point  V{x^^  y  ^)  décrit  Vellipse  (C),  le 
triangle  A  A' A"  varie  en  restant  inscrit  à  la 
conique  (C),  circonscrit  à  l'ellipse  {i5),  conjugué 
par  rapport  à  l'hyperbole  (i6). 

Les  éléments  remarquables  de  ce  triangle  se  déter- 
minent aisément.  Nous  avons  vu  que  le  centre  du  cercle 
circonscrite,  est  au  milieu  de  PO'^.  Le  centre  des 
hauteurs  H,  est  à  l'intersection  de  O'O'^,  directrice  de 
la  parabole  de  Ghasles  de  O'^ ,  et  de  la  droite  menée  par 
le  pôle  de  la  normale  perpendiculairement  à  la  droite 
symétrique  de  OP  par  rapport  à  Ox. 

Le  centre  de  gravité  G,  et  le  centre  du  cercle  des 
neuf  points  se  trouvent  par  cela  même  déterminés. 

Les  coordonnées  de  ces  points  sont  les  suivantes  : 


•Ji 


/R2:ri  R2>,  N 

R  désignant  le  rayon  du  cercle  de  Monge. 

Ces  formules  et  les  formules  analogues  pour  le 
triangle  M  M' M"  permettent  de  trouver  les  lieux  décrits 
par  les  éléments  remarquables  de   ces  triangles,  quand 


(  >3  ) 
le  point  P  décrit  l'ellipse  (G).   On  voit  que   tous  ces 
lieux  sont   des    ellipses  ayant  même  centre  et  mêmes 
direclions  d'axes  que  l'ellipse  (C). 


[A3g] 

LIMITATION  DE  L'ERREUR  COMMISE  DAIVS  L'APPROXIMATION 

D'UNE  RACINE  PAR  LA  METHODE  DES  PARTIES  PROPOR 

TIONNELLES ; 

Par  m.  g.  MILHAUD, 

Professeur  au  Lycée  de  Nîmes. 


Je  me  propose  dans  cette  Note  d'indiquer  une  méthode 
qui  me  semble  nouvelle  pour  limiter  supérieurement 
l'erreur  commise  dans  le  calcul  d'une  racine  d'une  équa- 
tion par  la  méthode  des  parties  proportionnelles.  La 
limite  obtenue  me  paraît  d'un  calcul  assez  facile  pour 
rendre  des  services  dans  la  pratique. 

Soit 

J\x)  =  o 

l'équation  considérée  possédant  une  racine  x^  dont  a 
et  6  sont  deux  valeurs  approchées  {a<^x^<Cb).  On 
sait  que  la  méthode  d'approximation  revient  à  remplacer 
l'arc  r  de  la  courbe  y  =zf(^x)  par  la  corde  AB  joignant 
les  points  d'abscisses  a  et  b.  L'équation  de  AB  peut 
s'écrire 

(1)  j-f{a)  =  L{x-a) 
OU 

(2)  y^f(0)=Lix-ù), 


avec 


b  —  a 


(  1-4  ) 

Je  suppose  Ja  fonctioa  /  développable  dans  l'inter- 
valle (a,  b)  par  la  formule  de  Taylor  jusqu'au  terme 
en/''  inclusivement. 

Si  l'on  considère  l'ensemble  de  tous  les  segments 
rectilignes  parallèles  à  l'axe  des  x  et  limités  à  la 
courbe  F  et  à  la  corde  AB,  il  existe  en  vertu  des  hypo- 


thèses faites  au  moins  un  de  ces  segments,  soit  CD,  pins 
grand  qne  tous  les  autres  et  il  rencontre  la  courbe  en  un 
point  G  où  la  tangente  est  parallèle  à  AB.  On  a  par  suite 

f'{c)=\.. 

CD  donne  une  limite  supérieure  de  l'erreur  com- 
mise C,  D,. 

L'abscisse  <i  de  D  est  donnée  par 

f{c)-f{a)  =  L{d-a). 
La  limite  supérieure  est  donc 


£  =  !  c  -  ^  I  = 


f{^)-f{c) 


-{a-c) 


Maii 


f{a)-f{c)=:{a-c)f{c)^'-^'--^ 


/"(Y), 


(  i5) 
V  étant  un  nombre  compris  entre  a  et  c.  On  a  don( 


2L 


-/"(y) 


En  reprenant  le  même  raisonnement  en  faisant  jouer 
au  nombre  h  le  rôle  de  a  et  en  prenant  l'équation  de 
la  corde  AB  sous  la  forme  (2),  on  obtient 


{b-cf 


2L 


/"(S) 


o  désignant  un  nombre  coixi pris  entre  c  et  h. 

Soit  M    un  nombre  supérieur   ou  égal  à   toutes   les 
valeurs  absolues  de /''(^)  dans  l'intervalle  (a,  h\  on  a 


(a  — 

^•)' 

M 

.<  (f^-c)- 

M 

2 

\^A' 

2 

M^ 

et  comme  l'un  des  nombres  |  a 
h  —  a' 


b  —  c  I  ne  dépasse 


pai 


on  a  en  définitive 


=        8|L| 


(b-ay 


M 


\f{b)-f(a)\ 


Telle  est  la  formule  que  je  me  proposais  d'éla])lir. 
En  remplaçant  L  par  sa  valeur  f'(c),  on  montre  que 
l'erreur  est  du  même  ordre  que  (b  —  a)'-^. 

J'observe,  en  terminant,  que  contrairement  à  ce  qui 
se  passe  dans  la  limitation  de  l'erreur  dans  la  méthode 
de  Newton,  cette  limite  supérieure  peut  être  égale 
exactement  à  l'erreur  commisiî,  puisque,  dans  des  cas 
très  particuliers,  les  inégalités  peuvent  toutes  se  changer 
en  égalités.  Ce  mode  de  limitation  semble  donc  a  priori 
au  moins  aussi  avantageux  que  n'importe  quel  autre. 


(   i6) 


[I  13ba] 
SIR  LES  NOMBRES  QUI  SONT  SOIIIIES  DE  DEIX  CARRÉS; 

Pau  un  Anonyme. 


Celte  Noie  est  relative  à  un  fait  bien  connu,  mais  la 
distinction  établie  ici  entre  deux  cas  n'a  peut-être  pas 
été  remarquée. 

1.  Un  nombre  naturel  A  est  triangulaire  si  l'équa- 
tion 

a  ses  racines  entières;  a  et  o!  élant  ces  racines,  on  a 
a  -^  a'  ^^  —  i  ; 

Tune  étant  a,  l'autre  est  —  (rt  +  i).  Si  a  est  la  racine 
positive  ou  nulle,  le  nombre  a  est  la  base  du  nombre 
triangulaire 

bien  que  ce  nombre  puisse  encore  s'écrire 

—  ia-\-\)x--a                        a'(«'-+-i) 
^^ i ou y 

on  ne  dit  pas  que  le  nombre  négatif  — (a  +  0  est  une 
base  du  nombre  triangulaire  considéré;  de  cette  façon, 
on  peut  parler  de  la  parité  de  la  base  d'un  nombre 
triangulaire. 

Ainsi,    quand    un   nombre  triangulaire    se   présente 
sous  la  forme  ^l^Jli\  a  étant  négatif,  il  faut  le  mettre 


(  '7  ) 
SOUS  la  forme 


—  (a-hi)x  —  a                       a'(a'-\-\) 
— ^ ou  — ^^ -, 


et  sa  base  est  le  nombre  positif  ou  nul  a'=  —  (a  -\-  i). 
Nons  considérons   zéro   comme   un   nombre    trian- 
gulaire de  base  zéro. 

2.  Soit  N  un  nombre  impair  qui  est  somme  de  deux 
carrés, 

N  =  a2-i-è2=(2/i-i-i)2_+-(2^)2. 

Gomme  on  a  simultanément 

on  peut  écrire 

s>.N  =  (a/i-t-  2A-  +  i)2+(2/a  —  -i/c-f- 1)2. 

Si  l'on  pose 

h  -^  k  z=  c,         h  —  k  =  cl, 

de   sorte    que   c    et   d  sont   deux   nombres    de   niéme 
parité,  on  obtient 

2N  =(2C  +  l)2  4-(-2<:/-T-l/2, 

2(N  —  r)=(4c2+4c) +  (4^2.^4^). 
N^4[^^^^-^^]-.i. 

Ainsi,  dans  l'égalilé 

N  =  4nH-i, 
qui  a  lieu  a  priori^  n  est  de  la  forme 

c{f:  -{-  \)         d(d  -\-  i) 

•X  '1 
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c  et  â^  étant  de  même  parité.  Mais  d  peut  être  négatif, 
el  deux  cas  se  présentent  : 

I"  Dans  Végalité  ]:^=a^-\-b^^  celui  des  deux 
nombres  a  et  h  qui  est  impair  est  le  plus  grand  ; 
on  a 

2/i  +  i>?.Â:,         ih^ik^         d^^o; 

alors^  dans  la  formule  N  =  4/i  +  i ,  le  nombre  n  est 
la  somme  de  deux  nombres  triangulaires  dont  les 
bases  c  et  d  sont  de  même  parité;  pour  h  =  A ,  n  est  le 
nombre  triangulaire  de  base  2  A  (l'autre  nombre  trian- 
gulaire étant  o). 

2°  Dans  Inégalité  N  =  a2_|_^2^  celui  des  deux 
nombres  a  et  b  qui  est  impair  est  le  plus  petit;  on  a 

2/i-i-i<2X',         7.h-+-2^i/c,         d^ — i; 
en  posant  d'= —  («iH-  i),  n  est  de  la  forme 

c  (  c  -4-  I  )        d'(d'  -^  i) 

1 , 

2  2 

de  sorte  que  n  est  alors  la  somme  de  deux  nombres 
triangulaires  dont  les  bases  c  et  d'  sont  de  parités 
différentes;  pour  h^=.k —  r,  n  est  le  nombre  trian- 
gulaire de  base  ik  —  I  (l'autre  nombre  triangulaire 
étant  o). 

Exemples  : 

3x4        1x2 


29  =  52+22  =  4x7-1-1,         7  = 
17  =  i2_4_42=  4  X  4  -i-i,         4  = 


2  2 

2X3  1X2 
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[0^1] 

THÉOKÈMES  SIR  LES  COURBES  ET  LES  SURFACES  FERMÉES; 

Par  m.  R.  BRIGARD. 


1.  Appelons  élongation  d'une  courbe  ou  d'une 
surface  fermée  le  maximum  de  la  distance  de  deux 
points  de  cette  courbe  ou  de  cette  surface.  J'établirai 
les  théorèmes  suivants  : 

i**  Toute  courbe  plane  fermée  d' élongation 
donnée  E  peut  être  enfermée  dans  un  cercle  de  rayon 

au  plus  égal  a  ——  • 
/3 

^'^  Toute  surface  fermée^  d^  élongation  donnéeE^ 

peut  être  enfermée  dans  une  sphère  de  rayon  égal 


au  plus  à  1 /-  E. 


Par  exemple,  il  résultera  du  premier  théorème  que, 
si  l'on  sait  d'une  contrée  qiie  la  dislance  maximum  de 
deux  points  de  sa  frontière  est  de  looo"^'",  on  peut 
affirmer  qu'il  existe  un  point  dont  la  distance  à  tous 
les  points  de  cette  frontière  est  au  plus  de  — z^  =  o-':'"". 

2.  Démontrons  d'abord  le  premier  théorème.  Une 
courbe  fermée  plane  G  peut  être  définie  analjtique- 
nient  par  deux  équations  : 

l    étant    un    paramètre  qu'on  peut  supposer   varier  de 
oà  i,yet^  étant   deux  fonctions  continues  dans  cet 
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intervalle  et  satisfaisant  aux  conditions  : 

/(o)=/(i),  ^0.(0)  =  ^(1). 

Si  (a,  j3)  est  un  point  quelconque  du  plan,  l'expres- 
sion \/{x  —  a)2+  (^y  —  jS)2  atteint  un  maximum  R(a,  (3) 
pour  un  point  {x^y)  de  la  courbe  G,  et  cette  dernière 
est  tout  entière  contenue  (au  sens  large)  à  l'intérieur 
du  cercle 

R(a,  [3)  est  lui-même  une  fonction  continue  de  a,  ^  ('). 
Ce  rajon  a  donc  un  minimum  Rq  atteint  pour  un 
certain  point  (ao,  ^o)  du  plan.  Rq  est  le  rayon  du  plus 
petit  cercle  Go  contenant  G.  Il  faut  montrer  qu'on  a 

Ros4' 

E  élantl'élongation  de  la  courbe  G. 

Gonsidérons  à  cet  effet  un  cercle  G,  de  rajon  R  (^voir 
la  figure),  contenant  à  son  intérieur,  au  sens  large,  la 
courbe  G.  Supposons  d'abord  que  les  points  communs 
à  G  et  à  G  appartiennent  tous  à  un  arc  AA'  de  G, 
inférieur  à  une  demi-circonférence.  Je  vais  montrer 
qu'il  existe  un  cercle  G',  plus  petit  que  G,  et  contenant 
G  à  son  intérieur. 

Prenons  pour  origine  le  centre  G  du  cercle  G, 
l'axe  des  x  étant  perpendiculaire  à  la  corde  AA',  et 
cette  dernière  ayant  une  abscisse  01  positive.  Gons- 
truisons  une  corde  BB',  parallèle  à  AA'  et  d'abscisse 
positive  0K<;  01.  Les  points  de  la  courbe   G,    appar- 


(')  D'après  ce  théorème  général,  facile  à  démontrer  :  si  f{l,  a,  ,3) 
est  une  fonction  conLinue  des  trois  variables  indépendantes  t,  a,  p, 
le  maximum  M  (a,  P)  de  cette  fonction,  quand  a  et  jâ  sont  donnés, 
est  lui-même  une  fonction  continue  de  a  et  p. 
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tenant  à  BB'  ou  bien  situés  à  gauche  de  BB',  sont  tous 
à  l'intérieur,  au  sens  étroit,  du  cercle  G,  en   vertu  de 


l'hypothèse.  Il  existe  donc  un  segment  de  longueur  e 
tel  qu'on  ait,  pour  tout  point  M  de  l'une  ou  l'autre  des 
deux  catégories  considérées, 


(I) 


OM<R  — 


l'égalité  étant  exclue. 

Marquons  sur  O^  un  point  w  d'abscisse  positive  /i, 
à  la  fois  inférieure  à  e  et  à  2OK,  de  telle  sorte  que  la 
droite  DD',  d'équation 


h 

X  =.   —y 
2 

est  à  gauche  de  BB'. 

Pour  tout  point  M  de  G,  à  gauche   de  DD'  ou  situé 
sur  DD',  on  écrira 

w M  ^  OM -^  0  w  =  OM  H- /i  <  OM -H  £, 
et  par  conséquent,  d'après  (i), 


M<R, 


l'égalité  étant  exclue. 
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Pour  tout  point  N  de  G  situé  à  droite  de  DD',  on 
peut  écrire  simplement 

coN<ON,        ON;SR, 
d'où 

coN<R, 

l'égalité  étant  encore  exclue. 

On  voit  donc,  en  résumé,  que  tous  les  points  de  G 
sont  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  centre  to  et  de  rayon 
inférieur  à  R. 

Il  résulte  de  là  que  les  points  que  G  a  en  commun 
avec  le  cercle  minimum  Go  ne  sont  pas  répartis  sur  un 
arc  plus  petit  qu'une  demi-circonféreuce.  Deux  cas 
sont  possibles  : 

1°  Deux  de  ces  points  sont  diamétralement  opposés; 
l'élongation  de  G  est  alors  égale  au  diamètre  de  Gq-  On 
a  donc 

et  le  théorème  est  démontré  dans  ce  cas. 

2°  Parmi  les  points  considérés,  il  n'en  existe  pas 
deux  qui  soient  diamétralement  opposés.  Ges  points 
sont  alors  au  moins  au  nombre  de  trois  (car  deux  points 
non  diamétralement  opposés  appartiennent  toujours  à 
un  arc  plus  petit  qu'une  demi-circonférence). 

Soient  donc  sur  le  cercle  Go  trois  points  a,  p,  v 
satisfaisant  aux  conditions  énoncées.  Les  trois  arcs  [^y, 
ya,  a^  sont  tous  inférieurs  à  i8o°.  D'autre  part,  comme 
leur  somme  est  de  SGo"",  l'un  d'eux  au  moins  atteint  lao'*. 
Supposons  que  ce  soit  l'arc  fiy.  La  corde  j^y  est  au 
moins  égale  au  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans 
le  cercle.  On  a  donc 
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D'autre  part,  l'élongation  E  de  la  courbe  C  est  au 
moins  égale  à  pv.  On  a  finalement 

et  le  ihéorèmeest  démontré. 

On  voit  que  la  limite  fournie  par  l'énoncé  de  ce  théo- 
rème est  précise.  Par  exemple,  si  la  courbe  C  est  cons- 
tituée par  le  contour  d'un  triangle  équilatéral,  on  a 
exactement 

3.  Le  théorème  de  l'espace  se  démontre  d'une  façon 
analogue.  Soient  S  une  surface  fermée  d'élongation 
donnée  E,  So  la  sphère  minimum  qui  la  contient  et  Rq 
le  rayon  de  celte  sphère.  On  reconnaît  tout  d'abord 
que  les  points  communs  à  S  et  à  So  ne  peuvent  être 
répartis  sur  une  calotte  inférieure  à  un  hémisphère. 
Donc  :  i"  ou  bien  parmi  ces  points,  on  peut  en  trouver 
deux  qui  soient  diamétialement  opposés,  et  alors  on  a 


R,=  ^</^E: 


2^  OU  bien  il  n'existe  pas  de  tels  points.  Les  |)oints 
communs  à  S  et  à  So  sont  alors  au  nombre  de  quatre 
au  moins,  car  trois  points  d'une  sphère,  dont  deux 
quelconques  ne  sont  pas  diamétralement  opposés, 
appartiennent  toujours  à  une  calotJe  plus  petite  qu'un 
hémisphère.  11  reste  alors  à  établir  la  proposition 
suivante  : 

Si  quatre  points  (V une  sphère  de  rayon  W^^  sont 
tels  qu'il  n'existe  pas  (V hémisphère  les  contenant 
tous,  V une  de  leurs  six  distances  mutuelles  est  au 


moins  égale 


«^^Ro. 
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Pour  démontrer  cela,  nous  nous  appuierons  sur  le 
théorème  suivant  :  Si  Les  côtés  dhin  triangle  sphé~ 
rique  sont  au  plus  égaux  à  un  arc  donné  l  plus  petit 
qu'un  demi-grand  cercle^  V aire  de  ce  triangle  est 
au  plus  égale  à  celle  du  triangle' équilatéral  de 
côté  égal  à  l. 

Soient  en  effet  «,  b,  c  les  côtés  du  triangle,  supposé 
tracé  sur  une  sphère  de  rajon  égal  à  l'unité.  On  a, 
par  hypothèse, 

a^l,  b<l,         c%J. 

Si  l'on  pose 

a  -H  6  -+-  c  =  2/>, 

l'aire  a-  du    triangle  est  donnée,  comme  on  sait,  par  la 
formule 


I              /          p           p  —  a           p  —  b           p  —  c 
tanff-  a  =4/  tang^  tang' tangî- tang' 

Si,/>  restant  d'abord  fixe,  a,  6,  c  varient  de  manière 
à  satisfaire  à  la  relation  (2),  on  reconnaît  facilement 
que  tang  -  a-  atteint  son  maximum  quand  on  a 


«=*=c=f 

(M- 

C)  Par 

exemple,  si  l'on  pose 
p  — a                    p  —  b 

l rz:  ,2-,              i- =  y  y 

1                      '                      2                 "^ 

2         *"' 

•^  22 


et  aussi  ;r,  y,  2  >  o  (ces  inégalités  résultaQt  des  propriétés  fonda- 
mentales des  triangles  sphériques).  On  a  donc  à  démontrer  que  le 
produit  des  tangentes  de  trois  arcs  positifs,  de  somme  donnée  infé- 
rieure à  ->  est  maximum   quand  ces  arcs  sont  égaux,  ce  qui  est 


2 
élémentaire 


(  ^5  ) 

On  voit  ensuite  que  lang  -  t  augmente  avec  /?,  d'où 

l'on  conclut  le  résultat  énoncé. 

Ola  posé,  soient  A,  B,  C,  D  quatre  points  d'une 
sphère,  dont  trois  quelconques  u'appartiennent  pas  à 
une  même  hémisphère.  On  peut  les  joindre  deux  à 
deux  par  six  arcs  de  grand  cercle,  tous  inférieurs  à  un 
demi-grand  cercle,  et  l'on  divise  ainsi  la  surface  de  la 
sphère  en  quatre  triangles  sphériques.  L'un  deux  au 
moins,  le  triangle  ABC  par  exemple,  a  nécessairement 
une  aire  au  moins  égale  au  quart  de  l'aire  de  la  sphère, 
c'est-à-dire  à  l'aire  du  triangle  équilatéral  ajant  pour 
sommets  trois  des  sommets  d'un  tétraèdre  régulier  a;3yô 
inscrit  dans  la  sphère.  Si  l'un  au  moins  des  arcs  BC,  GA, 
AB  n'était  pas  au  moins  égal  à  l'arc  ajS,  l'aire  du 
triangle  ABC  ne  pourrait,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu,  satisfaire  à  la  condition  qu'on  vient  d'énoncer. 

On  aura  donc,  par  exemple, 

arc  AB  ^  arca^, 

elpar  suite,  puisqu'il  s'agit  d'arcs  inférieurs  à  un  demi- 
cercle, 

AB^afi. 

Mais  l'aréle  ajâ  d'un  tétraèdre  régulier  est  donnée,  en 
fonction  du  rayon  Rq  de  la  sphère  circonscrite,  par  la 
formule 


■m/^Ro. 


et  l'on  a,  de  plus, 


E>a[B. 


Le    théorème   que    nous    avions    en    vue    est    donc 
complètement  démontré. 


(  ^6  ) 


CONCOURS  D  AGRÉGATION  DE  1913. 
SOLUTION  DE  LA  QUESTION  D'ANALYSE  ; 

Par  m.  g.  CLAPIER. 


SUJET. 


Les  axes  ox^  oy^  oz  étant  rectangulaires,  on  donne 
un  cylindre  de  révolution  (C)  ayant  pour  axe  la 
droite  oz  et  pour  rayon  a. 

Soient  u  et  V  deux  paramètres  angulaires  déter- 
minant les  plans  tangents  au  cylindre  (C)  menés 
par  un  point  M  de  l'espace. 

Le  point  M  décrivant  une  surface,  sa  coordonnée  z 
sera  une  fonction  de  u  et  i',  soit  z  =  a.f{u,  v),  défi- 
nissant cette  surface. 

On  mène,  par  le  point  M,  dans  le  plan  tangent 
en  M  Cl  la  surface,  les  deux  tangentes  au  cylindre 
(G),  soient  Wl  et  Wl^. 

jo  Former  V équation  aux  dérivées  partielles,  soit 
(E),  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonction  f{u,  v), 
pour  que  les  deux  directions  MT  et  MT'  soient  conju- 
guées sur  la  sur^'cLce  correspondante ,  soit  (S). 

Quelle  propriété  ont  les  deux  familles  de  courbes, 
u  =  const.,  V  z=z  consl. ,  sur  la  surface  (S)  ? 

2°  Montrer  qu^on  peut  trouver  plusieurs  expres- 
sions linéaires  de  la  forme 

(p(a,  (^)  =  A(t<,  p)--^+  B(?<,  V )'—  -\-  Cf.  G  =  const. 

TV'/  ^    '     ^   du  ^  <Jç  "^ 

telles  que  Inéquation 

—  =  o 

âu.àv 


(  K  ) 
admette  toutes  les  solutions  de  V équation  du  second 
ordre  (E). 

Déterminer^  en  utilisant  ce  résultat,  toutes  les 
solutions  de  Inéquation  (E). 

S''  Les  solutions  de  l'équation  (E)  dépendent  de 
deux  fonctions  arbitraires,  Vune  deu,  Vautre  de  v. 

Montrer  que  les  surfaces  (S)  particulières  obte- 
nues en  annulant  successivement  Vune  ou  Vautre 
de  ces  fonctions  arbitraires  sont  développables.  Les 
arêtes  de  rebroussement  de  ces  développables  sont- 
elles  arbitraires  sur  la  surface  qui  les  porte  ? 

Représenter  la  solution  générale  f(u,  (),  ou  la 
surface  (S)  générale,  à  Vaide  de  ces  arêtes  de 
rebroussement,  et  indiquer  une  génération  de  la- 
su?  face. 

SOLUTION. 

J  .  La  projection  m  du  point  M  sur  le  plan  Oxy  est 
déterminée  par  les  deux  tangentes 


(«.) 


X  cos  II  -t-y  sin  a  —  a, 
X  cos  p  H-jK  sin  ('  =  a. 


On  peut  en  déduire  x  et  r  à  l'aide  des  deux  para- 
mètres angulaires  u  et  v,  de  sorte  que  la  surface  (S) 
lieu  du  point  M  peutêtre  définie  par  les  expressions  des 
coordonnées 


(2) 


y  =  a 


cos 

1 

cos 
sin 

u 

—  V 

u 

1 

-t-  V 

■> 

cos 

u 

—  f 

z  =  cifiu,  V }. 


(  ^8  ) 

Les  plans  mMT  eltiiM'T  sont  tangents  au  cylindre 
et  coiipenl  la  surface  (S)  suivant  deux  courbes  passant 
en  M  et  donl  les  tangentes  en  ce  point  sont  conjuguées 
par  rapport  à  la  surface. 

On  peut  donc  dire  que  les  deux  familles  de  courbes 
f<  =  const.,  ^=:const.,  sont  conjuguées  sur  la  sur- 
face (S).  Les  coordonnées  œ,  y  elz  de  celle-ci  devront 
donc  satisfaire  à  une  même  équation  aux  dérivées  par- 
tielles de  la  forme 

au  oç  du  di^ 

Les  deux  premières  expressions  (2)  vont  nous 
permettre  de  déterminer  a  et  p.  Nous  en  déduisons 


(4) 


d^x  d 


dx  =  (sin ('  du  -h  sin u  dv), 

2  C0S2   


dy  =  (  cos V  du  -\-  cos udi>): 


u 

cos 


—  a  SI  n  p     \  a  1 


dudv        ds>\  ^u—  V    \  1 


u 


1  cos^ /  cos-* 2  cos' 


à^y  ^       -y 

du  dv                 ^u  —  V 
1  cos2 


Substituante  et  r  au  lieu  de/dans  l'équalion  (3),  nous 
obtenons 

X 


B  sin  u 

'  a 


P  cos?* 


-y . 

a    ' 


d'oi!i,  en  tenant  compte  des  égalités  (i),  on  déduit 
asin(p  — m)  =  i,         psin(M  — p)=i. 


(29  ) 
El  l'équalion  aux  dérivées  partielles  cherchée  est 

(E)  sin{u  —  v)  - — —  -h —  =  o. 

^    ^  ^  dudf        du        ôv 

Les  courbes  w^const.,  (^  =  const.,  font  partie  d'une 
même  série  constituée  par  les  sections  de  la  surface  (S) 
par  les  plans  tangents  au  cjlindre.  Soit  M,  le  point  de 
rencontre  de  l'une  d'elles  avec  la  génératrice  corres- 
pondante du  cylindre  ;  la  tangente  en  ce  point  est 
conjuguée  par  rapporta  elle-même,  c'est-à-dire  asymp- 
lotique. 

2.  On  peut  intégrer  l'équation  (E),  en  remarquant 
que  les  coordonnées  x  ely  du  point  m  peuvent  s'obtenir 
par  projections,  sur  les  axes  du  contour  Otm  et  se 
mettre  sous  la  forme 


(5) 


X  =  {COSU-+-  X  sinu)a 


jK  =  (sinM — kcosu)a  \  >l 


Chacun  des  seconds  membres  est  tel  que  si  l'on  pose 

(5')  z=.\^{a)-\r{u)\a, 

F  étant  une  fonction  arbitraire  de  w,  les  expres- 
sions (5)  se  déduisent  de  (5')  en  prenant  successi- 
vement : 

F(i/,)  =  cosM         et         F(M)  =  siiw<. 

x^y  et  2  vérifiant  l'équation  (E),  on  est  donc  conduit 
à  poser 

f{u,v)  =  V{u)-\^'[u), 

qui  nous  donne  en  effet  une  solution  de  cette  équation 
avec  une  fonction  arbitraire.  Comme  l'intégrale  générale 
dépend    de    deux    fonctions    arbitraires,    elle    aura    la 


(  3o) 
forme 

(6)  Fiu)-F,{r)-A¥'(u)-r-lF\{v). 

Nous  allons  la  retrouver  en  chercliant  les  expressions 

'iiu,  r)  =  A(./,  r)^  +  B(^u,  O  ^'  -i- G/, 

telles  que  l'équation  -; — -  =  o  admette  toutes  les  solu- 

1  ^  du  dv 

lions  de  Téquation  (E)  : 

Si  Ton  remplace  9  par  x  et  y  successivement,  nou^ 
devrons  avoir 

A(«,  (0|^^  -\-B{u,  r)^  -4-C.6  =  *i(>^-f- *•>((•), 

4^,  et  <ï>o  étant  deux  fonctions  arbitraires. 

Des    expressions  (2)    et   (4^    on   déduit,   pour    les 
premiers  membies  : 

A  sin  (' -T- B  sin  ?/  —  aCcos  cos 


,  Il  -  r 
cos- 


et 


.                    „                                   u  —  \'          u  —  V 
A  cos  (^  -{-  B  cos  II  -T-  ■>  C  sin cos 


cos-  — 


La  manière  la  plus  simple  de  satisfaire  à  la  condition 
demandée  est  de  les  égaler  à  zéro,  ce  qui  donne 

A  siiip -I- B  siiiif  =       G  (cos  M -h  cos r), 

A  COSP+  Bcosi/  =  —  G  (sin  î<  H-  sine), 
d'où 

(7)  — A  =  B  =  Gcot^^-^. 


Pour   monti'er    que    ces  valeurs   conviennent,   nous 


(  3i   ) 
allons  essayer  de  déterminer   A(t/,  v)^  B(f/,  v)  et  C, 
de  manière  qu'on  ait 

du  dv  \      du  ov 

z    satisfaisant    à     l'cquation    aux    dérivées    partielles 
trouvée, 

à'^z  dz        dz 

(8)  siniM  —  V) 


Ou  Ov        du        Ov 

d^z 


Or,    en    effectuant    les   calculs    et    rem|)lacant 


du^  ôv 


et  -T — r-:;  par  leurs  valeurs   déduites  par  différentiation 
au  di>^  '  ^ 

de  (8),  on  trouve 


A 


C 


\     Ou  Oi-         sim  If  —  c)  ou- / 

/_.  _d2_ç I  â''z\ 

\        '  Ou  dv         s\n(u  —  v)    OV^ ) 
d^z         (  Ok        ()B\    d^-z 


Ov  /  Ou 


du  dv        \  Ou         Ov  j  Ou  Ov 
dS.  d-^z        dB  d^z        dz     dX  oz     dB 


dv    du^         Ou    dv-         du  du  dv         dv  du  dv 

Et  pour  que  cette  équation  soit  identique  à  l'équa- 
tion (8),  il  faudra  que  A  et  B  satisfassent  aux  condi- 
tions 


—  A 

o\ 

B                dB 

sin(?<  —  V  ) 

sin(«  —  v)    '    du 

On  déduit 

A  =  -c. 

u  —  i- 
cot  , 

^                        u  ~  V 

B  =  r-,  cot , 

C,  et  C2  étant  des  constantes  que  nous  déterminerons 
de  manière  à  rendre  l'idenlificalion  complète  ;  nous 
retrouvons  ainsi  la  condition  (^). 


(  3ï  ) 

Ainsi,  les    solutions  de   l'équation    (E)   satisfont   à 
l'équation  linéaire  du  premier  ordre, 


(9)  cot 


u  —  v[       dz        âz\  ^  /     ,       ^  /    X 


Les  équations  des  caractéristiques  nous  donnent 

du  dz 

—  col{u  —  a)        — z -h  *i -h  <ï>2 


et 


Supposons  4>2  =  o  et  posons  $,  =  F  +  F". 
L'équation  précédente  peut  s'écrire 

dz 

__^(^_F-F")tang(w-a); 

c'est  une  équation  différentielle  linéaire  qui  s'intègre 
en  posant 


cos(u  —  a) 
c  =—   /  (F-h  F")sin(i<  —  a)«a?w  =  Fcos(M  — a)— F'sin(M  — a). 

On  en  déduit,  pour  la  partie  de  l'intégrale  corres- 
pondante à  <^2(<^)  =  o, 

z  =  F{u)  —  lF'(u). 
Et  l'intégrale  générale  de  (E)  a  bien  la  forme 

(10)  /(a,  p)  =  F(M)-XF'(M)  +  Fi(p)-hXF;(p). 

3.  Les  solutions  de  l'équation  (E)  dépendent  des 
deux  fonctions  arbitraires  F (11)  et  F,((^).  Si  nous 
annulons  la  seconde,  E,  (^)  est  aussi  nul  et  il  reste 
les  surfaces  particulières  représentées  par  les  équa- 
tions (5)  et  (5).  On  peut  les  écrire 

,     ,       ,x  —  acosu        y  —  a  s'\n  u        z  —  aF(u)         , 

(11)        : =  • =  „,    \      =  aK. 

sit\  u  — cas  a  — i*  {li) 


(  33  ) 
Sous  celte  forme,  elles  représentent  les   tangentes  à  la 
courbe  tracée  sur  le  cylindre  et  déterminée  par 

Sx  =i  a  cosu, 
y  =:  as\x\u, 
z  =  a¥{u). 

Nous  avons  donc  des  surfaces  développables  dont  les 
arêtes  de  rebroussement  sont  des  courbes  gauches 
quelconcpies  portées  sur  le  cylindre. 

Nous  pouvons  écrire  les  équations  de  la  surface  géné- 
rale (S)  sous  la  forme 

X  =  —  \  cos  u  -\-  X  sin//.  -h   cos  v  —  X  sint^  |, 

2 

y  =  —  [  sin  u  —  X  cos  a  -h    sin  t^    -f-  X  cos(^], 

(jui  nous  donne  une  représenlation  de  la  surface  à  l'aide 
des  deux  arêtes  de  rebroussement  (R)  et  (R,  ), 

z  —  aF(u)         et         z  =  aVx{v). 

Si  l'on  prend  deux  points  M<  et  M2  se  correspondant 
sur  les  deux  développables,  on  aura 

.1  —  7  y  =:  j  z  =  • 

•2  1  2. 

M,  milieu  de  M,  M2,  décrit  la  surface  (S). 

Remai'fjue.  —  On  aurait  pu  obtenir  Téqualion  (E) 
par  la  méthode  de  M.  Janiet,  qui  consiste  à  introduire 
les  coordonnées  homogènes  (cf.  Nouvelles  Annales^ 
1913,  p.  388). 

Si  l'on  pose 

u       „  V 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XIV.  (Janvier  191 '|.)  3 


(  M  ) 

on  est€ondiiit  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 


(12) 


^"-^^d^-^^.-dp="- 


Si,  pour  revenir  aux  coordonnées  cartésiennes,  nous 

posons 

0  =  (H-ap)/, 

OU  retrouve,   après   le  changement  de  variables  (a,  [îi) 

en  (w,  ('),  l'équation  (E) 

ô'^f         dt       ^dt 

sin  (w  —  P)  — -^  + — . 

du  âv        du        ov 

M.  Jamet  trouve,  comme  intégrale  de  l'équalion  (i:^), 

0  =  2cp(a)-i-([3  —  a)cp'(a) 

+  2cpi({3)  +  (a—  [3)cp',  (^  )-+-«(  a  4-p)H-6. 

Il  serait  intéressant  d'en  déduire  l'intégrale  de  (E), 
z  =3F(a)-tang^i=-^.F'(")4-Fi(t')  +  tang^^^=-^'.F;((0. 


CERTIFICATS  DE  CALCUL  DIFI'EKE^TIEL  ET  INTEGRAL. 


Rennes. 


lipREUVE  THÉORIQUE.  —  1.  Paille  analytique.  —   i"  Intégrer 
l'équation  différentielle 

(I)  sin^— -f- 3  cos/^  =  3  ; 

déterminer  la  solution  de   cette    équation   qui  prend  la 

,3-  T. 

valeur  — -  pour  t  =  —• 
4    ^  •^- 


(  35  ) 

2°  Dans  l'équation  différentielle  (I),  faire  le  change- 
ment de  variable  défini  par  la  relation 

(II)  a7  =  sin2- 

et  montrer  que  l'équation  transfo\niée  {équation  (H)] 
admet  une  solution  de  la  forme 

j^  =  £  -f-  a  1  ^  -h  ao  ar2  -T-  ,  .  .  -h  a„  ^«  -i- .  .  . 

les  coefficients  «i,  a2,  ...,  a^^,  ...  étant  des  constantes. 
Déterminer  ces  coefficients  et  le  rayon  de  convergence  de 
la  série. 

Vérifier  que.,  si  l'on  différentie  l'équation  (II),  on 
obtient  une  équation  du  second  ordre 

d^  "K  d\' 

(III)  <2.r(i  — ^)-^^  ^{')-iox)-^  —  GjK  =  o. 

3"  Dans  l'équation  {\.\\)  faire  successivement  le  chan- 
gement de  fonction  inconnue  et  le  changement  de  variable 
définis  par  les  relations 

y  =  x    -  z, 

X  =   \.  Xx- 

Montrer  que  l'équation  différentielle  ainsi  obtenue 
admet  une  solution  de  la  forme 


n  étant  un  exposant  constant  convenablement  déterminé . 

11.  Partie  géométrique.  —  On  appelle  s  l'arc  d'une 
courbe  (C);  x.,  y,  z  les  coordonnées.,  par  rapport  à  un 
trièdre  trirectangle  donné  Oxyz.,  d'un  point  courant  i\l 
de  la  courbe  (G);  a,  [^,  Y  ^^s  cosinus  directeurs  de  la  tan- 
gente en  M,  dans  le  sens  des  arcs  croissants  ;  a',  [i',  y'» 
a",  [i  ,  y'j  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale 
et  de  la  binormale ;  H  et  T  les  rayons  de  courbure  et  de 

torsion    i  \\   essentiellement  positif,    T  positif  ou    négatif 

,  ,  ,  ,      .         doi."        oc' 

dnine  par  les  relations  — —  =  —  •  ■ 
ds  I 


36  ) 


Si  l'on  a  la  relation  R  =  T  on  a  aussi  les  relations 
suivantes  : 

a  —  a"=A,         Aa-hB[â-+-G7=i, 
^— P"=  B,         Aa"H-Bp"-i-CY"==-i, 
Y  -  y"  =  C, 
A,  B,  G  étant  des  constantes  liées  par  la  relation 
A2-a-B2-i-  G-2=2. 

Déduire  de  là  que  la  courbe  est  une  hélice  tracée  sur 
un  cylindre  dont  les  génératrices  ont  pour  paramètres 
directeurs  A,  B,  G. 

En  choisissant  convenablement  l'axe  Oz,  on  pourra 
supposer 

A=B  =  o,  G  =  ^2, 

I  „       —  I 

Y=  -7^'  Y  --  —/=> 


a'  ==  ^  \/'2,  ^'  =  —  a  y/'_>, 


Y 


o. 


Si  l'on  donne,  outre  R  =  T,  la  relation  R  =  5,  on  achè- 
vera la  déternnination  de  la  courbe  (G)  en  posant 


C0S9 
a  =  f 


s/2  \/'i 

et  l'on  exprimera  successivement  s,  x,  y  et  z  au  moyen  de 
la  variable  cp. 

lîPREUVE  PRATIQUE.  —  Soit  la  courbe 

y  —      2    -h  it\ 
5=— 3    —  6^ 

Varc  de  la  courbe  s'exprime  rationnellement  en  t  par  la 
formule 

r/5  =  6  v/'ï(i  +  ^  +  f^)dt. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'indicatrice 
des   courbures  s'expriment    aussi    rationnellement    en    /, 


(  h  ) 

L'arc  ex  de  cette  indicatrice  s'obtient  par  la  formule 

dt 


dn 


-^  ^  +  ^2 


Calculer  les  cosinus  directeurs  a,  ^,  ^  de  la  tangente, 
les  cosinus  directeurs  a',  ^',  v'  de  la  normale  principale^ 
le  rayon  de  courbure. 

Vérifier  la  relation 

a  H-  p  _  Y  =  y/7. 

(Novembre   igir.) 

Épreuve  théorique.  —  Partie  analytique.  —  On  donne  le 
système  d'équations  différentielles 

—  —  ykcos^  =fif), 

dy 

-f-  H-  X(:r  COS0  — ^sin6;  =  o, 
dt 

dz  ,    ■    a 

—, — 1-  r  A  sinti  =  o, 

dt       -^ 

où  k  et  fi  désignent  des  constantes  et  f{t)  une  fonction 
connue  de  t. 

i"  On  suppose  d'abord  f{  t)  ^  o. 

Le  système  admet  une  solution  pour  laquelle  la  fonc- 
tion y  est  identiquement  nulle  :  quelle  est  cette  solution? 

Trouver  les  trois  solutions  des  équations  sans  second 
membre  telles  que.,  pour  t  =  o,  on  ait  : 

Ti—-o,  y\— — '•         ^1  =  o  (i'*  solution), 

a?2=cosO.         y^=o,  z.j  —  —  sinO         ( 'i'  solution  ), 

a?3=siuO.         y:i—o.  5,{=cosO  (3'  solution). 

/"  On  suppose  que  f{t)  n'est  pas   identiquement   nulle. 
Indiquer  les  quadratures  à  effectuer  pour  obtenir  une 
solution  particulière  du  système  donné. 
Effectuer  les  calculs  en  supposant  : 

(a)  f(t)  = («constant). 

(p)  f(^t)  =  —ae''^        (rt  et  /«  constants). 


(  38  ) 

Partie  géométrique.  —  On  donne,  en  axes  rectangulaires, 
V expression  des  coordonnées  x,  y^  z  d'un  point  quel- 
conque M  d'une  courbe  G  eii  fonction  de  l'arc  s  de  cette 
courbe  ;  MT  est  la  tangente  dans  le  sens  des  arcs  s  croissants, 
MN  la  normale  principale  orientée  de  M  vers  le  centre  de 
courbure,  MB  la  binormale  orientée,  de  sorte  que  le 
trièdre  MTNB  ait  même  disposition  que  le  trièdrc  de  coor- 
données Oxyz. 

Bans  le  plan  normal  en  M  à  la  courbe  G  on  mène  une 
parallèle  à  la  binormale,  définie  par  la  valeur  l  du 
segment  Mm,  m  désignant  le  point  où  elle  perce  MN.  On 
suppose  que  l  est  une  fonction  connue  de  s,  de  sorte  que 
cette  parallèle  engendre  une  surface  réglée  S.  On  définit 
un  point  P  de  la  génératrice  par  le  segment  mV  =  u. 

i"  Equation  pnr  rapport  aux  axes  Oxyz  du  plan  tan- 
gent à  2  e/i  P. 

2"  //  suffira  de  supposer  que  le  trièdre  Oxyz  coïncide 


^^f  p 

/X. 

avec  le  trièdre  de  Serret  relatif  au  point  particulier  M 
pour  déduire  de  ce  qui  précède  l'équation  du  même  plan 
tangent  par  rapport  au  trièdre  MTNB,  qui  est 


«)X-(,4)(Y-O  =  o. 


K   et   T  désignant   le   rayon   de  courbure  et  le  rayon  de 

dl 


torsion,  l'  étant  la  dérivée  de  L 


ds 


3"  Quelle  fonction  de  s  faut-il  prendre  pour  l,  pour  que 
la  surface  ï  soit  développable  ? 


(  39  ) 

Plan    tangent    à    la    surface    développable,    arête    de 
rebroussement  de  cette  surface. 

Épreuve  puatique.  —  i"  Intégrer  Véquation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre 

px                   a  Y 
(i)  — 1 ^^ =  o. 

'  ■>.(  x'^y^)        X-—  'iy^ 

Vérifier,  par   un    calcul   direct,    que    Véquation   (i)    et 
Véquation 

i'i)  px-\-qy  =  z 

admettent  comme  solution  commune 

(^2^_    ^,2)2 


(3 


^2^ 


.  2"  On  considère  la  surface  (S)  qui.,  rapportée  à  trois  axes 
rectangulaires.,  est  représentée  par  Véquation  (3)  et  le 
solide  (2)  limité  par  la  surface  (S)  et  par  les  plans 

5  =  0,  Z  =  C  (C  >  o). 

Calculer  : 

L'aire  de  la  section  de  (E)  par  le  plan  s  ==  ^i  ; 
Le  volume  de  S  ; 

Le  moment   d'inertie.,  par  rapport  à  Oz,  du  solide  (Z 
supposé  homogène.  (Juin  1912.) 

Épreuve  théorique.  —  I.  Partie  analytique.  —  i"  Intégrer 
l'équation  différentielle  de  Lagrange 


(i)  x^  py  =  as/p''--^\, 

, ,   .  dy 

ou.  a  désigne  une  constante  ei  p  =^  -j— • 

'         dx 

Exprimer  les  coordonnées  x  et  y  d  un  point  variable 
d'une  courbe  intégrale  cfuelconque  (7)  en  fonction  de 
l'angle  ol,  tel  que  tanga  =  />. 

1"  Former  Véquation  différentielle  (2)  des  trajectoires 
orthogonales  des  courbes  (y).  Intégrer  celte  équation  (  >.) 
et  trouver  son  intégrale  singulière. 

3"  L'équation  différentielle   (1)  peut  se    mettre   sous  la 


(  4o) 

forme 


dr  =  a  ds. 


ds  étant  un  arc  infiniment  petit  d'une  courbe  (y)  et  r  le 
rayon  vecteur  de  Vorigine  de  Varc  ds. 

Vérifier  que,  si  l'on  fait  tourner  une  courbe  (y)  dans  le 


plan  {xOy)  autour  du  point  ()  on  obtient  une   nouvelle 
courbe  intégrale. 

4"  Former  l'équation  différentielle  des  courbes  (y)  en 
coordonnées  polaires  et  intégrer  cette  équation  en  prenant 


pour  variable  l'angle  V  tel  que  cosV  =  —  • 

II.  Partie  géométrique.  —  Sur  une  courbe  plane  (G)  on 
fixe  un  sens  positif  arbitraiie  pour  les  arcs  croissants  et 
l'on  appelle  a  l'angle  de  la  direction  positive  Or  avec  la 
tangente  menée  dans  le  sens  des  arcs  s  croissants. 

On  prend  pour  expression  algébrique  du  rayon  de 
courbure  le  nombre  ^  o, 

^=da^ 

pour  expression  algébrique  de  la  distance  de  l  origine  à 
la  tangente,  le  nombre  ^  o, 

p  =  X  smy.  =  y  cosa. 

i"  Oîi  vérifie  immédiate  me  nt  que 

(x  cosa  -1-  y  sina)  d<x  =  d{x  sina  —  y  cosa  ). 


(  4l  ) 

En  déduire  la  formule 

R  =  —, 
dp 

en  posant 

r2  —  x-^  y-. 

1"  On  sait  que  l'aire  élémentaire  OMM'  comprise  entre 
le  rayon  vecteur  OM,  l'arc  MM'  et  OM'  a  pour  valeur 

dk  ■=  -ix  dy  —y  dx ). 

Sur  chaque  tangente  on  porle^  dans  le  sens  positif,  une 
longueur  constante  a  :  soit  [x  le  point  correspondant  à  M  ; 
\x  décrit  une  courbe  (y)  et  a  pour  coordonnées  ^.  r,. 

Vérifier  que  l'élément  d'aire  d%^  analogue  à  d\,  relatif 
à  la  courbe  (y),  a  pour  expression 

d\^  =  dk    ;-  -  dp  -r doL. 

•>.  '>. 

3°  On  suppose  la  courbe  (G)  ovale  et  fermée;  il  en  est  de 
même  de  i-()\  l'aire  comprise  entre  (G)  et  (y)  a  pour 
valeur  rca^. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  un  arc  de  courbe  Al> 
de  longueur  (S  )  ne  présentant  pas  d'inflexion.  Sur  chaque 
normale  on  porte,  du  côté  opposé  à  la  développée,  une 
longueur  constante  L.  On  définit  ainsi  un  quadrilatère 
curviligne  ABA'B'. 

Un  point  quelconque  M   de  cette  aire  peut   être    défini 


M 


par  la  longueur  s  de  l'arc  \ni  et  la  distance  M.  m  —  L 
m  désignant  le  pied  de  la  normale  abaissée  de  M  sur 
l'arc  AH. 


(    42     ) 

Les  courbes  5  =  coiisl.,  /  =  const,  forment  un  réseau 
orthogonal. 

\°  Evaluer  la  longueur  de  la  courbe  l  ~  const.  ;  vérifier 
qu'elle  est  égale  à  S  +  /V,  V  désignant  V angle  des  nor- 
males extrêmes. 

•i"  Evaluer  l'aire  du  rectangle  infiniment  petit  compris 
entre  les  courbes  {l),  (l-\-dl),  s,(s  -h  ds)-  l'aire  infiniment 
petite  comprise  entre  la  courbe  (l)  et  la  courbe  {l -{-  dl); 
l'aire  infiniment  petite  comprise  entre  la  courbe  (s)  et  la 
courbe  (s  -h  ds). 

3"  Aif^e  du  quadrilatère  ABA'B'. 

Vérifier  les  formules  obtenues  en  supposant  que  l'arc  AB 
est  un  arc  de  circonférence.  (Novembre  1912.) 

Epreuve  théorique.—  i"  Trouver  une  solution  du  système 
d'équations  différentielles 

l      j  j         X  dx  -^  Y  dy       ,    ^ 

\xdy  —  y  dx  = .  ■'    "^  =  {x^  -;- y"-)  dt 

i.^)    \  '^  y         J   J         (A  constant), 

'  dz  =  Âz  dt 

telle  que,  pour  t  =  o,  on  ait 


Les  formules  ainsi  obtenues  définissent  une  courbe  (G). 
Les  axes  étant  rectangulaires.,  calculer.,  en  fonction  du 
paramètre  ?,  Varc  s  de  la  courbe  (C);  les  cosinus  direc- 
teurs aj,  a2,  a.3  de  la  tangente',  les  dérivées  — r^,  —t^>  —A: 

ds       ds       ds  ' 

le  rayon  de  courbure.,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
principale,  l'angle  de  la  binormale  avec  0^,  le  rayon  de 
torsion  pour  un  point  variable  de  (G). 

■>o  On  donne  le  système  d'équations  différentielles 


d% 
'd-s~"'^  =  '' 

(■>.)  s~-  +  m  a  H-  /iy  =  o         (m  et  n  constants). 

ds  ' 


(  43  ) 

Formel'  V équation  différentielle  qui  définit  ^  en  fonc- 
tion de  s.  Faire  dans  cette  équation  le  changement  de 
variable 

ds  =  ks  dt  (  -^  =  m2 -t-  / 

Trouver  les  intégrales  [it,  fis,  [^3  de  l'équation  différen- 
tielle ainsi  obtenue,  telles  que^  pour  ^  =  o,  on  ait 


13,  =  o. 

p.=  i. 

^3=0 

dt 

dt 

dt 

Calculer  les  fonctions  «i,  aj,  «3  <ie  /,  <7ï*i  correspondent 
à  ces  intégrales  3,.  ^2»  ^3,  et  qui,  pour  ?  =  o,  prennent  les 
valeurs 


ai  =  mk.         3^2  =  o,         as  =  \/i  —  m'^k^. 
Calculer  x,  y,  z  en  fonction  de  t  par  les  formules 

X  =  I  txi  ds,         y  =  I  <X2  ds^  ^  ~  /  ^'-^  ^^^ 

Les  formules  ainsi  obtenues  définissent  une  courbe  (C). 
Vérifier  que  le  système  donné  (i)  représente  les  formules 
de  Serret  et  Frenet  pour  la  courbe  (C). 

Épreuve  pratique.  —  Etant  donnés  trois  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oy,  Oz,  on  considère  la  surface  (S)  définie 
par  les  formules 

i  X  =  a  cosO  /cosaO, 

(S) 

i  y  =  a 
c 


y  =  a-sinO  ^00826, 


où  a  et  c  désignent  des  constantes,  et  ^  un  paramètre  qui 

rarie  de  —      a  -\-  -* 
4  '\ 

i"  Montrer  que  le  lieu  des  points  de  (S) pour  lesquels  0  a 
une  valeur  constante  est  une  droite,  que  la  surface  (S)  est 
un  conoïde  d'axe  Ox  et  rjue  la  section  de  (S)  par  le 
plan  z  =  c  est  une  lemniscate . 

g»"  Calculer    l'aire     A    de    la    section    de    (S)    par    un 


(  u  ) 

plan  z  =  const.  ei  l'aire  A,  de  la  section  de  (S)  par  un 
plan  X  =  const. 

3°  Soit  {T)  le  solide  homogène  limité  par  la  surface  (S) 


cî^ 


et  par  les  plans  -5=0,  3  =  c.  Calculer  le  moment  d'inertie 

de{T)  : 


(ol)  par  rapport  au  plan  xOy. 
{^)  par  rapport  au  plan  y  O  z: 
(y)  par  /apport  à  l'axe  Oy. 


(Juin  1913.  ) 


Toulouse. 


Épreuve  théorique.  —  f.   1"  En  faisant   usage  du  déve- 
loppement en   série    de   cot suivant    les  puissances 

de  e'^i  calculer  l' intégrale  définie 


/      ^ 

/A 


X  —  a    , 
cot dx 


où  l'on  a 


c?  =  a  -f-  /  ^ . 
a"  Montrer  qu'on  peut  calculer  l'intégrale  définie 

'        y{{sinx,  çosxjx  dx. 
0 

oii  R  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque. 


(  45  ) 

II.    i"  L'équation  aux  dérivées  partielles 
(0  ^-.-/(a,  3)=o, 

où  l'on  a  posé 

y.=:px-^qy,  ^=py  —  qx, 

a  toujours  des  solutions  communes  avec  une  équation 

(2)  F  (  —  ^  ^:  y)  =  const. 

dont  le  premier  membre  est  une  fraction  du  premier  degré 

en  —  ;  déterminer  ces  solutions  communes  en  formant,  puis 

intégrant   l'équation  (2).   En  conclure  l'intégrale  géné- 
rale de  (i). 

2"  Condition  que  doit  remplir  la  fonction  /(a,  ^)  pour 
que  les  caractéristiques  de  (i)  soient  lignes  asymptotiques 
sur  les  surfaces  intégrales.  Exemples  simples. 

(Novembre  1909.) 

Épreuve  théoriquk.  —  I.  On  considère  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

(I)  P'  +  q'-  =  f'{o^.y)^ 

a.  Quelles  sont  sur  chaque  surface  intégrale  :  1°  les 
courbes  trajectoires  orthogonales  des  caractéristiques  ; 
2°  les  courbes  conjuguées  des  caractéristiques. 

Dans  quels  cas  ces  deux  systèmes  de  courbes  coïn- 
cident-ils ? 

(Interpréter  géométriquement  la  condition  trouvée.) 

b.  Intégrer  l'équation  dans  le  cas  où  l'on  a 

f{-r.y)  = 


x^^  y'' 


c.   Indiquer  comment  il  faudrait   choisir  f{x,  y)  pour 
qu'il  existe  une  équation 

(•?.)  a{x,  y)p  -h  b(x^  y)q  =  consl. 

linéaire  en  p  et  q  et  possédant  en  commun  avec  l'équation 


(  46  ) 

donnée    (i)    une    solution    z    dépendant    d'une    nouvelle 
constante. 

n.  Quelles  sont  les  diverses  déterminations  de  V intégrale 


f f[i 

Jq     (z  —  a)\/ 


)s/i-z-^ 

quand  on  ne  précise  pas  le  chemin  qui  conduit  du  point  o 
au  point  z  dans  le  plan  complexe  ? 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  par  la  théorie  des  résidus 
l'intégrale  définie 


f 


{at-\-  b)dt 


où  a  et  h  sont  deux  paramètres  réels  arbitraires. 

Retrouver  le  résultat  par  l'emploi  de  l'intégrale 
indéfinie  {décomposition  en  fractions  simples). 

(Juillet  1910.) 

Épreuve  théorique.  —  1.  On  considère  les  surfaces  S 
dont  l'équation  en  coordonnées  cartésiennes  rectangu- 
laires est 


.™<p(Z)  = 


const, 


ni  désignant  un  entier  positif  et  cp  une  fonction  arbitraire  : 

1°  Déterminer,  autant  qu'on  le  peut  en  laissant  cp  arbi- 
traire, leurs  trajectoires  orthogonales. 

■>°  Peut-on  grouper  une  simple  infinité  de  ces  courbes  de 
manière  à  engendrer  des  cônes  ayant  pour  sommet 
l'origine  des  coordonnées  ?  Trouver  ces  cônes. 

3**  Comment  se  déterminent  les  lignes  asymptotiques  des 
surfaces  S. 

II.  L'angle  solide  sous  lequel  on  voit  d'un  point  P  de 
coordonnées  (a,  6,  c)  une  portion  de  surface  S,  entièrement 
limitée  par  une  courbe  F,  ne  dépend  que  de  la  courbe. 
On  demande  de  l'exprimer  par  une  intégrale  curviligne 
étendue  à  cette  courbe  F.  (Novembre  1910.) 


(  47  ) 

ÉpREL'VE  THÉORIQUE.  —  Soient 

X  =  <7  Z  H-  a , 
y  =6Z  -i-p. 

les  équations  d'une  droite  en  coordonnées  cartésiennes 
rectangulaires. 

i"*  Montrer  quHl  existe  pour  tous  les  complexes 

(,)  ^  =  ^J\o,  b)-^g{a,  6). 

quelles  que  soient  les  fonctions  arbitraires  f  et  g,  des 
surfaces  développables  dont  les  normales  appartiennent 
au  complexe. 

2°  Comment  pourrait-on  déterminer  ces  surfaces  déve- 
loppables ? 

3"  Trouver  les  suif  aces  développables  dont  les  normales 
appartiennent  au  complexe 

«  [i  —  è  a  -f- 1 

(2)  -~==^===  =  coiist. 

v/i  -\-  a'^-H  b- 

4"  Trouver  toutes  les  surfaces  (S)  dont  les  normales 
appartiennent  au  complexe  précédent. 

[O/i  transformera^  à  défaut  d'autre  métliode^  l'équation 
aux  dérivées  partielles  des  surfaces  (S)  en  introduisant 
au  lieu  des  coordonnées  cartésiennes  (a?,  jk)  les  coordonnées 
polaires  (p,  to).] 

5'*  Montrer  que  ces  surfaces  {'ë»)  sont  égales  auv  surfaces 
qui  leur  sont  parallèles. 

Que  peut-on  en  conclure  relativement  à  leurs  lignes  de 
courbure?  (Novembre  191 1.) 

Epreuve  théorique.  —  f.  On  considère  la  famille  de 
surfaces  représentée  en  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
gulaires par  l'équation 


:.,■».  =  «o(Z) 


où  cp  est  une  fonction  donnée  et  a  une  constante  arbitraire  : 
1°  Montrer  que  les  lignes  asymptotiques  de  ces  surf  aces 
peuvent  s'obtenir  par  une  quadrature. 


(  48) 

■1°  Montrer  que  les  trajectoires  orthogonales  de  ces 
surfaces  s'obtiennent  aussi  par  une  quadrature.  {On 
établira  d'abord  que  ces  trajectoires  sont  placées  sur  des 
surfaces  de  révolution  autour  de  Oz.) 

3°  Déterminer  la  fonction  cp  de  manière  que  z  satis- 
fasse à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

et  intégrer  cette  équation. 

II.  Exposer  sommairement  quelles  sont  les  diverses 
déterminations  de  l'intégrale 


I 


A 


dz 


suivant  le  chemin  adopté  pour  aller ^  dans  le  plan  com- 
plexe, du  point  Zq  au  point  z. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  la  surface  de  révo- 
lution représentée  par  les  équations 

^=:pcosto,         jK  =  p  sinw,  z  =  f{p)^ 

où  X,  y,  z  sont  les^oordonnées  d'un  point  M  de  la  surface. 

Quelles  courbes  G  doit  décrire  le  point  M  pour  que  l'arc 
décrit  par  sa  projection  m  sur  le  plan  xOy  soit  égal 
à  a  dixi. 

Former  explicitement  les  deux  expressions  dont  la  qua- 
drature donnerait  : 

i'^  Les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  G,  sur  la 
surface  de  révolution; 

•2°  L'arc  de  l'une  de  ces  trajectoires,  compté  à  partir  du 
point  où  elle  rencontre  xOy. 

Exécuter  ces  quadratures  dans  l'hypothèse 

32-h  p2=  a2. 

(.luillet  1912.) 
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SIR  D^E  (iÉXÉRALISATION  DE  LV  DÉFIMTIO^  DE  LhlITE 
ET  DU  CItITERIllM  DE  BOLZANO  CAICHY  (M; 

Par   m.  DiMITRY  KRYJANOWSKY. 


Les  limites  emplojées  dans  l'Analyse  infinitésimale 
peuvent  être  réparties  en  deux  catégories  :  d'une  part, 
nous  avons  les  limites  des  fonctions  d'un  nombre  fini 
<le  variables;  d'autre  pari,  les  limites  des  expiessions 
telles  que 

qui  servent  à  la  définition  des  intégrales  définies  sim- 
ples, doubles,  etc.  Les  définitions  de  ces  deux  espèces 
de  limites,  si  rapprochées  qu'elles  soient,  ne  sont  pas 
identiques.  Cela  présente  cet  inconvénient  que  les 
théorèmes  démontrés  pour  la  première  catégorie  de 
limites  ne  sont  pas  eo  ipso  démontrés  pour  la  seconde 
catégorie.  Comme  exemple  très  important,  on  peut 
citer  la  règle  fondamentale  de  convergence,  autrement 
nommée  le  critère  d existence  de  Bolzano-Càuchy 
(ou  bien  encore  principe  général  de  convergence) 
qui  s'énonce  de  la  façon  suivante  pour  les  ("onctions 
iïune  variable  : 

Soïlf{x)  une  fonction  quelconque  définie  pour  tous 
les  nombres  x  d'un  ensemble  E  qui  possède  un  point 
d'accumulation  a.  Pour  que  cette  fonction  tende  vers 


(')  Le  contenu  de  cet  article  a  été  l'objet  d'une  communication 
faite  par  l'auteur  dans  la  séance  de  la  Société  luathérnalique  de 
Oottingue,  le  20  juin  191 1. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XIV.  (Février  1914.)  4 
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une  limite  déterminée  quand  la  variable  x^  prenant  des 
valeurs  de  E,  tend  elle-même  vers  a,  il  faut  el  il  suffit 
qu'à  tout  nombre  positif  e,  corresponde  un  nombre  S 
positif  tel  qu'on  ait 

toutes  les  fois  que  les  nombres  x\  x\  empruntés  à 
l'ensemble  E,  satisfont  aux  conditions  suivantes  : 

o<i\x  —  a  I  <  0,         o  <  I  a?"  —  a  j  <  8. 

Un  critérium  analogue  peut  être  établi  pour  la 
deuxième  catégorie  des  limites,  mais  cela  exige  une 
démonstration  spéciale. 

Pour  éviter  cette  incommodité  (de  démontrer  deux 
fois  la  même  chose),  j'ai  cherché  à  généraliser  la  défi- 
nition de  limite  de  telle  façon  qu'elle  embrasse  les 
définitions  employées  en  Analyse  comme  cas  pai  ticu- 
liers.  Cela  auiait  cette  importance  que  chaque  |)ropo- 
sition  démontrée  pour  la  notion  de  limite  généralisée 
serait  par  là  même  établie  pour  tous  les  cas  particuliers. 
Pour  donner  un  exemple,  je  démontre  dans  ce  qui  suit, 
la  validité  de  la  règle  de  Cauchy-Bolzano  pour  les 
limites  généralisées.  Puis,  je  cite  un  exemjde  où  cette 
règle  s'applique  aux  limites  de  la  deuxième  catégorie. 

1.  Définition  de  limite  généralisée.  —  Soit  Eq  un 
ensemble  quelconque  de  nombres  (réels  ou  com- 
plexes). Supposons  que  nous  pouvons,  à  tout  nombre 
positif  ô,  faire  correspondre  d'une  façon  univoque  un 
ensemble  tel  E(o)  faisant  partie  de  Eq,  que  l'ensemble 
E(8,)  contienne  tous  les  éléments  de  l'ensemble  E(82) 
chaque  fois  que  Si^So.  Donc  à  un  nombre  plus  petit 
correspond  un  ensemble  qui  fait  partie  de  l'ensemble 
correspondant  à  un  nombre  plus  grand.  A  Tensemble 


(  5.  ) 
E(o,)  nous  donnons  le  nom  de  «  ensemble  conjugué 
avec  la  valeur  paramélrique  Ô^  ».  Quant  aux  éléments 
de  E(ô,),  nous  les  appelons  a  éléments  conjugués  avec 
la  valeur  paramétrique  S|  »  et  les  désignons  par  les 
symboles  e(o,)  ou  encore  par  ^/(o<). 

En  adoptant  ces  notations,  nous  pouvons  énoncer  la 
définition  suivante  : 

Définition  de   limite.  —  «  Un  nombre  A  est  limite 

des  éléments  e(o)  quand  le  paramètre  o  tend  vers  zéro, 

symboliquement 

A  =  lim  e(3), 
S=o 

si  à  lout  nombre  positif  s  correspond  une  valeur  para- 
métrique Oo  lelle  qu'on  ait 

|e(5o)-A|<£ 

pour  chaque   élément  <?(oo)   conjugué   avec  celle    va- 
leur ôo-  » 

2.  Exemples.  —  Quand  il  est  donné  un  ensemble  de 
nombres  Eo,  la  séparation  paramélrique  des  ensembles 
partiels  E(S)  telle  qu'elle  est  décrite  au  paragraphe  1, 
est  un  problème  indétei miné.  C'est  le  but  spécial  que 
l'on  poursuit  qui  détermine  le  choix  entie  les  solutions 
possibles. 

Dans  ce  qui  suit,  on  verra  comment  il  faut  faire  ce 
choix  pour  obtenir  les  définitions  ordinaires  de  limite 
comme  cas  particuliers  de  la  définition  générale  du 
paragra|)he  1. 

i""  Limite  d^ une  suite.  —  Soit  (/<<,  ^2,  ;/3,.  .  .) 
une  suite  indéfinie  de  nombres.  Désignant  par  E©  l'en- 
semble de  tous  les  éléments  de  cette  suite,  faisons 
correspondre    à     toute    valeur    paramétrique   o(>o) 
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Tensemble  partiel  E(o)  formé  par  tous  les  éléments  u,i 
de  cette  suite  qui  ont  l'indice  n^  ^' 

Soit  8,  >»  80  ou  —  <C  — •    Un  indice    n   qui   est>>  — 

"0102  ^  02 

sera  par  force  >  ^  ;  donc  tout  élément  u,i  de  l'ensemble 

E(S2)  appartiendra  nécessairement  à  l'ensemble  £(8^). 

Ainsi,  la  correspondance  paramétrique  cherchée  est 
établie  et  nous  pouvons  appliquer  la  définition  de 
limite  généralisée. 

En  remarquant  que  ^(S)  désigne  un  terme  quel- 
conque Un  de  la  suite  avec  un  indice  n^-z-,  nous 
dirons  : 

lim  e(8)   existe    et  est  égale  à  A  si  à  tout  nombre 

6  =  0 

e^o    correspond    un   nombre    Oo>o    tel    qu'on    ait 
\an  —  A|  <<  £  pour  tout  indice  /i  >>  ^» 
Or,  c'est  la  définition  usuelle  de  lim  ^^,^. 

2®  Limite  de  fonction  d''  une  variable.  —  Soit/(^) 
une  fonction  définie  pour  toute  valeur  d'un  ensemble  D 
ayant  a  pour  point  d'accumulation. 

Soit  Eq  l'ensemble  de  toutes  ces  valeurs  de  /(^)  et 
E(8)  l'ensemble  de  celles  d'entre  elles  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  j;  de  D  satisfaisant  à  l'inégalité 

o  <  I  a?  —  a  I  <  6. 

On  voit  que  E(8i  )  contient  E(82),  dès  que  o,  >►  Ô2. 
Selon  notre  définition,  l'égalité 

A  =  lim  e(ô) 
ô  =  o 

signifie  qu'à  tout  e  >  o  correspond  un  Oo>o  tel  qu'on 

ait 

|e(So)-A|<e, 
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OU  bien  qu'on  ait 

|/(^)-AI<£, 
toutes  les  fois  que 

o  <i\x  —  a\  <  Ôq. 

Or,  c'est  la  définition  donnée  en  analyse  à  l'égalité  : 
A  =  Umf{x). 

3°  Limite  d'une  fonction  de  plusieiws  varia- 
bles. —  Soit/(:r,  j)',  z)  une  fonction  définie  pour  tout 
système  de  valeurs  de  x^  r,  ^  prises,  respectivement, 
dans  les  ensembles  D,,  D2,  D3  tels  que  D,  a  le  point 
d'accumulation  a,  D^  a  le  point  d'accumulation  b  et 
D3  contient  des  nombres  plus  grands  que  tout  nombre 
positif  donné  N.  Désignons  par  Eo  l'ensemble  de  toutes 
ces  valeurs  de  /(^,JK)  z)  et  par  E(o)  l'ensemble  de 
celles  d'entre  elles  qui  correspondent  aux  nombres 
^,  y,  z  satisfaisant  aux  inégalités 

|:r-a|<8.  \y  —  b\<l,         z>|. 

Si  8'  >>  0  on  aura  a  fortiori 

l^-a|<o',  \y-b\<l\         '^>f> 

donc  E(S')  contient  tous  les  éléments  de  E(o)  si  8'  est 
plus  grand  que  0. 

Notre  définition  fait  correspondre  la  notation 

lim  e(6)  =  A 

avec  ce  fait  qu'à  tout  £>o   correspond  un  8>>o  tel 

qu'on  ait 

|^(o)-A|<s, 

c'est-à-dire  qu'on  ait 

|/(x,j,^)-A|<e 
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chaque  fois  que 

Mais  clans  ces  mêmes  conditions,  on  dit  que 

•'m  /(^,r,  ^)  =  ^- 

y=b 


4°  Limite  de  la  somme  llf(çi)Ai.  —  Soity(^)  une 
fonction  définie  dans  l'intervalle  ab  (a  <<  b).  Divisons 
cet  intervalle  en  n  parties  par  des  nombres  croissants 
Xi,   J?27   -^35   •••,  -^//-i    lui  appartenant,   et  formons  la 

somme   ^/(i/)A/,   désignant  par  A/  la  longueur  de 

/  =  1 
l'intervalle  partiel    Xi_iXi  [X(,^a^  x,i^  b)  et  par   ;/ 
un  nombre  quelconque  lui  appartenant. 

On  dit  que  cette  somme  tend  vers  une  limite  déter- 
minée   J   quand    tous   les    intervalles  A/  tendent    vers 

zéro  : 

limS/(^/)A,  =  J, 

A.=  o 

si  à  tout  £  >o  correspond  un  6  >>o  tel  qjie,  pour  choix 
arbitraire  du  nombre  n  —  i  des  points  de  division,  de 
ces  points  ^,,  x^^  x^^  ...,  ^„_,  mêmes  et  des  points 
^1,  ^27  •••^  \n  dans  les  intervalles  correspondants,  on 
ait  toujours 

|J-E/(^,)A,|<£, 

à  la  seule  condilion  que  tous  les  intervalles  A/  soient 
moindres  que  o. 

C'est     la     définition     riemanienne     de    l'intésrrale 


'O' 


définie    /    f{x)dx  dans  sa  forme  rigoureuse  (M- 


(')  Tandis  que  tous   les  Traités  modernes  d'Analyse  donnent  la 
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Voyons  niaintenanl  comment  il  faut  établir  la  cor- 
respondance paramétrique  des  parties  de  l'ensemble 
dessomuies  S/(ç/)  A/  pour  que  la  définition  généralisée 
de  limite  nous  conduise  à  la  définition  précédente. 

Soit  Eq  l'ensemble  de  toutes  les  sommes  2/(;/)Ai 
qui  correspondent  à  un  choix  tout  à  fait  arbitraire  des 
intervalles  A/  constituant  l'intervalle  ab  et  des  nom- 
bres H/  appartenant  à  ces  intervalles.  A  une  valeur 
paramétrique  0  (>o),  conjuguons  l'ensemble  E(S)  de 
celles  de  ces  sommes  chez  lesquelles  tous  les  inter- 
valles A/  sont  moindres  que  ô. 

Si  o,;>8.2,  clia(pie  somme  ^(oo)  a   tous   les   A,   plus 

petits  que  Ô2;  donc  A/<o,,  si   bien  que  cette    somme 

fera  partie  de  E(o,)  aussi. 

Par  définition  (§  1)  pour  qu'il  existe   lim    e{o)  =  A, 

0  =  0 
c'est-à-dire    lim  5/(Çi)A/=  A,  il   faut  et  il  suffit  qu'à 

A,  —  0 
tout  £  >o  coirespondc  un  So><^  t^l  qu'on  ait 

|e(ôo)-A|<£, 

ou  bien  (ju'ou  ait 

|S/(,f,-)A/-A|<£ 

aussitôt  que  tous  les  A/  sont  <<  Oq. 

Mais  c'est  la  définition  usuelle  inenlionnée  plus  liaul 

de 

limS/(^,)A/. 
A,  =  0 

Nous  voyons  donc  que  les  définitions  usuelles  (')  des 

définition  rigoureuse  de  Iim/(.r)  (définition   e,   6),  j'ai  trouvé   la 

définition  précédente  de  limS/(Ç.)A-  seulement  chez  O.  Sroi.z 
{Grundzuge,  etc.);  les  autres  auteurs  se  contentent  toujours  en- 
core de  la  définition  verbale  vieillie. 

(*)  Nous  pourrions  augmenter  le  nombre  des  exemples,  mais  cela 
serait  inutile. 
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différentes  espèces  de  limiles  sont  en  effet  contenues 
dans  la  définition  du  paragra|)he  1.  Il  ne  faut  qu'établir 
chaque  fois  une  correspondance  paramétrique  conve- 
nable entre  les  quantités  dont  on  définit  la  limite  elles 
valeurs  du  paramètre  positif  8. 

3.  Critère  d'existence  Gauchy-Bolzano.  —  «  Pour 
qu'il   existe  lim  e(8),  il  faut  et  il  suffit  qu'à    tout 

0  =  0 

nombre  positif  £  corresponde  une  valeur  paramé- 
trique Oo>»o  telle  que  pour  deux  éléments  quelconques 
^\  (^o)i  ^2(00)  de  l'ensemble  E(oo),  on  ait  toujours 

I  e,(So)  — e2(oo)|  <e.  » 

Démonstration.  —  Ce  critère  se  démontre  de  la 
même  manière  que  le  critère  de  Cauchj  ordinaire 
comme  on  s'assurera  tout  de  suite. 

1°  La  condition  est  nécessaire.  —  Si  la  limite  en 
question  existe  et  est  égale  à  A,  on  peut,  élant  donné 

le  nombie  -  >o,  trouver  une  valeur  paramétrique  Oq 

telle  qu'on  ait 

I  A^ei(oo)|  <  ^,  |A  — e2(ôo)|<^> 

où  e,(5o)  et  ^2(^0)  sont  deux  éléments  quelconques  de 
l'ensemble  E($o)  conjugué  avec  la  valeur  trouvée  Oq. 
Ces  deux  inégalités  donnent 

I  e,(8o)  — ^2(00)1  <  £. 

2"  La  condition  est  suffisante.  —  Soit  (s, ,  £2,  £3,  •  •  •) 
une  suite  indéfinie  quelconque  de  nombres  décrois- 
sants^ convergente  vers  zéro  : 

e,  >  £2>  e3>...,  lim£„=o. 
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A  ces  nombres,  oii  peut  faire  correspondre,  par  sup- 
position, des  nombres  positifs  5, ,  827  837  ••  m  ^^'^  qu'on 
ait 

(A)  \ei(Q/,)  —  e,.(ùk)\<Ek        (A-  =  i,2,  ...), 

^^(Ôa)  et  e.2(à/()  étant  deux  éléments  quelconques  de 
l'ensemble  E((^a). 

Si  les  nombres  3^  ne  vérifient  pas  les  inégalités 

81  >  Ô2>  03>..  ., 

nous  pouvons  les  remplacer  parles  nombres  S'/f^S^  tels 
qu'on  aura 

o'i  >  5 2  >  83  >  •  •  •  » 

parce  que  l'ensemble  E(o/.  )  est  contenu  dans  l'en- 
semble E(ôa).  Dans  la  suite,  j'écrirai  S,,  S^j  •••)  sans 
accents,  en  supposant  qu'on  ait 

0,  >  02>  03> 

Soit  a,  un  des  éléments  de  l'ensemble  E(8,).  Ea 
première  des  inégalités  (A)  montre  que  prenant  pour 
e^  (ô,)  cet  élément  a, ,  on  aura 

Ia,-e2(ôi)|<e,; 

donc  tous  les  éléments  de  E  (o,)  se  trouvent  à  l'inté- 
rieur du  cercle  R|  décrit  autour  du  point  a,  comme 
centre  avec  le  rayon  s,. 

Soit  a2  un  des  éléments  de  E(82)  distinct  de  a,.  En 
vertu  de  (A)  (pour  k  =  i)^  nous  pouvons  écrire 

h2-  62(52)  !<£:>. 

En  continuant  ainsi,  nous  pouvons  construire  une 
suite  indéfinie  de  points  distincts  entre  eux  a, ,  a^,  «3,  ... 
qui  se  trouvent  tous  à  l'intérieur  du  cercle  Rj  [a«  étant 
un  des  éléments  e(o„)  et  l'ensemble  E(On)  étant  contenu 
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dans  E(3,)]  et  satisfont  aux  inégalités 

(B)  |a/,-e(S;t)l<SA.         (Â:  =  i,2,3,  .  .  .), 

e(^/()  étant  un  élément  quelconque  de  l'ensemble 
E(8,). 

Il  existe  au  moins  un  point  d^ accumulation  A  de 
ces  points  a/^. 

Il  nous  reste  à  montrer  que  ce  nombre  A  est  la 
limite  cherchée  lim  e(8). 

0  =  0 

Soit  donc  un  nombre  positif  z  aussi  petit  qu'on  veut. 
On  peut  toujours  trouver  un  index  N  assez  grand  pour 
qu'on  ait  simultanément  : 

(G)  |A  — a^K-,  £N<-- 

2  2 

L'inégalité  (B)  pour  /'  =  N  nous  donne 

I  «N— e(0N)  I  <  £>-, 

ce  qui  entraîne,  en  vertu  des  inégalités  (C),  l'inégalité 

|A-e(o.N)|<e. 

Donc  nous  avons  trouvé  une  valeur  paramétrique  ô>^ 

telle  qu'on  ait 

|A-e(o.N)|<s, 

où  £  est  un  nombre  positif  quelconque  donné  d'avance. 
Ainsi,  l'existence  de  lime(ô)  égale  à  A,  est  démontrée. 

u  =  0 

On  démontre  bien  aisément  que  le  point  d'accumu- 
lation A  est  unique. 

4.  Conditions  d'existejnce  de  l'intégrale  définie. 
—  En  appliquant  la  règle  de  Cauchj-Bolzano  généralisée 
à  l'ensemble  des  expressions  de  la  forme 


^M') 
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[voir  §  2,  n*'  4),  nous  pouvons  énoncer  la  condition 

suivante  de  l'existence  de    /   f{oc)  dx  : 
«   Pour  qu'il  exisie 


im  i:/(^,)  A/     ou         /     f{x)dx, 

i  =  Q  J  a 


il  faut  et  il  suffit  qu'à  tout  nombre  positif  t  on  puisse 
faire  correspondre  un  nombre  Oo>>o  tel  qu'on  ail 

I  etfoo)  — e,(oo)I  <  £, 
c'est-à-dire  qu'on  ait 

s,  et  So  étant  deux  éléments  quelconques  de  noire 
ensemble  des  sommes  S/'(^/)A/,  à  la  seule  condition 
que  tous  les  intervalles  partiels  \i  soient  moindre 
que  Ôq.  » 

Getle  proposition  permet  d'établir  dans  certains  cas 
l'existence  de  l'intégrale  définie,  ce  qui  oUVe,  outie 
rintérét  théorique,  l'avantage  méthodique  de  l'unifor- 
mité des  procédés  de  démonstration,  surtout  si  l'on 
compare  avec  les  méthodes  de  démonstration  usuelles. 
Par  exemple,  pour  démontrer  l'existence  de  l'intégrale 
définie  d'une  fonction  continue  et,  pour  établir  les  con- 
ditions d'intégrabilité  dites  de  Riemann,  on  introduit 
les  notions  des  sommes  supérieures  et  inférieures  : 

S  =  SiM/A/,  S  =  Sm/A/, 

M|  étant  la  limite  supérieure,  et  nii  la  limite  inférieure 
def(x)  dans  A/. 

Puis  on  démontre  le  théorème  de  FJarboux  sur  l'exis- 
tence des  limites  de  ces  sommes,  nommées  V intégrale 
supérieure  et  V intégrale  inférieure^  pour  toute  fonc- 
tion bornée. 
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Pourtant,  toutes  ces  notions  auxiliaires  sont  super- 
flues si  l'on  utilise  le  critère  de  Cauchy,  énoncé  plus 
haut. 

En  effet,  pour  une  fonction  continue  f  {x)^  il  suffît 
de  démontrer  de  la  manière  bien  connue  (en  comparant 
deux  systèmes  d'intervalles  à  un  troisième  système 
combiné  d'eux)  qu'à  tout  nombre  £  >  o  correspond 
un  nombre  ô>o  tel  qu'on  ait  |S,  —  Sgl^s  toutes 
les  fois  que  dans  les  sommes  S,  et  So  tous  les 
intervalles   partiels  A/  sont  plus  petits   que  ô.  Alors, 

l'existence  de    /    f[x)dx  est  une  conséquence  immé- 

diale  en  vertu  du  critérium  de  Cauchy. 

D'une  manière  aussi  immédiate,  on  peut  obtenir  la 
condition  d'intégrabilité  de  Riemann. 

o.  Condition  d'existence  des  intégrales  définies 
GÉNÉRALISÉES.  —  l^our  douucr  encore  un  exemple  de 
l'application  de  la  règle  Bolzano-Cauchy,  j'indiquerai 
la  démonstration  exacte  d'une  condition  d'existence 
relative  aux  intégrales  définies  o^e/?é'';'a//5ee5  (impropres, 
uneigentlich).  On  trouve  cette  condition  dans  le 
Cours  d'Analyse  de  C.  Jordan  (t.  H,  2*  édition, 
p.  5o-5i). 

Rappelons  la  définition  donnée  par  M.  Jordan  : 

So\lf{x)  une  fonction  intégrable  (au  sens  ordinaire 
du  mot)  dans  tout  l'intervalle  ab,  sauf  aux  environs  des 
points  c,,  Co,  C3,  . . . ,  en  nombre  infini.  L'ensemble  M 
de  ces  points  singuliers  esi  fermé  (ou  parfait  selon  la 
terminologie  de  M.  Jordan). 

En  effet,  si  un  de  ses  points  d'accumulation  x  était 
point  ordinaire  de  l'intervalle  ah^  la  fonction  f  {x) 
serait  intégrable  dans  l'intervalle  x  —  h  . ,,  x  -\-  h^  si  A 
est  suffisamment  petit.  Mais,  dans  ce  dernier  intervalle, 
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se  trouveraient  des  points  singuliers;  donc,  aux  envi- 
rons de  ces  points,  f{x)  serait  intégrable,  contradic- 
toirement  à  la  supposition. 

En  décomposant  le  champ  ab  en  intervalles  partiels 
de  longueur  moindre  qu'une  quantité  donnée  d'avance  5, 
considérons  ceux  de  ces  intervalles  qui  ne  contiennent, 
ni  à  leur  intérieur,  ni  à  leurs  extrémités,  aucun  des 
points  singuliers. 

Ils  formeront  par  réunion  un  domaine  jouissant  des 
propriétés  suivantes  : 

î°  Il  contient  tous  les  points  de  l'intervalle  ab  dont 
l'écart  à  l'ensemble  fermé  M  est  égal  ou  supérieur  à  o; 

2°  Il  est  formé  d'un  nombre  fini  de  portions 
a,  6,,  «2^2?  '  '  '  1  d'un  seul  tenant,  séparées  les  unes  des 
autres  par  des  points  singuliers. 

Il  est  donc  établi  Fexistence  des  domaines  satis- 
faisant à  ces  deux  conditions,  où  3  est  un  nombre 
positif  arbitraire  donné  d'avance. 

Soit  D  un  domaine  quelconque  satisfaisant  à  ces 
conditions  pour  une  valeur  déterminée  de  5.  Nous 
l'appelons  domaine  D  correspondant  à  8. 

Gomme  les  intervalles  a,  6|,  «2^2?  •  •  •?  ne  contiennent 
pas  de  points  singuliers,  nous  pouvons  déterminer  les 
intégrales 

/      fdx,        /      fdx,       .... 
Nous  représenterons  leur  somme  2    /     y  dx   par   le 

signe    l  fdx  et  l'appelons  Vintégrale  de  f{x)  prise 

dans  le  domaine  D. 

Faisons  o  décroître  indéfiniment  et,  pour  toute  sa 
valeur,  prenons  un  domaine  D  quelconque  corres- 
pondante lui.  Ce  domaine  variable  englobera  progrès- 
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sivement  loiis  les  points  de  rinlervalle  ab  qui  ne  sont 
pas  singuliers.  En  effet,  un  point  or'dinaire  x  ne  peut 
être  un  point  d'accumulation  de  l'ensemble  M;  donc 
son  écart  à  cet  ensemble  est  une  quantité  déter- 
minée W [x)  différente  de  zéro.  Il  sera  donc  englobé 
nécessairement  par  D  (en  vertu  de  la  condition  i")  dès 
que  8  sera  devenu  moindre  que  W(a;). 

Cela  posé,  M.  Jordan  donne  la  définition  suivante  de 

Vintégrale  généralisée    j    j  dx  : 

((    Si   l'intégrale    / /(<ij7)  tend  vers  une  limite  déter- 

minée  quand  S  tend  vers  zéro,  cette  limite  sera  désignée 

par    /    fdx.    » 

Donnons  à  cette  définition  une  forme  plus  précise  : 

«   L'intégrale  généralisée    /   f  dx  existe  et  est  égale 

à  A,  si  à  tout  nombre  positif  £  on  peut  faire  corres- 
pondre un  nombre  positif  ô  tel  qu'on  ait 


Ç  fdx 


<e 


pour  tout  domaine  D,  correspondant  à  ce  nombre  ô.  » 
Après  cela,  M.  Jordan  donne  la  condition  suivante 
de  l'existence  de  l'inlégiale  définie  généralisée  (n"54)  : 
«  Pour  que  celte  limite  existe,  il  faut  et  il  suffit 
évidemment  qu'on  puisse  trouver,  pour  cliaque  valeur 
de  £,  une  quantité  correspondante  r,  telle  que,  en  appe- 
lant D<  et  D2  deux  domaines  quelconques  correspondant 
à  des  valeurs  de  Ja  variable  8  moindres  que  t^,  on  ait 
toujours 


f  fdx-  f  fda 


<e.  » 
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Mais  cela  serait  évident  ou  plutôt  serait  une  consé- 
quence de  la  règle  de  convergence  de  Gauchy,  démon- 
trée dans  le  Cours  de  M.  Jordan  cité  plus  haut 
(t.  l'^'',  p.  9)  pour  les  suites  des  nombres,  si,  à  toute 
valeur   de    la    variable     0,    correspondrait    un    seul 

domaine  D  déterminé.  Alors  l'intégrale    /  /dxiepvé- 

senterait  une  fonction  uniforme  de  la  varable  5  et  la 
conclusion  serait  légitime. 

Mais  ici,  à  toute  valeur  de  0,  correspond  une  injinité 
de  domaines  D  et  de  valeurs  de  l'intégrale  corres- 
pondante. Donc,  pour  pouvoir  faire  la  conclusion 
désirée,  il  faut  auparavant  généraliser  la  règle  de 
Cauchy.  C'est  ce  que  nous  avons  fait  plus  haut  (§  3).  Il 
reste  à  établir  la  correspondance  paramétrique  pour  les 

intégrales    /  f  dx. 

Soit  E(oo)  l'ensemble  de  toutes  les  intégrales    /  f  dx 

chez  lesquelles  les  domaines  D  correspondent  à  la 
valeur  prise  80  de  ô. 

Si  ôj^ôo,  l'ensemble  E(ô,)  contiendra  l'ensemble 
E^o.y)  parce  qu'un  domaine  D,  correspondant  à  la 
valeur  82,  satisfera  a  fortiori  aux  conditions  i*'  et  2" 
pour  la  valeur  8,  ;  en  effet,  un  ensemble  contenant  tous 
les  points  dont  l'écart  à  l'ensemble  M  est>  82,  contiendra 
par  force  tous  les  points  dont  l'écart  est^8,  si  8,  ;>  Oo. 

On  voit  que  lim  e(8)  est  identique  à  la  limite  désignée 


6  =  0 


plus  haut  par    /    fdx. 

Maintenant  nous  pouvons  appliquer  le  critérium  de 
Cauchj-Bolzano  généralisé  (§  3),  ce  qui  nous  donne  la 
proposition  suivante  : 

«    Pour  que  l'intégrale  généralisée    /    /dx  existe,  // 

da 
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faut  et  il  suffit  qu'à  tout  nombre  £>o  corresponde 
un  nombre  Oo>o  lel  qu'on  ait 


f  fdx-  f  fdx 


<£, 


D,  et  D2  élant  deux  domaines  quelconques  corres- 
pondant à  ce  nombre  Sq-   » 

Donc  cette  proposition,  identique  à  la  condition 
donnée  par  M.  C.  Jordan^  peut  être  regardée  maintenant 
comme  rigoureusement  démor)trée. 

Le  dernier  exemple  montre  l'utilité,  même  la  néces- 
sité, de  la  généralisation  du  critère  de  Bolzano.  Il  nous 
semble  que  son  application  directe  doit  fournir  des 
simplifications  importantes,  sinon  des  résultats  nou- 
veaux, dans  diverses  questions  d'Analyse  se  rapportant 
aussi  aux  intégrales  multiples  et  curvilignes. 

Quant  à  la  définition  de  limite  généralisée,  elle 
pourra  être  appliquée  à  tous  les  ensembles  avant  des 
points  d'accumulation.  Il  suffit,  en  effet,  de  transformer 
un  point  d' accumulation  (notion  statique)  en  un 
point  limite  (notion  dynamique)  en  établissant  une 
correspondance  paramétrique  convenable  décrite  plus 
haut  (§1)  entre  les  parties  de  l'ensemble  considéré  et 
les  valeurs  positives  du  paramètre  8. 


[K^lSa] 

SUR  \m  C01\FIGIRATI0N  COMIE  (9  POIi\TS,  9  DROITES);' 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Cette  Note  est  relative  à  une  configuration  connue, 
dont  il  m'a  paru  intéressant  d'étudier  l'agencement;  la 
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figure  1  est  empruntée  aux  Questions  de  Géométrie  élé- 
mentaire de  Desboves. 

1.  Étant  donnés  deux  points  A  et  A'  {fig.  i),  si  l'on 
Fis;.  I. 


mène  par  A  trois  droites  a,  fi,  y?  et  par  A'  trois  droites 
a',  ^',  y',  les  six  droites  a,  fi',  y,  a',  ji^  y',  sont  les  six 
côtés  consécutifs  d'un  hexagone  BCB"CB'C"  dont  les 
trois  diagonales  a",  [i",  y"  concourent  en  un  point  A'^; 
c'est  le  théorème  de  Brianchon  pour  la  conique  formée 
des  deux  points  A,  A'. 

Ou  encore  :  Etant  données  deux  droites  a  et  a',  si 
l'on  prend  sur  a  trois  points  A,  B,  G,  et  sur  a'  trois 
points  A',  B',  G',  les  six  points  A,  B',  G,  A',  B,  G'  sont 
les  six  sommets  consécutifs  d'un  hexagone  dans  lequel 
les  points  de  rencontre  A'^,  B",  G''  des  couples  de  côtés 
opposés  sont  sur  une  même  droite  a";  c'est  le  lliéorènie 
de  Pascal  pour  la  conique  formée  des  deux  droites  a,  a'. 

[La  droite  a"  étant  définie  comme  joignant  les  points 
B"  et  G",  le  point  A''  étant  défini  comme  le  point  de 
rencontre  des  droites  j3''  et  y",  le  théorème  consiste  en 

Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  XIV.  (Février  1914  )  "^ 
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ceci  :  la  droite  a"  passe  un  point  V,  ou  encore  le 
point  A"  est  sur  la  droite  a'^;  sous  la  première  forme, 
cela  résulte  de  ce  que  toutes  les  courbes  du  troisième 
ordre  qui  passent  par  huit  points  donnés  passent  par 
un  neuvième  point  et,  sous  la  seconde  forme,  cela 
résulte  du  fait  corrélatif.  C'est  l'application  à  des  cas 
particuliers  de  démonstrations  bien  connues  pour  les 
théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon.] 

On  a  trois  ternes  de  points  et  trois  1er  nés  de  droites 

(   (A,   A',   A"),  f  (a,   û:',   a"), 

(I)       (B,  B',    B"),  (2)       (^,.3',  p'O, 

(  (c,  G',  G");  (  (y,  y',  t"); 

si  l'on  part  des  points^  chacune  des  neuf  droites 
qui  joignent  un  point  du  premier  terne  à  un  point 
du  second  passe  par  un  point  du  troisième^  et  ces 
neuf  droites  sur  celle  du  tableau  (2  );  on  a  un  énoncé 
corrélatif.  Les  neufs  alignements  sont  : 

(AB  G,  A'B'C,  A"B"G"),  droites  (a,  a',  a"), 
(AB'G",  A'B"C,  A"BG'),  droites  (?,  j3',  P"), 
(AB"G',  A'BC",  A"B'G),     droites  (y,  y',  y"); 

les  trois  lettres  A,  B,  C  sont  affectées  du  même  accent, 
ou  de  trois  accents  différents.  Ces  neuf  alignements 
correspondent  aux  colonnes  du  tableau  (i),  aux  termes 
positifs  du  déterminant  symbolique  donné  par  ce 
tableau,  aux  termes  négatifs  de  ce  même  déterminant. 
L'existence  de  neuf  droites  comprenant  chacune 
trois  points  du  tableau  (1),  ou  corrélativement  V  exis- 
tence de  neuf  points  appartenant  chacun  à  trois 
droites  du  tableau  {2)^  foi-me  neuf  conditions  qui  se 
trouvent  réduites  à  huit.  La  figure  dépend  de  dix 
paramètres. 
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2.   Les  trois  triangles 

BGA',         B'C'A',         B'G'A 

sont  tels  que  te  premier  est  inscrit  au  second^  le 
second  au  troisième,  le  troisième  au  premier^  attendu 
que  le  point  B  est  sur  la  droite  C'A",  Je  point  C  sur  la 
droite  B'A",  le  point  A'  sur  la  droite  B'C,  etc.;  il  en 
est  de  même  des  triangles 

CAB',         C'A'B",         G"A"B, 
ou 

ABC,         A'B'C,        A  B"G". 

Les  trois  triangles 

BGA",         B'G'A,         B"G"A' 

sont  tels  que  le  premier  est  circonscrit  au  second,  . . .  ; 
il  en  est  de  même  des  triangles 

GAB",         G'A'B,         G^A'B', 
ou 

ABG",         A'B'G,         A'B'G'. 

Si  Von  se  donne  les  deux  triangles  BGA'  et  B''C"A 
dont  le  second  est  i/iscrit  au  premier,  ce  qui  fait 
neuf  paramètres^  un  triangle  ^' CJ  M'  peut  varier  en 
restant  circonscrit  au  premier  des  deux  triangles 
donnés  et  inscrit  au  second. 

Ce  théorème  est  bien  connu  sous  une  autre  forme, 
pour  laquelle  nous  adopterons  la  disposition  de  la 
figure  (2  )  : 

On  donne  deux  droites  ^j,  y,  et  deux  points  B,  C, 
tels  que  la  droite  y.  joignant  les  deux  points  passe 
par  le  point  A  commun  aux  deux  droites^  et  Ion 
considère  un  triangle  variable  I^'G'A'^  dont  deux 
sommets  B'  et  G'  décrivent  les  deux  droites  fixes  et 
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dont  les  côtés  opposés  à  ces  sommets  passent  par  les 
deux  points  fixes.   Si  le  troisième  côté  a!  passe  par 


un  point  fixe  A',  le  troisième  sommet  A"  décrit  une 
droite  fixe  d'  \  toutefois,  quand  le  côté  a'  passe  en  A, 
le  point  A''  s'indétermine  sur  la  droite  a,  qui  est  ainsi 
une  partie  parasite  du  lieu  de  ce  point.  La  démonstra- 
tion directe  est  aisée.  On  obtient  deux  points  B'',  01'  de 
la  droite  d'  en  faisant  passer  la  droite  a'  par  l'un  des 
points  C,  B;  on  a  ainsi  (le  lieu  ci-dessus  étant  étudié 
directement)  une  démonstration  bien  connue  du  théo- 
rème de  Pascal  pour  la  conique  formée  des  deux  droites 
a  et  a",  la  droite  de  Pascal  étant  a'. 

Corrélativement,  si  le  sommet  A"  du  triangle 
variable  décrit  la  droite  y!' ,  le  troisième  côté  a.'  passe 
par  un  point  fixe  A';  toutefois,  quand  le  sommet  A'' 
vient  sur  a,  le  côté  aJ  s'indétermine  autour  du 
point  A.  Etc. 

Le  triangle  qui  a  pour  côtés  les  droites  ^^  y,  ol' 
décrites  par  les  trois  sommets  du  triangle  variable  est, 
comme  on  l'a  déjà  observé,  inscrit  au  triangle  qui  a 
pour  sommets  les  trois  pivots  B,  C,  A'. 


(  ^39) 


[K^13a] 


SUR  ME  CONFIGURATION  CONME  (9  POINTS,  12  DROITES); 
POINTS  D'INFLEXION  DTNE  CliBIOlE  PLANE; 


Pak  m.  g.  fontene. 


I. 

1.  Dans  une  Note  précédente  ('),  j'ai  considéré  une 
configuration  connue  (g  points,  9  droites).  Les  neuf 
points  étant  ceux  du  Tableau 


A     A' 

A 

B      B' 

B' 

G     G' 

G' 

chacune  des  neuf  droites  qui  joignent  un  point  de  la 
première  ligne  à  un  point  de  la  seconde  passe  par  un 
point  de  la  troisième  (fig-  1).  Si  Von  veut  que  la 
droite  joignant  deux  quelconques  des  neuf  points 
passe  par  un  troisième^  il  faudra  que  chaque  ligne 
horizontale  du  Tableau  donne  encore  trois  points 
alignés  (on  verra  que  la  figure  ne  peut  alors  être  réelle). 
Les  douze  droites  sont  : 

(i)  (AB  G,  A'B'G',   A"B"G"), 

(2)  (AB'G",  A'B"G,  A-'B  G'), 

(3)  (AB"G',  A'B  G",  A"B'G  ), 

(4)  (AA'A",  B  B'B",  G  G'G"); 

elles  correspondent  aux  coloiinesdu  Tableau  ci-dessus, 
à  ses  lignes,  aux  termes  positifs  du  déterminant  symbo- 
le )  Même  numéro,  p.  64- 
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iique  doQiié  par  ce  Tableau  à  ses  termes  négatifs 
(règle  de  Clebsch  pour  les  neuf  poinls  d'inflexion  d'une 
cubique  plane). 

Les  neuf  conditions  relatives  à  la  configuration  précé- 
demment étudiée  se  réduisent  à  huit,  comme  on  l'a  vu. 


Fig.  I. 


A" 


Les  trois  conditions  nouvelles  qu'on  impose  ici  se  rédui- 
sent à  deux,  et  ce  fait  est  une  conséquence  du  premier 
En  efl'et,  si  l'on  considère  le  Tableau 


A 

B 

c: 

A' 

IV 

c, 

A" 

B" 

C" 

il  arrive  déjà  que  chacun  des  six  alignements 

AB'C",  BC'A",  GÂ'B", 
AB'C,  BC'A',  GA"B' 

est  réalisé  ;  dès  lors,  deux  des  alignements 

A  A' A",     BB'B",     ce  G" 


(  -'  ) 

entraînent  le  troisième,  .linsi,  les  douze  conditions 
apparentes  se  réduisent  à  dix  conditions  distinctes  ; 
le  système  dépend  de  huit  paramètres. 

2.  Avant  d'aller  [)liis  loin,  il  nous  sera  commode  de 
modifier  pour  (in  certain  temps  la  notation.  On  a  remar- 
qué précédemmentqiie,  dans  la  configuration  primitive, 
les  trois  triangles 

A"BG,     ABC,     A'irC", 

par  exemple^  sont  tels  que  le  premier  est  circonscrit 
au  second,  le  second  au  troisième,  le  troisième  au  pre- 
mier. Si  l'on  remplace  les  notations  A'',  A,  A'  par  les 
notations  A,  A',  A",  les  trois  triangles 

ABC,     A'B'C,     A'B'C" 

seront  tels  {fig-  2)  (jue   le   premier  est  circonscrit  au 

Fis.  ^. 


second,  etc.  On  aura  de  plus  ici  les  alignemenls  AA'A", 
Biyi3",  GC'G".  C'est  celte  notation  (pii  va  se  présenter 
naturellement  à  nous  dans  la  rccliciclie  suivaulc. 


(    -2    ) 

Proposons-nous  a  priori  dm  déterminer  un  syslènie 
de  neuf  points  tel  que  la  droite  joignant  deux  quel- 
conques de  ces  points  passe  par  un  troisième. 

Comme  il  doit  passer  quatre  droites  par  chaque 
point,  le  nombre  de  ces  droites  sera  ^——i  =  12.  Si  A, 
Bj  G  sont  trois  des  neuf  points  qui  ne  sont  pas  en  ligne 
droite,  chacun  des  côtés  BC,  GA,  AB  doit  porter  un 
troisième  point  du  système  ;  soient  A',  B',  G'  les  points 
en  question.  Les  trois  derniers  points  A'^,  B'',  G"  doi- 
vent être  d'une  part  sur  les  droites  B^G',  G' A',  A'B', 
d'autre  part  sur  les  droites  AA^  BB',  GG',  puisque 
chacune  de  ces  six  droites  ne  porte  jusqu'à  présent  que 
deux  points  du  système;  par  suite  A'',  B'^.  C"  sont 
les  intersections  respectives  des  droites  B'G'  et  AA', 
G' A'  et  BB',  A'B'  et  GG'.  Mais  on  n'a,  jusqu'à  présent, 
que  neuf  droites,  et  il  faut  encore  que  le  triangle  A'^B'^G^' 
soit  circonscrit  au  triangle  ABG,  car  la  droite  AB",  par 
exemple,  ne  peut  contenir  aucun  des  points  B,  G,  B', 
G',  A',  A'',  et  cette  droite  doit  passer  en  G''.  Finalement, 
les  trois  triangles  ABG,  A^B'G',  A'^B"G''  sont  tels  que 
le  premier  est  circonscrit  au  second,  etc.  et  l'on  a  en 
outre  les  alignemenls  AA'A'^  BB^B",  GG'G''  ;  le  sys- 
tème indiqué  au  début  de  cette  Note  est  le  seul  qui 
réponde  à  la  f|uestion. 


3.  Conservons  les  mêmes  notations.  Le  triangle  ABG 
étant  pris  comme  triangle  de  référence,  les  coordonnées 
des  points  A',  B',  G'  seront 

(o,  «,   r),     (i,  o,  b),     (c,    I,  o). 
Celles  des  points  A",  B",  G"  seront  de  la  forme 

(m,  a,    i),     (i,  n,  b),     (c,    i,  /?), 

en  tenant  compte  des  alignements  A  A' A",  BB'B",  dCCl', 


(  :'^  ) 

et  l'on  aura  les  conditions 


abc 


abc 


abc  -h  i 

P=  — :: — ' 


en  exprimant  que  le  triangle  h!'Bl'QI'  est  inscrit  au 
triangle  A'B^C;  la  première  condition  exprime,  par 
exemple,  que   les  poinis  A!',  B',  CI  sont  en  ligne  droite 


Si  l'on  pose 


m 

a 

I 

I 

o 

b 

c 

I 

C) 

abc 


on  a  pour  les  coordonnées  des  points  A",  B'^,  C", 
(-,„,,),      (.,i%6),      (o,'.^)- 

On  a  jusqu'ici  neuf  condilions.  Il  faut  maintenant 
que  le  triangle  A''B''C"  soit  circonscrit  au  triangle  ABC, 
et  nous  savons  déjà  que  les  trois  conditions  impliquées 
par  cet  énoncé  se  réduisent  à  une  seule. 

On  le  vérifie  aisément.  Supposonsque  les  points  A, 
B",  C"  soient  en  ligne  droite,  et  considérons  le  Tableau 


B 

C" 

A" 

W 

G 

A 

W 

C 

A'; 

les  liuit  alignements  autres  que  l'alignement  C,  V",  B" 
ayant  lieu  par  hypothèse,  ce  dernier  a  lieu  aussi.  En 
considérant  le  Tableau 


G      A"     B" 
G'     A      B 
G"     A'     B', 
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011  voit  de  inêine  que  les  points  BC'A'  sont  en  ligne 
droite. 

Analjtiquenienl,  le  fait  que  les  points  A,  B',  C"  sont 
en  ligne  droite,  se  traduit  par  l'égalité 

10      ,  (0  to         a 

—  :  o  ~  i  :  —1  ou  - —  =  —  ; 

c  a  oc        M 

on  doit  donc  avoir,  en  se  rappelant  la  définition  de  w, 

( 5 )  abc  =  co- ,  co2  — .  o)  -h  I  =  o,  ■ 

Lu  étant  ainsi  une  racine  cubique  imaginaire  de 
l'unité  négative.  On  peut  écrire  pour  les  coordonnées 
des  points  A",  B",  C/ 


w      b 
c      to 


/  c  (!)  \  /  to     a        \ 

\  (0  a  J         \  b     0)        I 


Les  huit  paramètres  du  système  sont  les  six  para- 
mètres des  points  A,  B,  G,  et  deux  des  trois  quantités 
a,  6,  c  liées  par  la  relation  (5). 

Les  quatre  droites  ABC,  AB'C,  AB"C%  AA'A"issues 
du  point  A,  ont  pour  équations 

.r      «        y 

^  =  o,         j^  =  o,  -  =  -,  -  =  «; 

des  six  rapports  anliarmonitpies  fournis  par  ces  quatre 
droites,  trois  sont  égaux  à  l'une  des  racines  cubiques 
imaginaires  de  l'unité  négative,  et  les  trois  autres  à  la 
racine  conjuguée  :  un  tel  faisceau  de  (piatre  droites  est 
dit  écjuianharnio nique  (  *  ). 

4.   Les   neu(    points   considérés   sont  les  |>ivots  d'un 

C)  Avec  des  axes  de  coordonnées  ([uelcoiuiues  Ax,  Ay,  les  coef- 
ficients angulaires  des  quatre  droites  sont  racines  d'une  équation 
du  quatrième  degré  dont  l'invariant  S  est  nul  (Salmon,  Algèbre 
supérieure,  p.  sGç^). 
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faisceau  de  cubiques  planes,  puisque  ce  sont  les  inler- 
sections  de  Irois  droites  par  trois  autres  (et  cela  de  six 
manières);  toutes  ces  cubiques  oîit  pour  point  cV  in- 
flexion les  points  en  question.  Le  triangle  ABC  étant 
pris  comme  triangle  de  référence,  l'équalion 

(6)  S.cyz  {y  —  az)-~Bazx(z  —  bx)-^Chxyix — cy)—xyz  —  o 

représente   en  effet  des  cubiques  qui  passent    par    les 
points  A,  J3,  G  et  par  les  points  A',  B',  C  ;  si  l'on  écrit 
qu'elles  passent  par  les  points  A",  B",  G',  on  a  les  condi- 
tions 

0)  10  tu 

lesquelles  se  réduisent  à  deux.  On  constate  facilement 
que  le  point  A,  par  exemple,  est  un  point  d'inflexion, 
la  tangente  clant  G^  =  B  a  2r  ;  il  en  est  de  même  des 
points  B  et  G;  comme  les  trois  triangles  ABG,  A'B'G', 
A'B'G'  jouent  le  même  rôle,  les  neuf  points  sont  des 
points  d'inllexion.  On  retrouve  bien  les  neuf  para- 
mètres d'une  cubique,  puisque  a,  ^,  c  doivent  vérifier 
la  relation  abc  =z  to'-. 

Le  résultat  précédent  ne  diffère  que  par  la  forme  de 
celui-ci  qui  est  dû  à  Hesse  :  toute  cubique  menée  par 
les  neuf  points  d'inflexion  d'une  cubique  a  aussi  ces 
points  pour  points  d'inllexion.  (En  pailiculier,  la 
liessienne  d'une  cubique  a  les  mêmes  poinls  d'inflexion 
que  la  courbe  elle-même.) 


IL 


o.   Nous   reprendrons    ici    les   nolations    primitives. 
Prenons  comme  triangle  de  référence   l'un  des  quatre 
triangles  cjui  ont  pour  colés  les  (piatre  groupes  de  trois 


(  7M 
droites  : 

(i)                           (AB  G  ,  A'B'C,  A"B"G"), 
M  ( ,    ,   ), 

(3)  (......,   ,   ), 

(4)  (A A' A",   B  B'B",  G  G' G"); 

ces  triangles,  dont  chacun  porte  sur  ses  côtés  les  neuf 
points  considérés,  sont  appelés  triangles  injlexionnels 
dans  la  théorie  des  cubiques.  Prenons,  par  exemple,  le 
triangle  LMIN  dont  les  côtés  portent  respectivement 
les  points  A,  A',  A",  les  points  B,  B',  B'',  les  points  C, 

Si  9  est  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité 
positive,  ou  peut  réprésenter  les  neuf  points  par  les 
relations 


AM 

AN  =°'' 

S-. 

BL        ^' 

i^-p- 

GL 

GM  ~  ^' 

CL        „ 

CM=''-f' 

avec 

(7) 

a^T  =  i 

A" 

M 

A' 

'N 

B' 

'N 

B' 

L 

G" 

L 

G"M 


on  a  bien  huit  paramètres. 

Voici  la   démonstration.  On  a  pour  les  coordonnées 
du  point  A,  par  exemple, 


/\ 
z                sin  M 
07  =  0,  —  = — a  ) 

y  /\ 

•^  sin  N 

I  .        n  V-     y     1 

ou,  en  remplaçant  a,  [i,  y  par  -y  x-  y  —i 

x  =  o,         [JL  sin  M  .j>^  =  — vsinN.z; 
en  posant 

X  =  A  sin  L.iP,         \  =  [Ji.  sin  M.;k, 
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les  coordonnées  X,  Y,  Z  des  neuf  points  sont  : 


( 

o, 

I , 

-I), 

(     o, 

», 

(- 

-I, 

0, 

l), 

(-e, 

o, 

( 

ï  •) 

'  1 

0), 

(    I, 

-e, 

6),  (  o,  I,     -02), 

0,       (-0S     o,       I), 

o),  (  1,-02,  o). 

Conformément  au  Tableau  de  Glebsch 

A  A' A 

BB'B" 

GC'C", 

les  quatre  systèmes  de  trois  droites  auxquels  donnent 
lieu  les  douze  points  sont  : 

(i)        X-+-Y-f-Z  =  o,     X+02Y+eZ=o,     X-t-0  Y  +  02Z=o, 

(2)  e2X+YH-z  =  o,   x-i-   Y-+-e2Z  =  o,    x-+-e2Y+  z  =  o, 

(3)  0X+Y  +  Z  =  o,     X  +  OY-f-    Z  =  o,     X-4-    Y+0Z  =  o, 

(4)  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o. 

6.  L'équation  générale  des  cubiques  passant  par  les 
neuf  points  est 

(X-hY-hZ)(X  +  02Y-+-0Z)(X-i-6Y-+-02Z)-i-/iXYZ  =0, 

on 

(8)  X3-+- Y3-i-Z3— 3/.-XYZ  =  0; 

c'est  l'équation  canonique  habituelle.  On  vérifie  que  la 
droite  X  =  o  contient  trois  points  d'inflexion  en  met- 
tant l'équation  sous  la  forme 

(/fX  -h  Y  H-  Z)  (A-X  +  02  Y-f-OZ)  (/cX  4-OY  +02  Z)  =  (Â-^  -  i)  X^  ; 

les  tangentes  aux  points  d'inflexion  A,  A',  A"  sont  en 
évidence. 
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m. 

7.  Le  Tableau  de  Clebsch  peut  être  écrit  sous  la 
forme 

00  oi     02 

1  o     1 1     12 
20     21     22, 

chacun  des  neuf  points  étant  désigné  par  deux  nombres 
(comme  un  élément  d'un  déterminant).  J'/'Oi^  des  neuf 
points  sont  alors  en  ligne  droite  si  la  somme  des  pre- 
miers indices^  aussi  bien  que  celle  des  seconds^  est 
multiple  de  3.  Les  couples  numériques  00,  01,  ... 
acqiiièrentun  sens  réel  par  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
titjues,  et  l'énoncé  précédent  se  présente  alors  de  lui- 
même. 

IV. 

8.  Les  seize  points  d'une  biquadratique  gauche  en 
lesquels  le  plan  osculateur  est  surosculateur  sont  tels 
que  le  plan  qui  passe  par  trois  quelconques  de  ces  points 
passe  par  un  quatrième.  Gomme  il  passe  cinq  plans  par 
chaque  point,  le  nombre  de  ces  plans  est 

iG  X  5 


[R3a] 

SIR  LE  mmm  m\  umm  n\\  rapport 

A  lAE  imOITE; 

Par    m.    a.    PAILLARD. 


Dans   la  théorie  des  vecteurs,  on  définit  en  général 
le    moment    par   rapport  à   un  axe.  11  y  a  cependant 
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av.intage,  semble-l-il,  à  introduire  tout  d'abord  la 
noliou  plus  générale  de  moment  par  rap[)ort  à  une 
droite^  sur  laquelle  aucun  sens  n'aurait  été  choisi  au 
préalable  pour  être  appelé  positif.  L'exposition  de  la 
théorie  se  trouve  ainsi  légèrement  simplifiée.  Il  faut  aussi 
remarquer  ((ue,  dans  la  plupart  des  applications,  on 
considère  des  moments  par  rapport  à  des  droiles,  et 
non  par  rapport  à  des  axes. 

On  trouvera  dans  cetle  courle  Noie  une  es(juissc  de 
la  théorie  classique  des  moments,  modifiée  dans  l'ordre 
d'idées  que  je  viens  d'indiquer. 

Rappelons  d'abord  quelques  propriétés. 

On  dit  qu'un  vecteur  CD  est  de  sens  positif  par 
rapport  à  un  vecteur  AB,  lorsqu'un  observateur,  placé 
les  pieds  en  A.  et  la  tête  en  B,  et  regardant  G,  voit  CD 
à  la  droite  du  plan  ABC. 

Cette  définition  ne  dépend,  ni  des  grandeurs  de  AB 
et  CD,  ni  des  positions  de  ces  vecteurs  sur  leurs  sup- 
ports. Elle  suppose  que  les  deux  vecteurs  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan. 

Si  deux  vecteurs  CD,  CE,  dont  r un  est  perpendi- 
culaire au  plan  ABC,  forment  entre  eux  un  angle 
aigu^  ils  sont  du  même  côté  de  ce  plan  et^  par 
conséquent,  ils  ont  même  sens  par  rapport  à  Al^. 

Réciproquement,  si  deux  vecteurs  CD,  CE,  dont 
l'un  est  perpendiculaire  au  plan  ABC,  sont  de  mcme 
sens  par  rapport  au  vecteur  AB,  ils  formeni  entre  eux 
un  angle  aigu. 

Le  sens  de  AB  par  rapport  à  CD  est  le  même  ipie 
celui  de  CD  par  rapport  à  AB.  (Ce  sens  commun 
sera  dit  sens  relatif  des  deux  vecteurs.) 

D'après  la  définition,  on  peut,  sans  changer  ces  deux 
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sens,  amener  les  deux  origines  A  et  B  des  vecteurs  aux 
pieds  de  la  perpendiculaire  commune  aux  supports  1 
et  2  de  ces  vecteurs,  et  donner  des  grandeurs  égales 
aux  deux  vecteurs.  Le  tétraèdre  ABCD  admet  alors 
un  axe  de  symétrie,  qui  est  la  bissectrice  A  de  l'angle 
formé  par  les  projections  des  deux  vecteurs  sur 
le  plan  médiateur  de  AG,  et  une  rotation  de  i8o° 
autour  de  A  amène  AB  sur  CD,  en  même  temps  que 
CD  sur  AB.  Il  résulte  de  là  que  ce  qu'on  peut  dire 
du  vecteur  situé  sur  la  droite  2  par  rapport  au  vecteur 
situé  sur  la  droite  1,  se  dit,  selon  l'instant,  de  AB  par 
rapport  à  CD,  ou  de  CD  par  rapport  à  AB,  ce  qui 
démontre  la  propriété. 

Par  définition,  le  moment  du  vecteur  AB  par  rapport 
à  la  droite  D  est  le  moment,  par  rapport  à  un  point  O 
de  la  droite  D,  du  vecteur  «6,  projection  de  AB  sur  le 
plan  P  mené  par  O  perpendiculaire  à  la  droite  D;  c'est 
un  vecteur  porté  par  D. 

On  montre  aisément  que  ce  moment  ne  dépend  pas 
du  choix  de  O  sur  D. 

Théorème.  —  Quel  que  soit  le  point  O  choisi 
sur  D,  le  moment  OH  de  Klà  par  rapport  à  D  est  la 
projection  sur  D  du  moment  OG  de  AByoar  rapport 

On  voit  aisément  que  OH  a  même  grandeur  ({ue  la 
projection  de  OG  sur  D.  Il  est  donc,  ou  cette  projection, 
ou  opposé  à  celte  projection.  Pour  démontrer  le 
théorème,  il  suffit  de  montrer  que  l'angle  des  vecteurs 
OG,  OH  est  aigu. 

Or,  par  définition,  OH  et  ab  sont  de  sens  relatif 
positif;  l'observaleur  OH  regardant  a,  voit  ab  à  sa 
droite.    Il  voit  en  même  tem[)S  A  devant  lui,  Aa  étant 
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parallèle  à  D;  H  voit  par  suite  AB  à  sa  droite  en  même 
temps  que  ab^  Bô  étant  parallèle  au  j)ian  DA<7,  parce 
que  parallèle  à  D.  Il  résulte  de  là  que  OH  et  AB  sont 
aussi  de  sens  relatif  positif. 

OH  et  OG  sont  donc  tous  deux  de  sens  positif  par 
rapport  à  AB;  et  comme  OG  est  jjerpendiculaire  au 
plan  OAB,  l'angle  GOH  est  aigu,  et  OH  est  bien  la 
projection  de  OG. 

On  déduit  de  là  la  définition  du  moment  d'un  sys- 
tème de  vecteurs  par  rapport  à  une  droite  D.  C'est  un 
vecteur  parfaitement  déterminé. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  D  devient  un  axe^ 
c'est-à-dire  lorsqu'on  choisit  sur  D  un  sens  positif,  les 
mesures  des  vecteurs  portés  par  D  deviennent  des  nom- 
bres algébriques.  Mais  le  moment  par  rapport  à  D  d'un 
système  de  vecteurs  est  un  vecteur,  complètement  indé- 
pendant du  sens  qu'on  peut  choisir  sur  D. 


AGKËGATION  \m  8CIE\CË8  i)IA TIIËilUTIQUES 
(C0\C01IKS  DE  1913). 


Mathématiques  élémentaires. 

Soit  T  un  triangle  dont  les  sommets  sont  A,  B,  C; 
soit  r  le  cercle  circonscrit  à  T.  On  sait  qiCil  y  a 
deux  cercles  tangents  àX  en  k  et  qui  touchent  BC  : 
V un,  en  un  point  A,  situé  entre  B  et  G,  V autre  en 
un  point  A2  extérieur  au  segment  BG. 

1°  Construire  le  triangle  T  connaissant  les  lon- 
gueurs AA<,  7V  A2  et  le  côté  BG. 

2°  Soit  A'  le  milieu  de  A^Ao.  Calculer  la  Ion- 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XIV.  (Février  1914)  ^ 
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gaeur  AA'  en  fonction  des  longueurs  a,  6,  c,  des 
côtés  de  T  [on  supposera  a^b'^c).  Trouver  la 
relation  qui  existe  entre  la  longueur  Kk!  et  les  deux 
autres  longueurs  analogues  BB'  et  CC 


3"  Calculer  en  fonction  de  a,  ^,  c,  les  distances 
des  points  A',  B',  C,  deux  à  deux. 

4°  Soit  Ta  le  cercle  décrit  de  A'  comme  centre 
avec  A  A'  comme  rayon;  soient  Yb  et  Te  les  deux 
autres  cercles  analogues.  Démontrer  que  ces  trois 
cercles  se  coupent  en  deux  points  I  et  J.  Calculer  les 
angles  sous  lesquels  ces  cercles  se  coupent  deux  à 
deux.  Indiquer  la  situation  précise  des  centres  de 
similitude  de  ces  cercles  deux  à  deux.  Quelles  sont 
les  particularités  du  triangle  hl' T>' Q'  dont  les 
sommets  sont  les  points  homologues  de  A,  B,  G,  dans 
une  inversion  de  pôle  1? 

^''  Calculer  la  longueur  de  la  corde  IJ  et  la 
distance  du  centre  O  deT  à  la  droite  A'B',  en  fonc- 
tion de  a,  ^,  c. 

ô''  On  donne  les  points  A',  B',  Q! .  Démontrer  quHl 
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existe  une  infinité  de  triangles  T  correspondants  et 
construire  ceux  de  ces  triangles  qui  répondent  à 
une  valeur  donnée  du  rayon  de  Y . 

Solution  pak  M.  THIÉ. 

i"  Considérons  par  exemple  le  cercle  tangent  à  F 
en  A  et  qui  touche  BC  en  A,.  Ce  cercle  rencontre  AB 
et  AC  respectivement  en  deux  points  ^  et  y  tels  que  [iy 
soit  parallèle  à  BG,  puisque  A  est  un  cenlre  de  simi- 
litude de  r  et  du  cercle  dont  il  s'agit.  A,  est  donc  milieu 
de  l'arc  jîiv  et  l'on  en  conclut  que  AA,  est  la  bissectrice 
intérieure  de  l'angle  BAC. 

On  reconnaît  de  même  que  AAo  est  la  bissectrice 
extérieure  de  l'angle  BAC. 

Le  point  de  rencontre  A'  de  BC  avec  la  tangente  en  /V 
à  r  est  le  milieu  de  AgA,,  puisque  l'on  a 

A2  A'=  A' A  =  A'Aj. 

Si  l'on  se  donne  les  longueurs  AA,  et  AAo,  on  peut 
construire  le  triangle  AA,  A2;  rectangle  en  A.  On  a 
ensuite 


A'B.A'G  =  A'Ai,         A'C  — A'B  =  BC. 

On  est  donc  ramené  au  problème  classique  :  cons- 
truire deux  segments  connaissant  leur  différence  et 
leur  produit.  On  peut  aussi  donner  la  solution  suivante: 
Gomme  B  et  G  divisent  harmoniquement  le  seg- 
ment A,  A2,  le  cercle  de  diamètre  BC  coupe  orlhogo- 
nalement  le  cercle  de  diamètre  A.Ai.  Le  système  de 
ces  deux  cercles,  tous  deux  de  grandeur  connue,  se 
construit  aisément,  et  la  construction  s'achève  immédia- 
tement. Le  problème  est  toujours  possible.  Il  n'a 
qu'une  solution,  s'il  est    bien   spécifié  que   le   point  A 


(84) 

doit  être  intérieur,  et  le  point  A  extérieur  à  BG.  11  en 
aurait  deux  dans  l'hypothèse  contraire. 

2°  On  a  AA'=-A2A,.  Or,  la  longueur  du  seg- 
ment AoA,  est  facile  à  évaluer,  les  points  Ag  et  A, 
divisant  BG,  extérieurement  et  intérieurement,  dans  le 

rapport  r*  On  a 

.     „  ab  ah 

b  —  c  o  -}-  c 

d'où 

.     ^  lahc 

A2Ai  = 


62—  C2 

et 

abc 


<I)  AA'=: 


^>2_c« 


On  trouvera  de  même,  en  ayant  égard  aux  hypothèses 
faites  dans  l'énoncé  sur  les  grandeurs  relatives  de  a,  6,  c, 

(a)  BB'=-^%, 

^    '  a^—  C* 

(3)  GG'=      ^^" 


2—6» 


Au  moyen  de  ces  expressions,  on  forme  aisément  la 
relation 

.  ..  _i_  _  _i_       _i_ 

^^^  BB'  ~  AA' "^  GG'* 

On  reconnaît  encore  que  les  points  A',  B',  G'  sont 
en  ligne  droite  (théorème  connu).  Signalons  aussi  les 
relations 

AIE  — f!  519-^  G^A  _  6^ 

^^  MQ'^W  B'A~c2'  G'B~a2' 

<^ui  résultent    des    propriétés    connues    des   divisions 
harmoniques. 
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3°  Calculons  B'C.  On  peut  appliquer  le  théorème 
de  Stewart.  On  peut  aussi  procéder  comme  il  suit: 
posons  pour  un  moment 

B'A=K6,         G'A  =  K'c. 
On  a 

Fc'  =  K2  62-f-K'«c2— 2KK'6ccosA; 
mais 

a6c  cos  A  =  6*-f- c2 — a-. 

On  en  tire,  par  élimination  de  cos  A, 

FC''  =  KK'a'+  (K  —  K')  (K62—  K'c^) 


Mais 


K  =  ^£i-..        K-      *' 


a2_c2  a'^—b* 

On  trouve,  tous  calculs  faits, 

en  posant 

P  =  /a*-+-6*-i-  c*—  62c*— c2a2—  a^ô^. 

On  trouvera  de  même 

B'C,  A'C  et  A'B'  sont  positifs,  et  l'on  a  A'C>  A'B', 
ce  qui  prouve  que  le  poinl  B'  est  entre  les  points  A'  et  G'. 
En  comparant  les  formules  (i),  (2),  (3)  et  (6),  (7), 
(8),  on  voit  encore  qu'on  a 

(9)  AA'.B'G'=  BB'.A'G'=:  CG'.A'B'. 

4°  Le  cercle  Ta  est  le  lieu  des  points  M  tels  qu'on  ail 

MB  _  c 
MC~  h' 
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OU 

èMB  =  cMC. 

Les  cercles  F^  et  Te  sont  susceptibles  de  définitions 
analogues.  Si  donc  1  est  l'un  des  points  de  rencontre  de 
ces  deux  derniers  cercles,  on  a 

aIA  =  bin  =  cIC, 

d'où  l'on  conclut  que  le  point  I  appartient  au  cercle  F^. 
De  même,  le  second  point  d'inlersection  J  des  deux 
cercles  F^  et  F^.  On  verra  plus  loin  que  les  points  I  et  J 
sont  réels. 

On  peut  remarquer  aussi  que,  B,,  Bo,  C,,  C2  étant 
les  points  analogues  aux  points  A^  et  A2,  les  trois  cercles 
Ta-,  Fô,  Fc  ontpourdiamètres  respectifs  les  diagonalesdu 
quadrilatère  complet  formé  par  les  quatre  droites  6,0,-42, 
G,  A,B2,  A,  B,  C2,  A2B2G0.  Il  en  résulte,  en  vertu 
d'un  théorème  bien  connu,  qu'ils  ont  deux  points 
communs. 

Gomme  les  trois  cercles  F^,  F^,  F^  coupent  ortho- 
gonalement  le  cercle  F,  le  centre  O  de  celui-ci 
appartient  à  leur  axe  radical  commun.  Les  trois  points 
O,  I,  J  sont  donc  en  ligne  droite. 

Gonsidérons  maintenant  une  inversion  de  pôle  A'  et 

de  puissance  A'A  ou,  plus  brièvement,  une  inversion 
par  rapport  au  cercle  F^.  Gherchons  l'inverse  du 
cercle  F^.  G'est  un  cercle  qui  doit  passer  par  les 
points  I  et  J,  communs  à  F^  et  à  F^,  et  par  le  point  G, 
homologue  du  point  B.  Ge  cercle  se  confond  donc 
avec  Te  On  voit  de  même  que  : 

Deux  quelconques  des  cercles  Ta.,  F^,  F^  sont  in- 
çèrses  par  rapport  au  troisième. 

Il  résulte  de  là  que  deux  de  ces  cercles  coupent  le 
troisième  sous   le   même  angle.   Autrement  dit,   leurs 
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tangentes,  en  l'un  de  leurs  points  communs,  sont  telles 
que  chacune  est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les 
deux  autres.  Cela  exige  nécessairement  que  : 

Les  trois  cercles  F^,  F^,  F^.  se  coupent  mutuellement 
sous  des  angles  de  60". 

On  voit  aussi  que  le  centre  de  cliacun  des  trois  cercles 
est  l'un  des  centres  de  similitude  des  deux  autres  [cela 
résultait  déjà  des  formules  (9)].  f^'examen  de  la  dis[)o- 
sition  des  trois  points  A',  B,  C  montre  que  le  premier 
et  le  troisième  sont  des  centres  de  similitude  externes^ 
et  que  le  second  est  un  centre  de  similitude  interne. 
Les  autres  centres  de  similitude  se  trouvent  aisément. 
Par  exemple,  le  centre  de  similitude  interne  des 
cercles  F^  et  F^  est  le  conjugué  harmonique  de  A'  par 
rapport  à  B'C.  11  est  donc  sur  la  polaire  du  point  A' 
par  rapport  à  l'angle  formé  par  les  deux  droites  BB'  et 
ce  (polaire  qui  se  confond  avec  celle  du  point  A'  par 
rapport  au  cercle  F).  Cette  polaire  est  la  droiie  qui 
joint  le  point  A  au  point  qui  divise  intérieurement  BC 
dans  le  rapport  y^-  C'est  donc,  en  vertu  d'une  pro- 
priété connue,  une  sy médiane  du  triangle  ABC. 

Remarquons  maintenant  que  le  cercle  BIC,  de 
même  que  tout  cercle  passant  par  les  points  B  et  C, 
coupe  orthogonalement  le  cercle  F«.  Les  cercles  (ilA, 
AlB  jouissent  de  propriétés  analogues.  Ils  se  coupent 
donc  mutuellement  sous  des  angles  de  60°.  Si  l'on  fait 
une  inversion  de  pôle  I,  transformant  les  points  A,  B, 
C  en  A",  B',  G",  la  droite  B'C  est  l'inverse  (Ju 
cercle  BIC,  etc.  Les  trois  droites  B"C%  C'A",  A"B"  se 
coupent  donc  mutuellement  sous  des  angles  de  60",  et 
le  triangle  A"  B"G"  est  équilatéral. 

5°  Les  points  1  et   J   sont  symétriques    par   rapport 
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à   B'C.    Donc   IJ   est    le    double    de    la   hauteur   du 
triangle  IB'C.  En   évaluant  de  deux  manières    diffé- 
rentes   l'aire   de    ce    triangle,    et  en  se  rappelant   que 
l'angle  B'tC  est  de  6o%  on  a 

|b'CMJ=^1B'.1C'. 
4  4 

Mais   IB'=B'B,  IG'=:G'C.   On  a  donc,   en   tenant 
compte  des  valeurs  (2),  (3)  et  (6), 

IJ  =  ^3     "^^^         ^^^c      (a^-—b'-)(a^—c^)  _    /- abc 

IJ  étant  réel,  les  deux  points  I  et  J  sont  aussi  réels 
(cas,  s'ils  étaient  imaginaires,  leur  distance  serait 
une  imaginaire  pure). 

Soit  D  la  distance  du   point  O  à  la   droite  A'B'C, 
On  a 

5.0  =  01-4-OJ. 

mais  01 .  OJ  =  R-\  R  étant  le  rayon  de  F,  et 

abc 


Donc 

|OI-OJ|  =  IJ  =  v'3  2^ 

Or 

P       abc 

S  étant  l'aire  du  triangle  abc. 
Finalement 

6''  Étant  donnés  les  points  A',  B',  G',  le  point  I,  tel 
que  les  angles  B'IG'  et  A'IB'  soient  de  60"  se  construit 
aisément.    On    connaît    donc   les   cercles    T^,    F*,    T^. 


(  89) 
Proposons-nous  alors  de  construire  le   triangle  ABC, 
Connaissant  le  rayon  R  du  cercle  F.  Le  centre  O  de  ce 
cercle  doit  appartenir  à  IJ,  et  être  tel  qu'on  ait 

OI.OJ=Rî. 

On  peut  donc  construire  le  point  O  de  deux 
manières. 

Le  cercle  F  étant  connu,  il  coupe  chacun  des 
cercles  F«,  F^,  F^  en  deux  points.  Ces  points,  associés 
convenablement,  donnent  deux,  triangles  ABC  satis- 
faisants. En  effet,  soit  B  l'un  des  points  où  F 
rencontre  F^.  Dans  une  inversion  par  rapport  au 
cercle  F^.  F  se  transforme  en  lui-même  et  F^  se  trans- 
forme en  Te.  Donc,  au  point  B  correspond  l'un  des 
deux  points  G  où  F  rencontre  F^.  De  même,  le  point  B 
détermine  sans  ambiguïté  le  point  A.  11  reste  à  vérifier 
que  AG  passe  bien  parB'.  Or  cela  résulte  immédiatement 
de  ce  queAA',  GG',  BB'  sont  les  tangentes  en  A,  G,  B 
au  cercle  F.  Les  deux  premières  rencontrant  les 
côtés  BG  et  AB  respectivement  aux  points  A'  et  G',  le 
point  de  rencontre  B' de  la  tangente  en  B  et  de  A' G' 
doit  nécessairement  appartenir  à  AG. 

En  résumé,  étant  donné  le  rayon  du  cercle  F,  on 
trouve  quatre  triangles  satisfaisants,  deux  à  deux 
symétriques  par  rapport  à  A'B'G'.  Si  l'on  fait  varier  R, 
on  trouve  une  infinité  de  triangles  répondant  à  la 
question. 


BIKLIOGIUIMIIE. 


Leçons  sur  la  dynamique  des  systèmes  matériels,  par 
Et.  Délassas.  —  Grand  in-8  de  421  pages  et 
i5  figures.  Paris,  A.  Hermannet  fils,  191 3.  Prix  :  i4'^'. 
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Ce  Cours,  que  M.  E.  Delassus  a  professé  pendant  plusieurs 
années  à  l'Université  de  Bordeaux,  comprend  «  l'exposition 
systématique,  avec  les  perfectionnements  résultant  de  travaux, 
récents,  des  théories  élémentaires  de  la  Mécanique  analy- 
tique^ c'est-à-dire  des  conséquences  de  l'équation  de  Dalem- 
bert,  à  la  'fois  au  point  de  vue  théorique  et  au  point  de  vue 
pratique  de  la  résolution  effective  des  problèmes  de  dyna- 
mique ».  Mais  sous  cette  apparence  modeste,  c'est  une  œuvre 
didactique  originale  et  forte,  appelée  à  devenir  rapidement  et 
à  rester  classique. 

La  iMécani^ue  analytique  est  essentiellement  l'étude  des 
systèmes  matériels  à  liaisons  ;  mais  la  notion  de  liaison  a  été 
laissée  pendant  un  siècle  dans  certain  vague,  jusqu'à  ce  que  la 
considération  des  mouvements  de  roulement  eût  amené  à 
reconnaître  que  les  liaisons  ne  pouvaient  pas  toutes  être 
exprimées  par  des  équations  finies  entre  les  paramètres  et  que 
certaines  se  traduisaient  par  des  relations  diûérentielles  non 
intégrables.  On  distingue  alors,  selon  le  mot  de  Hertz,  les 
systèmes  matériels  en  systèmes  holonomes  et  non  holonomes, 
les  équations  de  liaison  des  derniers  étant  linéaires  par  rapport 
aux  différentielles  des  paramètres.  Il  était  tout  indiqué  d'envi- 
sager des  liaisons  analogues,  mais  analytiquement  plus  com- 
plexes. Du  même  coup  se  posait,  plus  impérativement,  la  ques- 
tion de  la  réalisation  matérielle  de  ces  liaisons,  laquelle  peut  se 
faire  sans  adjoindre,  au  système  donné,  des  corps  auxiliaires 
(réalisation  directe)  ou  en  introduisant  de  tels  corps  (réalisa- 
tion indirecte,  où  le  système  proposé  devient  une  portion  d'un 
système  plus  étendu  soumis  à  des  liaisons  directes).  En  admet- 
tant que  le  système  auxiliaire  soit  sans  masse,  on  arrive  fina- 
lement à  des  équations  du  mouvement  dans  lesquelles  le  pro- 
cédé de  réalisation  des  liaisons  n'a  pas  laissé  de  traces.  Mais  la 
manière  dont  on  écritces  équations  implique  cette  définition  :  les 
liaisons  sont  réalisées  matériellement  quand  les  déplacements 
virtuels  du  système  considéré  comme  partie  d'un  système  plus 
complexe  sont  les  mêmes  que  ceux  définis  par  ses  équations 
de  liaisons. 

C'est  là  un  point  de  départ  qui  introduit  évidemment  un 
élément  étranger  à  la  notion  immédiate  et  intuitive  de  liaison. 
Aussi  M.  Delassus  ne  l'admet-il  pas  :  pour  luj,  «  les  liaisons 
sont  réalisées  par  l'adjonction  d'un  système  Si  quand,  des 
relations  entre  les  paramètres  de  S  et  Si  qui  expriment   les 
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liaisons  du  système  total,  ne  résultent  entre  les  paramètres 
de  S  que  les  relations  qui  exprimentlesliaisons  de  ce  système  ». 
Cette  définition  naturelle  (qui  peut  être  en  désaccord  avec  la 
précédente)  se  traduit  sous  forme  analytique  générale,  et  elle 
permet  d'obtenir  une  exposition  tout  à  fait  logique,  évitant  les 
paradoxes. 

A  un  autre  point  de  vue,  dans  l'étude  des  liaisons  unilaté- 
rales, on  admet  d'ordinaire  «  comme  évidente  la  cessation 
effective  et  simultanée  de  plusieurs  contacts  dont  les  réactions 
sont  négatives  ».  C'est  là  un  postulat  inadmissible,  ainsi  que 
le  montre  M.  Delassus  qui  rectifie  ainsi  toute  une  importante 
théorie. 

Il  fallait  commencer  par  indiquer  ces  choses  de  fondation, 
qui  caractérisent  le  présent  Livre,  quoique  l'Ouvrage  entier 
fût  très  personnel.  C'est  un  cours  de  Licence  qui  s'adresse  à 
des  étudiants  sortant  du  cours  de  Mathématiques  générales, 
et  qui  comprend,  groupées  autour  de  la  Mécanique  analytique, 
toutes  les  notions,  théories  et  questions  qui  figurent  au  pro- 
gramme traditionnel  de  Mécanique  rationnelle. 

Les  dix-huit  Chapitres  pourraient  former  quatre  Parties. 

La  première  Partie  comprend  des  compléments  de  cinéma- 
tique, des  généralités  sur  les  systèmes  matériels  (liaisons, 
quantités  de  mouvement,  forces  d'inertie,  travail,  forces  vives), 
l'établissement  des  équations  générales  du  mouvement  des 
systèmes  holonomeset  non  holonomes  (principe  de  Dalembert, 
équations  de  Lagrange,  de  M.  Appell,  canoniques,  équation  de 
Jacobi,  généralisations  ;  équations  spéciales  du  mouvement 
d'un  corps  solide),  l'étude  de  l'équilibre  et  des  petits  mouve- 
ments de  ces  systèmes. 

La  seconde  Partie  aurait  pour  objet  l'intégration  des  équa- 
tions obtenues  :  elle  n'est  pas  tout  à  fait  du  domaine  de  l'Ana- 
lyse, à  cause  de  caractères  spéciaux  à  ces  équations.  On  envi- 
sage successivement  les  procédés  d'obtention  d'intégrales 
premières(intégrales  linéaires,  intégrale  des  forces  vives  géné- 
ralisée), les  principaux  cas  de  réduction  et  d'intégration  par 
quadratures  des  équations  du  mouvement  d'un  système  holo- 
nome,  et  enfin  l'étude  approfondie  du  cas  régulier  d'intégra- 
gration  par  quadratures. 

La  troisième  Partie  est  formée  de  divers  compléments  dont 
certains  montrent  bien  la  destination  de  l'Ouvrage  :  l'impor- 
tante question  des  liaisons  unilatérales,  les   mouvements   en 
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tenant  connpte  de  la  rotation  de  la  terre,  les  percussions  et 
chocs,  l'équilibre  des  fils  flexibles  et  inextensibles,  et  enfin  la 
brève  synthèse  des  beaux  travaux  de  l'Auteur  sur  la  dyna- 
mique et  la  statique  des  systèmes  soumis  à  des  liaisons 
d'ordre  diiïérentiel  quelconque. 

Enfin  la  quatrième  Partie  a  un  caractère  essentiellement 
pratique  :  une  série  habilement  graduée  d'une  quarantaine 
d'exercices,  la  plupart  nouveaux,  apprend  à  l'étudiant  comment 
on  aborde  et  l'on  creuse  un  problème  de  Mécanique  :  le  lecteur 
est  mené  jusqu'au  seuil  du  Concours  d'Agrégation.  Par  ce 
report  des  applications  à  la  fin  du  Livre,  l'exposition  des 
théories  a  gagné  en  unité  et  en  clarté. 

Nous  ne  saurions  trop  recommander  aux  étudiants  en 
Mathématiques  des  Facultés  de  lire  et  de  méditer  cet  Ouvrage 
à  la  pensée  forte,  qui  les  fera  sortir  des  sentiers  de  la  Tradition. 

A.  Boulanger. 


CEKTIFIC4TS  DE  i\IÉC4\IQlË  RATIOMËLLE. 


Caen. 


Épreuve  théoriqle.  —  I.  Un  triangle  pesant  homo- 
gène ABC,  rectangle  en  A  et  isoscèle^  est  assujetti  à  se 
mouvoir  de  façon  que  la  droite  AB  glisse  sans  frottement 
sur  une  droite  horizontale  fixe  OX.  Un  point  matériel 
pesant  M  est  mobile  sur  l'hypoténuse  BG. 

i"  Équations  générales  du  mouvement  du  système. 

9."  Cas  particulier  où  les  vitesses  initiales  sont  toutes 
nulles,  le  triangle  ABC  étant  placé  au  début  du  mouve- 
ment dans  un planvertical et  au-dessus  de  V horizontale  OÏL, 
et  le  point  matériel  M  étant  alors  en  G.  Temps  mis  par  M 
pour  atteindre  B, 

3"  Reprendre  l'étude  du  cas  particulier  spécifié  dans  ^" 
en  supposant  qu'il  y  ait  frottement  du  triangle  sur  la 
droite  OX. 

II.  Petits  mouvements  d'une  barre  AB  autour  de  sa 
position  d'équilibre. 
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La  barre  est  mobile  dans  un  plan  vertical  V  autour  de 
son  extrémité  A,  supposée  fixe;  son  extrémité  B  est  attirée 
proportionnellement  à  la  distance  par  une  horizontale  xy 
située  dans  le  plan  V  et  au-dessus  de  A;  un  point  déter- 
miné G  de  la  barre  est  attiré  proportionnellement  à  la 
distance  par  un  point  fixe  D  situé  sur  la  droite  d'inter- 
section du  plan  V  avec  le  plan  horizontal  passant  par  A. 
La  barre  est  pesante  et  homogène. 

On  donne  : 

i"  Le  poids  de  la  barre ^  égal  à  60''°; 

2"  La  valeur  de  la  force  attractive  exercée  par  D  sur  G  : 
cette  attraction  est  de  ^o^^  quand  la  barre  AB  est  verticale; 

3°  L'angle  de  la  barre  avec  l'horizontale  xy  dans  sa 
position  d'équilibre  :  cet  angle  est  de  3o"; 

4"  Les  longueurs 

AD  =  o'",6o;         AG  =  i'",2o;         GB  =  2'",8o, 

et  la  distance,  égale  à  1  '",  80,  du  point  A  à  l'horizontale  xy. 

Cas  où  les  divers  points  de  la  barre  subissent  en  outre 

une  résistance  proportionnelle  aux  masses  et  aux  vif  esses. 

Épreuve  pratique.  —  Dans  une  poutre  ayant  la  forme 
d'un  triangle  isoscèle  ABG,  on  désigne  par  B  le  sommet 
d'où  partent  les  deux  côtés  égaux.,  et  par  D  le  milieu  de 
la  base  AG;  les  côtés  égaux  BA,  BG  sont  constitués  chacun 
par  une  tige^  la  base  AG  par  deux  tiges  en  prolongement 
articulées  en  D,  et  les  points  ^  et  Y>  se  trouvent  reliés  par 
une  cinquième  tige. 

Cela  étant.,  on  suppose  qu'une  grue  est  formée  de  la 
poutre  ABGD^  mobile  dans  un  plan  vertical  autour  du 
point  fixe  D,  et  rattachée  par  une  chaîne  AE  au  point 
fixe  E,  situé  au-dessous  du  point  D  sur  la  verticale  passant 
par  D.  La  poutre  est  munie  d'un  système  de  trois  poulies^ 
la  première  au  point  fixe  D,  la  deuxième  au  sommet  G, 
la  trjoisième  formant  avec  la  poulie  G  un  palan  et  égale 
à  la  poulie  G.  La  charge^  égale  à  20oo''«.  s'exerce  en  G 
par  l'intermédiaire  du  palan.,  et  la  puissance  s'exerce 
verticalement  sur  la  poulie  D;  on  néglige  le  frottement 
et  le  poids  de  la  grue.  Les  dimensions  de  l'appareil  sont  : 

DA  =  DG==DE  =  3",  60, 
AE  =  4'",       BD  =  i'",8o. 
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i"  Déterminer  la  charge  totale  de  V articulation  G,  du 
point  fixe  D,  et  la  tension  de  la  chaîne  AE. 

2"  Déterminer  les  tensions  et  compressions  des  différentes 
barres  constituant  la  poutre  (BA,  BG,  DB,  DG,  DB). 

Epure  à  l'échelle  de  -^  pour  les  longueurs^  et  de  i""" 
par  13^^  pour  les  forces. 

Une  feuille  d'explications  devra  être  jointe  à  V épure. 

(Juin  191 3.) 

Clermont. 

Épreuve  théorique.  —  Un  disque  circulaire  homogène 
pesant  est  attaclié,  par  deux  points  G  et  G  diamétralement 
opposés.,  à  deux  fils  élastiques  identiques  GAB  et  G'A'B'. 
Le  premier  fil  passe  en  A  entre  deux  petites  poulies  sans 
frottement  que  l'on  considère  comme  sensiblement  réduites 
au  point  A.  Son  autre  extrémité  est  fixée  au  point  B  tel 
que  la  longueur  naturelle  du  fil  soit  AB.  Il  en  va  de 
même  pour  le  second  fil,  A  <?/"  B  étant  seulement  remplacés, 
par  les  points  A',  B'  symétriques  des  précédents  par  rapport 
à  O,  les  cinq  points  A,  B,  A',  B',  O  étant  d'ailleurs  sur  une 
même  horizontale  Ox.  La  tension  de  chaque  fil  pour  un 
allongement  r  à  partir  de  la  longueur  naturelle  est  <  /c/*, 
k  désignant  un  coefficient  constant.  Cela  posé  : 

1°  On  abandonne  le  disque  sans  vitesse  initiale  à  partir 
d'une  position  quelconque  située  dans  le  plan  vertical  qui 
passe  par  Ox.  Trouver  et  étudier  son  mouvement. 

1°  Quelle  doit  être  la  position  initiale  du  disque  pour 
que  son  orientation  ne  change  pas  dans  le  cours  du  mou- 
vement ?  Pour  une  position  initiale  convenable^  le  disque 
effectue  de  petites  oscillations  autour  de  son  centre.  Quel 

GG' 
doit  être  le  rapport  -r-^,  pour  qu'elles  aient  même  période 

A  A. 

que  le  mouvement  du  centre?  Où  doit  alors  se  trouver 
primitivement  ce  centre  pour  que  le  disque  ne  rencontre  à 
aucun  moment  les  poulies  A  et  A'  ?  Peut-on  toujours 
trouver  une  telle  position  ? 

3°  Trouver  les  deux  positions  d'équilibre  du  disque. 
Prouver  que  l'une  est  stable  et  l'autre  instable.  La  position 
initiale  étant  supposée  très  voisine  de  la  position  d'équi- 
libre stable.,  étudier  les  petits  mouvements  du  disque. 
Montrer  que  chaque  point  est  animé  sensiblement   d'un 
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mouvement  vibratoire  simple  et  rectiligne.  Enjin,  prouver 
que  ces  petits  mouvem^ents  peuvent  être  réalisés  par  le 
roulement  infiniment  petit  périodique  d'un  cercle  concen- 
trique au  disque  sur  une  droite. 

N,  B.  —  On  supposera  les  points  C  et  G',  où  viennent 
s'attacher  les  fils^  de  part  et  d'autre  du  plan  du  disque^ 
mais  très  voisins  de  celui-ci,  de  manière  que  les  fils  ne  se 
gênent  pas  dans  les  mouvements  du  disque. 

ÉpREUVK  PRATIQUE.  —  Un  plan  incliné  fait  lo**  avec  le 
plan  horizontal.  Un  point  pesant  est  lancé  sur  ce  plan 
avec  une  vitesse  de  i'"  par  seconde  dans  une  direction 
faisant  l'angle  ^^  avec  la  ligne  de  plus  grande  pente 
descendante.  Il  frotte  suivant  un  coefficient  de  frottement 

égal  à  -  ' 

i'*  Calculer  en  fonction  de  o  la  durée  T  du  mouvement 
et  la  position  du  point  d'arrêt  P. 

•i"  Etudier  les  variations  de  T  et  construire  le  lieu  de  P 
quand  cp  croit  de  o  à  tz.  On  calculera.,  en  particulier.^  les 
positions  la  plus  haute  et  la  plus  basse  de  P,  à  {"'"près,  et 
l'angle  ^ pour  lequel  le  point  P  est  au  même  niveau  que 
la  position  initiale,  à  i  minute  près.  On  calculera  égale- 
ment, à  j-^  de  seconde  près,  le  maximum  et  le  minimum 
de  T. 

N.  B.  —  L'accélération  de  la  pesanteur  est  9™,  80. 

(Juin  1912.) 


OlIES^lo^s. 

2214.   Démontrer   l'identité  suivante,  où  p  est  entier  et  m 
quelconque 

[xP        pxP-'^{\-\-x)  p  {p  —  l).  .  .  I.(  I  -t-^)/'"! 

m  m  {m  —  i  )  '  *  '         m{m  —  i)..  .{m  — p)  \ 

m  [m  —  1  ) . .  .  (  m  —  p)  .  . 


avec 


.  m  .         m  (m  —  i ) 

Ai=— ,  A2= — ^ - 

1  i  .À 
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Pour  m  entier  et  p  ^m,  il  faut  faire  entrer  le  facteur  m  —  m 
dans  la  parenthèse,  simplifier  comme  si  ce  facteur  n'était  pas 
nul,  et  faire  ensuite  m,  —  m  =  o. 

Quel  résultat  obtient-on  en  supposant  que  m,  d'abord  quel- 
conque, tend  vers  le  nombre  entier  [Jt.,  avec  /?  ^  |jl  ? 

G.   FONTENÉ. 

v  2215.  Les  tangentes  communes  intérieures  à  trois  cercles 
d'un  même  plan,  pris  deux  à  deux,  sont  tangentes  à  une 
conique,  homofocale  à  une  conique  inscrite  au  triangle  qui  a 
pour  sommets  les  centres  des  trois  cercles.  Thié. 

2216.  On  sait  que  Ton  appelle  anneau  le  volume  engendré 
par  le  segment  compris  entre  un  arc  de  courbe  AB  et  sa 
corde,  tournant  autour  d'un  axe  X  situé  dans  son  plan  et  ne  le 
rencontrant  pas;  la  distance  des  projections  orthogonales  des 
points  A  et  B  sur  l'axe  X  est  la  hauteur  de  cet  anneau. 
Démontrer  que,  si  l'arc  AB  appartient  à  une  conique  admet- 
tant X  pour  axe  de  symétrie,  le  centre  de  gravité  de  l'anneau 
est  le  milieu  de  sa  hauteur.  M.  d'Ocagne. 

2217.  Soit  PP'  un  diamètre  variable  d'une  ellipse  de  foyers 
F,  F'.  PFet  PF'  rencontrent  l'ellipse  en  M  et  M';  MF'  et  M' F 
se  rencontrent  en  Q;  PQ  rencontre  FF'  en  K  et  MM'  en  L. 
Montrer  que  : 

1°  La  tangente  en  P'  et  MM'  se  rencontrent  en  R  sur  FF'; 

1°  La  droite  MM'  enveloppe  une  ellipse,  et  L  est  le  point  où 
MM'  touche  son  enveloppe; 

3"  Le  lieu  de  Q  est  une  ellipse  de  foyer  F  et  F'; 

4"  Chacune  des  droites  PQ  et  P'Q  est  normale  à  une  ellipse 
fixe.  E.-N.  Barisien. 

2218.  Quand  deux  normales  MP,  MQ  à  une  ellipse  abaissées 
d'un  point  M  sont  rectangulaires  :  i"  la  droite  RS,  qui  joint 
les    pieds    R    et  S    des    deux   autres  normales   issues    de    M, 

j!.^t  K  ^Z      ^^^  *^®^'^  ^"^  '^^  ^^^^  interceptent  sur  cette  droite  une  longueur 
'  constante  égale  au   rayon  du    cercle  orthoptique  à  l'ellipse; 

a"  la  droite  PQ  enveloppe  une  ellipse  et  la  touche  en  son  point 
de  rencontre  avec  RS.  E.-N.  Barisien. 
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[0»2e] 
m\  LIÎS  COIRBES  DE  DUPORCQ  ET  DE  iMA^MIEIM  {'); 

Pak  m.  F.  BALITRAND 


Les  courbes  de  Duporcq  sont  caractérisées  par  la 
propriété  suivante  : 

Leurs  normales  déeoapent  sur  une  droite  fixe  des 
segments  proportionnels  aux  arcs  décrits  par  leurs 
points  d^ incidence. 

Les  courbes  de  Mannheim  par  celle-ci  : 

Le  rapport  entre  le  rayon  vecteur  issu  d\in  pôle 
fixe  et  le  rayon  de  courbure  est  constant  pour  tous 
les  points  d' une  telle  courbe . 

La  liaison  cinématifjue  entre  les  deux  familles  de 
courbes  s'établit  par  le  théorème  ci-après  : 

Si  une  courbe  de  Mannheim  roule  sur  une  de  ses 
tangentes^  son  pôle  décrit  une  courbe  de  Duporcq . 

Cette  proposition  résulte  immédiatement  de  la  cons- 
Iruction,  donnée  par  Mannheim,  du  centre  de  courbure 
d'une  courbe  de  Duporccj  ;  mais  on  peut  aussi  l'établir 
i>éométriquenient  d'une  façon  directe. 

A  cet  effet,  soit  O  le  pôle  d'une  courbe  de  Mannbeim 
et  M  un  de  ses  points.  Menons  la  tangente  MT  en  ce 
j)()int.  Prenons  sur  la  courbe  un  point  M',  infiniment 
voisin  du  point  M,  et  sur  la  tangente  un  point  M,  tel  que 
MM,  =  arc  MM'.   Si  la  courbe   roule   sur  la  droite,  le 


(')  Voir  ?^ouveltes  Annales,  1902,  p.  181-1S4,  337-343  et  'iSi-482 
Ànii.  de  M athéniat.,  V  série,  t.  XIV.  (Mars  1914.)  7 
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point  M',  après  un  déplacement  infiniment  petit,  vien- 
dra en  Ml  et^  en  même  temps,  le  point  O  viendra  en  O, . 
On  a 

arcOOi=  OMx  OMO^. 

Mais  l'angle  0M0<  n'est  autre  que  l'angle  M'MM,  ; 
c'est-à-dire  que  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  au 
point  M.  Il  est  donc  égal  à 

P  P  P 

p    désignant    le   rayon   de    courbure    de  la    courbe   au 

point  M.   Par  hypothèse,    —  est   constant  ;  donc  -rrrr- 

^  -^^  p  '  MiMi 

l'est  aussi.  D'autre  part^  0<  M,  est  la  normale  en  0|  à 
la  courbe  lieu  du  point  O,  qui,  par  suite,  est  bien  une 
courbe  de  Duporcq. 

Gela  posé,  prenons  comme  axes  de  coordonnées 
mobiles  la  tangente  O^  et  la  normale  Oy  à  la  courbe, 
lieu  du  point  O  et  rappelons   les  formules  de  Cesàro  : 

ùx  _  dx  y  8j'        dy        x 

ds         ds  p  ds  ~  ds         p 

X  el  y  désignant  les  coordonnées  d'un  point  du  plan 
par  rapport  aux  axes  mobiles  ;  les  caractéristiques  o 
et  d  se  rappoitent  au  déplacement  absolu  et  au  dépla- 
cement relatif  du  point  (x,  y)  ;  l'arc  s  delà  courbe  (O) 
a  été  choisi   [)our  variable  indépendante. 

Soit  P  le  point  où  la  normale  0/  rencontre  la  droite 
fixe  que  nous  appellerons  désormais <:i?//'<?c^/'/ce.  Dési- 
gnons par  A  le  segment  OP.  Les  formules  précédentes 
appliquées  au  |)oinl  P  (  o,  X)  donnent 

ds  p  ds 
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auxquelles  il  faut  joindre,   puisque    le  point  P  décrit 
une  droite, 

k  désigne  le  rapport,  constnnt  par  hypothèse,  des  arcs 
décrits  par  les  points  P  et  O  ;  Q  représente  l'angle  de 
la  directrice  avec  la  tangente  Ox. 

Ces  formules  suffisent  pour  l'étude  des  courbes  de 
Duporcq.  La  première  des  relations  (i)  conduit  immé- 
diatement à  la  construction  du  centre  de  courbure 
donnée    par   Mannheim  (Nouvelles    Annales^     1902, 

p.  337). 

Sur  la  perpendiculaire  élevée  en  P  à  la  direc- 
trice prenons  PQ  =  A'.OP.  La  droite  OQ  coupe 
en  II  la  parallèle  à  Ox  menée  par  P;  la  parallèle 
à  PQ,  menée  par  R^  rencontre  la  normale  Oy  au 
centre  de  courbure  C. 

Soit  G  la  projection  du  point  O  sur  OP.  On  a 

(3)  OG  =  X-A-Xcos  0=  —, 

p 

d'où  une  nouvelle  construction  du  centre  de  courbure. 

Sur  GQ  prenons  Qi  telque  OQi=:  OP;  la  perpen- 
diculaire élevée  en  Q,  à  OQi  passe  au  centre  de  cour- 
bure C. 

On  peut  encore  remarquer  .qu'en  appelant  P^  le 
svméirique  de  P  par  rapport  à  O,  les  quatre  points  Pi, 
G,  P,  C  foi  ment  une  division  harmonique. 

En  dillcrentiant  la  première  des  relations  (1)  cl  tenant 
compte  de  la  seconde,  on  arrive  à  l'équalion 

2  a'       p' 
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ou  bien 

a  désignant  une  constante.  Cette  formule  est  due  à 
Duporcq.  11  estintéressant  de  rechercher  la  signification 
géométrique  de  la  constante  a.  La  formule  (3)  montre 
que  a  =  OG  et  par  conséquent  que  OG  est  une  cons- 
tante. Ainsi  : 

La  projection  du  point  Q  sur  la  no i- maie  décrit 
une  courbe  parallèle  à  la  courbe  (O). 

Les  coordonnées  du  point  Q  sont  : 

X  =  kX  sin  6  =  XX',         y  =i  a. 

De  la  relation  X^  ^  y^  q^  déduit 

2XX'=ap'==a^, 

P 

et,  par  suite,  la  droite  OO  a  pour  équation 

2p 

J=   -fx, 

Pl 

p,  désignant  le  layon  de  courbure  de  la  développée 
de  O.  La  droite  OQ  passe  donc  par  le  milieu  de  ce 
rayon  de  courbure  et  par  suite  : 

Le  rayon  de  courbure  de  la  développée  de  (O) 
s^obtient  en  doublant  le  segment  déterminé  sur  la. 
normale  à  cette  développée  par  la  droite  OQ. 

En  additionnant  les  formules  (i)  a])rès  les  avoir 
élevées  au  carré,  et  tenant  compte  de  X^^rap^  on 
arrive  à 


ds  )         \         X 
ou  bien 

(4)  ds  '^'^ 


/A2X2— (X  — a)2 


(    'o.   ) 

Celle  relation  est  due  à  Duporcq.  Elle  peut  toujours 
être  intégrée  et  en  j  remplaçant  ensuite  X  par  y/ao  on 
obtient  l'équation  intiinsèque  des  courbes  en  question 
sous  forme  finie.  Le  résultat  est  assez  compliqué.  La 
marche  suivie  ici  a  l'avantage  de  mettre  en  évidence  la 
signification  géométrique  des  constantes  de  l'équa- 
tion (4). 

Par  un  point  fixe  I  menons  des  rayons  vecteurs  égaux 
et  parallèles  aux  segments  de  normales  d'une  courbe  de 
Duporcq,  compris  entre  la  courbe  et  sa  directrice,  el 
proposons-nous  d'étudier  la  courbe  lieu  des  extrémités 
de  ces  segments. 

Nous  emploierons  des  coordonnéespolaires;  le  point  I 
étant  le  })ôle,  l'axe  polaire  étant  parallèle  à  la  directrice, 
et  nous  désignerons  par  w  l'angle  polaire, 

11  est  commode  d'employer  les  valeurs  de  X,  V,  X", ..., 
p,  p,,  P2  en  fonction  de  l'angle  9. 

Ces  valeurs  sont  les  suivantes  : 


<i0  _  ^,  _        I  —  k  cos 


ds  a 


dl        .,       ,    .    ^ 


I  —  /c  cos  6  ds 

d'-\_.„_       /c  cos  6(1  —  A- cos  0) 

11^-^  -  â ' 

dp  ,  2/isinO 


>         -71=9  = 


■^       (i  — Â:cosO)2'  ds       ^        i— ÂrcosO 

_      '2/fasinO  _2/ia(/f — cosO -f- 2  ^^sinsô) 

P*  ~  {î  —  kcosO)^'  ^^  ~  (i_A-cosO)i 


On  a  aussi 


d\  _  d\  A-  a  sin  0 


dbi  ^  ds  (i  — /:cose)2 

Gela  posé,  l'angle  que  fait  la  tangente  en  un  point  de 
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la   courbe    avec    le    rayon    vecleur  est   donné    par   la 

formule 

kdM  I  — A-cos6 

Mais  si  l'on  appelle  o  l'angle  que  la  normale  de  la 
courbe  deDiiporcqcorrespondante  fai tavec la  droite  OQ, 
le  triangle  OGQ  donne 

=  tang 
donc 


GQ 

ÂrsinO 

GO  ~ 

I  —  ^cosO 

tangV  = 

—  cottp  = 

,„g(=f-^) 


et    la    tangente    cherchée     est    perpendiculaire    à    la 
droite  OQ. 

Le  rayon  de  courbure  est  donné  par  la  formule 


R  = 


Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  expres- 
sion se  calculent  aisément  en  fonction  de  9,  et^  après 
quelques  réductions,    on   arrive    à    la    valeur   suivante 
pour  R  : 
(5)  R  " 


cos^  cp 


Par  suile,  si  l'on  projette  G  en  G,  sur  OQ,  puis  G, 
en  G2  sur  OP,  et  enfin  G2  en  G3  sur  OQ^  le  segmentOGs 
est  égal  au  rayon  de  courbure  R. 

Passons   maintenant    aux    courbes    de     Mannheim. 
Soient  O  le  pôle  et  M  un  point  de  la  courbe  (M).  Prenons 
pour  axes  de  coordonnées  mobiles  la  tangente  M^  et  la 
normale  My  en  M  à  la  courbe  (M). 
-    Des  formules  de  Cesàro  on  déduit,  pour  expiimer 
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les  conditions  de  fixité  du  point  {x^y),  les  conditions 


dx  _  y  dy  _       x 


ou  en  coordonnées  polaires  (/",  h) 

dr  ^  sinO        f/0        I 

—r  = — cosO,  =  —, — 1 • 

ds  r  ds         p 

En  les  appliquant  au  pôle  O,  et  en  tenant  compte  de 
la  relation  p  =  A/*,  on  obtient  successivement  : 

dp  dr 

-f-    =k  -r  =  —  ACOS0, 

ds  ds 

rfe  A-sinO  — I 


dp  k  p  cos6 

dp         k  cos  0  ^Q  _ 
p         A  sin  6  —  i 


d'où,  par  intégration  de  cette  dernière. 
(6)  p  (Asin  6  — i)  =  a, 


a  désignant  une  constante. 

On  arrive  aussi  aisément  à  la  relation 


m-'-- 


ou  bien 

(7)  às  = 


ds  I 

p  dp 


^/,-îp2_(p_|_a)-2 


qui  n'est  autre  que  l'équation  dilTérentielle  intrinsèque 
des  courbes  de  Mannheim.  Elle  peut  toujours  se  mettre 
sous  forme  finie,  mais  elle  est  alors  assez  compli(piée. 
Elle  se  simplifie  loisfpie  /r  =  i .  En  faisant  le  cliange- 

it  de  variable  \/2p-l-a=  *,  on   arrive  aisément  à 


mcni 
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l'expression 

(p  —  a    s/i  0 


3\/ —  a 

On  peut  encore  remarquer  que  l'équation  (7)  est  iden- 
tique à  celle  qui,  pour  les  courbes  de  Duporcq,  relie 
l'arc  de  la  courbe  au  segment  de  normale  compris  entre 
la  directrice  et  le  point  d'incidence. 

Les  développées  des  courbes  de  Mannlieim  ont  une 
équation  intrinsèque  remarquable.  Les  formules  qui 
permettent  de  passer  d'une  courbe  à  sa  développée  sont 
les  suivantes  : 

dp 

en  les  appliquant  à  l'équation  (7),  on  obtient  : 

Pi  =  (A-^ —  i)  s\  —  2  asx  —  a"^. 

Ces  courbes  sont  des  épicycloïdes  ou  des  hypocjcloïdes. 
Pour/:=  I,  on  aune  développante  de  cercle.  Ainsi: 

Les  courbes  de  Mannlieim  sont  des  développantes 
d^épi-  ou  d' hypocycloïdes. 

La  formule  -/  =  —  k  cos  9  peut  s'écrire 

pi  -H-  /i  p  COS  0  =  0. 

Or,  si  l'on  projette  le  centre  de  courbure  G  en  y  sur 
le  rayon  vecteur,  on  a  Cy  =  p  cos  8  ;  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  développée  de  (M)  est  donc  égal  à  A"  foisCy. 

La  relation  p(A'sin9 —  \)  =:  a  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

(8)  /c(p  sin  e  — /■)  =  «. 

Elle   nous  montre   que  le   point  y  décrit  un  cercle  de 
centre  O  et  de  rayon  a.  Ce  théorème  est  dû  à  Mann- 
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heim  et  l'équation  (8)  fournit  une  interprétation  géomé- 
trique de  la  constante  d'intégration  a. 
La  même  relation  peut  encore  s'écrire 

kr  sin  6  —  r  =  —, 

OU,   en  appelant  p  la  distance   du   pôle  à   la   tangente 

en  M, 

a 

r  =  kp  —  -  . 

Les  courbes  de  Mannheim  sont  donc  caractérisées  par 
la  propriété  suivante  : 

Il  existe  une  relation  linéaire  entre  les  distances 
du  pôle  à  un  point  de  la  courbe  et  à  la  tangente  en 
ce  point. 

Cela  va  nous  permettre  de  trouver  l'équation  diffé- 
rentielle de  ces  courbes  en  coordonnées  polaires. 

Prenons  pour  origine  le  pôle  et  pour  axe  polaire  une 
droite  quelconque  passant  par  ce  point.  Soit  to  l'angle 
polaire.  En  remarquant  que  0  désigne  l'angle  de  la  tan- 
gente à  la  courbe  avec  le  rayon  vecteur^  on  a 

r  dhi 
p  =  r  sin  G,  sin  6  =    /  ,  ,         ,=7=^  • 

On  en  déduit  sans  peine 

'  dr^  -+-.  r^  doi^         \  k 

d'où 

(9)  dixj  =  /  =^ 

c'est  l'équation  différentielle  cherchée. 
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Il  est,  d'autre  part,  évident  que,  pour  toute  courbe  de 
Mannheim  : 

//  existe  une  relation  linéaire^  en  chacun  de  ses 
points^  entre  le  rayon  de  courbure  et  la  distance  de 
la  tangente  à  un  pôle  fixe. 

Divisons  (9)  par  (7),  après  avoir  remplacé  /•  par  ^  , 

nous  obtenons 

doi        I         a 

ds        ,0        p"^ 

Les  courbes  de  Mannheim  sont  donc  un  cas  particu- 
lier de  celles  qui  ont  été  étudiées  par  M.  Haag  {Nou- 
velles Annales^    i9i3,   p.  Sg-  et  suiv.).  Elles  corres- 

()ondent  au  cas  où/*(p)  = 


I         a 
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SUR  LE  ?mi  DE  FEUERIUCH;  ^ 

Par  m.  V.  THÉBAULT, 

Professeur  à  Ernée  (Mayenne). 


L'une  des  plus  anciennes  constructions  du  point  o 
de  contact  des  cercles  inscrit  T  et  des  neuf  points  co  d'un 
triangle  est  due  au  géomètre  Hamilton.  Elle  est  bien 
connue  et  deux  démonstrations  géométriques  en  ont  été 
données  dans  ce  journal  par  Gérono  en  i865  et  Canon 
(Mannheim)  en  igoS. 

Entre  ces  deux  démonstrations  sont  parues  dans 
diverses  Revues  des  propriétés  fondamentales  du  point 
o  dont  les  deux  plus  importantes  qui,  à  notre  avis, 
constituent  l'essentiel  actuellement  connu  sur  la  ques- 
tion, sont  les  suivantes  : 
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1°  Le  point  de  Feaerhach  est  le  centre  de  l  hyper- 
bole équilatère  qui  passe  par  les  sommets  d^ un 
triangle  ABC  et  le  centre  1  du  cercle  inscrit  ('). 

2"  Le  point  de  Feuerbach  est  le  foyer  de  la  para- 
bole qui  admet  le  triangle  ABC  comme  triangle 
conjugué  et  qui  admet  pour  directrice  la  droite  01 
qui  joint  les  centres  des  cercles  circonscrit  et  inscrit. 
Cette  parabole  est  cV  ailleurs  inscrite  dans  le  triangle 
qui  a  pour  sommets  les  milieux  A, ,  B, ,  C,  des  côtés 
du  triangle  ABC  {'^). 

Nous  nous  proposons  d'utiliser  ces  deux  lliéorèmes 
pour  donner  de  la  conslruction  d'Hamilton  deux 
démonstrations  élémentaires  qui  sont  peut-être 
nouvelles  et  qui  ont  l'avantage  d'être  plus  simples  que 
celles  rappelées  ci-dessus.  Ces  démonstrations  nous 
conduiront  de  plus  à  quelques  propriétés  qui  n'ont 
peut-être  pas  été  présentées  aux  lecteurs  de  cetteRevue, 

1.  Rappelons  ce  théoième  énoncé  par  M.  Th.  Lemojne 
[Nouvelles  Annales ^  Ï904): 

Si^  étant  donné  un  triangle  ABC  inscrit  à  une 
conique  2:^,  on  projette  un  point  quelconque  V  de  cette 
conique  sur  les  côtés  du  triangle^  en  Q,  R,  S,  le 
cercle  QRS  est  orthogonal  à  un  cercle  fixe.,  réel  ou 
imaginaire.  Quand,  en  particulier,  la  conique  2  est 
une  hyperbole  équilatère^  le  cercle  QRS  passe  par 
le  centre  de  cette  hyperbole.. 


(')  Lkmoine,  Association  française  pour  l'Avancement  des 
Sciences,  1889,  P*  ^oS.  —  Cn.  Michkl,  Journal  de  Matliématiques 
spéciales  de  G.  de  Longcliamps^  janvier  1895. 

(^)  Cii.  Michel,  Journal  de  Mathématiques  spéciales  de  G. 
de  LongchampSy  janvier  189.').  —  Bouvaist,  Nouvelles  Annales^ 
1906,  p.  5io.  —  V.  TnÉBAULT,  Nouvelles  Annales,  1910,  p.  2~b. 
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Dans  un  triangle  ABC  {fi g-  i),  traçons  les  perpen- 
diculaires AmM  et  AnN  sur  les  bissectrices  Bl  et  CI, 
m,  Az,  M,  N  étant  les  intersections  de  ces  perpendicu- 

Fie.  I. 


laires  avec  BI,  CI  et  BC.  Soient  A',  B',  G  les  pieds  des 
hauteurs,  D,  E^  F  les  contacts  du  cercle  inscrit  avec 
BC,  CA,  AB. 

D'après  le  théorème  de  M.  Lemojne,  le  cercle  des 
neufs  points  m'  du  triangle  AMN  passe  au  point  cp  de 
Feuerbach  du  triangle  ABC.  Il  contient  aussi  le 
point  de  contact  D  qui,  visiblement,  est  milieu  de  MN. 

Le  cercle  a  circonscrit  au  triangle  Amn,  de  diamètre 
AI,  passe  en  E  et  F  ;  il  est  d'ailleurs  égal  à  m' .  Ces  deux 
cercles  a  et  to'^  passant  en  m  et  n^  sont  symétriques  par 
rapport  à  B<  d  qui  est  leur  axe  radical. 

Or  EF  étant  l'axe  radical  des  cercles  I  et  a,  le  point 
H,  commun  à  B,  Cj  et  EF,  a  même  puissance  par 
rapporta  I,  co'  et  a.  C'est  leur  centre  radical,  et  Do, 
corde  commune  à  I  et  to'^  passe  par  ce  point  H.  D'où  la 
construction  d'Hamilton  : 

Ladroite  ^  qui  j  oint  les  points  de  contact  avec  (I)  des 
côtés  AB,  AC  du  triangle ^  et  la  droite   qui  joint  les 
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milieux  de  ces  côtés  se  coupent  en  un  point  H  :  la 
droite   DH   rencontre    le  cercle  (I)   au  point  cp    de 
Feuerhach. 

Remarques.  —  a.  On  peut  obtenir  directement  que 
le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  AMN  passe  au 
point  cp,  sans  se  servir  du  théorème  de  M.  Lemojne. 

On  sait,  en  effet,  que  DE  contient  le  milieu  ni  de  AM 
et  que 

anole  DoA  =  • 

■2 

Il  suffit  donc  d'obtenir 

,      B  —  G 
anffle  D/?iA  — 


G        /     .       B\        B  — G 


/;i  DB  -  90''  —\—  (90"  -  -  ) 


h.  Le  triangle  AMN  donne  quelques  propriétés  inté- 
ressantes. L'orthocentre  K  de  ce  triangle  est  tel  que 
AK  =  2  ID  =  2/*,  r  étant  le  rayon  du  cercle  I  (car  I  est 
aussi  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  AMÎN).  La  droite 
cV Euler  IK  rencontre  donc  BC  en  un  point  P  de  V axe 
radical  du  cercle  inscrit  et  des  neuf  points  du 
triangle  ABC. 

La  figure  DIvK  (y  milieu  do  AfC).  étant  en  eflet  un 
parallélogramme, 

PD        PK       PA'  — 2 

PÂ;'"pr"'PD'  '^'''"'         PD=PA,xPV; 

A,I  passant^  comme  l'on  sait^  en  y  milieu  de  AK. 

c.  Soit  G  le  point  de  concours  des  médianes  du 
triangle  ABC;  traçons  AD'D,,  D'  étant  l'extrémité  du 
diamètre  DL  On  sait  que  DA,  =  A,  D,. 

IG  et  IK  rencontrant  AD,  respectivement  en  S  cl  K|, 


(   >>o  ) 
et  comme  A,l  est  parallèle  à  AD,, 

GS  ~  ^  ~  Gi  K  * 

G|  étant  l'intersection  de  IK  et  de  AD;  Slv  est  donc 
|)arallèle  à  GG|,  c'est-à-dire  à  BG,  et 

SDi=  DK  =  AD'=  D'K,. 

Gomme  I  est  le  milieu  de  DD'  : 

La  droile  d^Ealer  IK  da  triangle  AMN  est  la 
transversale  réciproque^  dans  le  triangle  DD'D,^  de 
la  droite  qui  joint  le  centre  de  gravité  G  au  centre  I 
du  cercle  inscrit  du  triangle  ABC. 

2.  Nous  avons  donné  en  octobre  191  i,  dans  le 
Journal  de  Vuibert^  le  théorème  r|ui  suit  et  qui 
complète  celui  énoncé  au  début  de  cette  Noie  : 

Les  côtés  du  triangle  quia  pour  sommets  les  points 
de  contact  D,  E,  F,  du  cercle  insciit  et  des  côtés  du 
triangle  ABC,  sont  tangents  à  une  parabole  dont  le 
foyer  est  le  point  ode  Feuerbàcli  et  la  directrice^  01. 

Considérons  la  droite  oD  ;  elle  est  bissectrice  de 
l' angle  \^'j^k! .  Enefiet,  le  cercle  des  neuf  poinis  de  AJ^C 
étant  tangent  en  cp  au  cercle  inscrit  I,  cpD  coupe  le  pre- 
mier au  point  homologue  de  D,  c'est-à-dire  au  point  de 
contactde  la  tangente  parallèle  à  BG.  Or,  cette  langenle 
touche  le  cercle  d'Euler  au  milieu  de  l'arc  A,  A'. 

Nous  allons  alors  établir  les  intéressantes  propriétés 
ci-dessous  : 

a.  Les  droites  qui  joignent  les  pieds  des  hauteurs    1 
du  triangle  \^(Z  au  point  de  Feuerbach  rencontrent 
respectivement  les  côtés  du  triangle  A,B,(i|  en  leurs 
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poinis  de  contact  avec  la  parabole  de  foyer  cp  et  de 
directrice  01. 

Traçons  c2J5i   perpendiculaire    sur    B^G,    jusqu'à    .la 
rencontre  avec  la  direclrice  01,  soit  K,  {fig-  2)  inter- 

Fiçr.  ■>.. 


section  de  B,C|  et  cpA'.  Il  suffit  de  prouver  que  l'angle 
O^K,  est  droir,  c'est-à-dire  que  R,pcp  =  KiM^S,  M  étant 
l'intersection  de  01  et  B,C|  ;  car  [3  étant  symétrique 
de  o  par  rapport  à  B,C,,  lv,[i  =  K,'j,  de  sorte  que  si 
OjâK.,  estdroit,  K,  appartient  à  la  parabole  de  foyer  o 
et  de  directrice  01. 
Or,  nous  savons  que 

angle  K,  |i,p  =  K^o'^j  =  cpA'A  =  AA'a  =  MPA'=:  KiM|3, 

A'a  étant  perpendiculaire  à  01. 

Voir  notre  aiticle,  Sur  quelcjues  théorèmes  de 
géométrie  élémentaire  (/Youvelles  Annales^  '9»o, 
p.  2-1),  où  nous  avons  élabli  la  symétrie  de  Vcp  et  A'a 
par  rappoi't  à  AA'.  K'  est  donc  le  point  de  contact  i\o 
h,G|  et  de  la  parabole  précédente. 


(  ,12  ) 

b.  Les  droites  qui  joignent  le  point  de  Feuerbach 
aux  milieux  des  côtés  du  triangle  A.BG  rencontrent 
respectivement  les  côtés  du  triangle  IdJLF  aux  points 
de  contact  avec  la  parabole  précédente  de  foyer  o  et 
de  directrice  01. 

Soit  J  intersection  de  AI  et  oA,  ;  traçons  cpy  perpen- 
diculaire sur  EF  et  joignons  y  au  point  K2  de  rencontre 
de  EF  et  oA^  ;  y  est  symétrique  de  cp  par  rapport  à  EF, 
donc  K2Y  =  K2'f-  Il  suffit^  par  suite,  de  montrer  que 
Fangle  OyKo  est  droit,  soit  qne 

angle  cpY  K2  =  Y?  ^2  —  AJK2. 

Or  cpDA'=PIN.  De  plus^cpD  élant  bissectrice  de  A,cpA', 
A^cD  coupe  le  cercle  I  en  D,  symétrique  de  D  par 
rapport  à  AI,  car 

anoie  DIN  =  AIDi  =  ^^  ~ '^  =  AjcpD. 

2 

On  a  donc,  dans  la  circonférence  I, 

mes.AJK.2=  mes.oDD'; 
d'où 

angle  AJK2=  D'Dcp  =  90"—  cpDÂ' 

^ç)o°—  PIN  =90"  — AIL  =  ELI  =  YÏ^K2, 

L  étant  l'intersection  de  01  et  EF. 

Alors,  (^|B,  et  EF  étant  tangentes  à  la  parabole  de 
foyer  cp  et  de  directrice  01,  d'après  un  théorème 
classique,  cpH  qui  joint  le  foyer  à  l'inlerseclion  des 
tangentes  est  bissectrice  de  l'angle  K,cpKo,  ou  de  son 
opposé  par  le  sommet  A,cpA';  cpFI  est  donc  le  prolon- 
gement de  Dc2  et  la  construction  d'Hamillon  est  à 
nouveau  établie. 

Remarques.    —    La  propriété  (a)   se  généralise  pour 
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une   parabole    quelconque    tangente   aux     côtés     d'un 
triangle. 

Les  points  de  contact  des  côtés  d'un  triangle 
tangent  à  une  parabole  sont  situés  sur  les  droites 
qui  joignent  respectivement  le  foyer  aux  pieds  des 
hauteurs  du  triangle  obtenu  en  menant^  par  les 
sommets^  les  parallèles  aux  côtés  du  premier. 

La  proposition  a  ne  dépend  en  effet  que  de  la  symé- 
trie de  'j  A'  et  A'a  par  rapport  à  la  hauteur  AA'.  Or^  nous 
avons  prouvé  {Nouvelles  Annales^  19^0,  p.  2^4)  c{"e 
cette  propriété  est  générale. 

La  propriété  b  n'est  d'ailleurs  pas  différente  de  a, 
car  on  montre,  sans  difficulté^  que  le  pied  de  la  hauteur 
du  triangle  D,E,Fi,  obtenu  en  menant  les  parallèles 
aux  côtés  du  triangle  DEF  par  ses  sommets,  n'est  autre 
que  l'intersection  de  cpA,  avec  le  cercle  L 

3.  Soit  P2P3  la  portion  de  Taxe  radical  du  cercle 
inscrit  et  des  neuf  points  comprise  entre  BA  et  AC. 
Dans  le  quadrilatère  circonscrit  au  cercle  I,  BCP0P3, 
le  point  de  concours  des  diagonales  BP3  et  GPo  est  le 
point  H  commun  aux  droites  EF  et  oD  des  points  de 
contact,  c'est-à-dire  le  point  d'Hamilton. 

En  utilisant  le  théorème  que  M.  Van  Aubel  a  donné 
dans  Mathesis^  sous  le  n"  128,  on  obtient: 

P2A        AP3  _  AH  _ 

Q  étant  le  point  où  AH  rencontre  BC  {fig-  2). 

P2P3  estdonc  la  transversale  réciproque  d'une  droite 

A  qui  contient  le  point  de  concours  G  des  médianes  du 

triangle  ABC. 

Nous  montrerons  tout  à  l'heure  que  A  est  la  droite  IG 
Ann.  de  Mathémat.,  4»  série,  t.  XI\  .  (Mars  igi'iO  '^ 
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qui  joint  le  centre  1  du   cercle    inscrit  au  centre   de 
gravité  G  du  triangle.  D'où  cette  propriété  : 

Les  droites  qui  joignent  deux  sommets  B  et  G,  par 
exemple^  au  point  H  correspondant  d^Hamilton, 
coupent  A<G,  et  B,A,  sur  la  droite  IG  qui  joint  le 
centre  de  gravité  au  centre  du  cercle  inscrit  du 
triangle  ABC. 

4.  Il  résulte  delà  remarque  b  du  premier  paragraphe 
que  le  point  cp  de  Feuerbach  est  le  symétrique  du 
contact  D  par  rapport  à  la  droite  d'Euler  IK  du 
triangle  AMN  (y?^-.  i). 

Mannheim,  qui  fit  cette  remarque  après  sa  démons- 
tration de  la  construction  d'Hamilton  (A^ouvelles 
Annales,  igo^),  en  déduisit  la  construction  suivante 
de  o  (Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  phy- 
siques élémentaires j  décembre  191 2,  question  1200): 

La  droite  qui  joint  le  point  D'  diamétralement 
opposé  au  contact  D,  sur  le  cercle  inscrit,  au  milieu 
de  AI,  coupe  le  cercle  inscrit  au  point  oit  celui-ci  est 
touché  par  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC. 

D'cp  qui  est  en  effet  perpendiculaire  sur  Dcp  est  paral- 
lèle à  IK  {fig.  i)  et  rencontre  par  suite  KA  en  y  tel 
f|ue 

Ky  =  ID'=  A  Y, 

y  étant  milieu  de  AK.  D'cp  est  alors  diagonale  du  paral- 
lélogramme AylD'  et  passe  au  milieu  a  de  AI. 

Joignons  cy  aux  milieux  A^,  B,,  G,  des  côtés  du 
triangle  ABG  {jig^  3).  Les  longueurs  oA|,  cpB,,  oG, 
sont  respectivement  en  fonction  des  côtés  et  des  rayons 


(   "5  ) 
des  cercles  inscrit  et  circonscrit  : 

D'y.  est   bissectrice  intérieure  de  l'angle  B,cpC,,  et  le 


point  d'intersection  M  avec  BiCi  est  tel  que 


(0 


MG,   ~~  cpC,  ~  QA  "  a  —  6 


De  même  la  droile  analogue  es  F'  reucontrc  C»  V,  en  N, 
et 

A,N  _  çp  A,    _  c  —  h 
iNG7  ~  ^  ^  a  — 6' 


(•^) 


(  "6  ) 
d'où  l'on  tire^  en  additionnant  (i)  et  (2), 

ce  qui,  d'après  une  propriété  connue,  nous  indique 
que  MN  contient  G,  point  de  concours  des  médianes 
de  A^B^G^,  c'est-à-dire  de  ABC. 

Les  triangles  A,B,C,   et  ABC  étant   semblables,    le 
centre  de  similitude  étant  G, 

B,M        BMi        a—c  AiNANiC  — ^> 


MGi        M^C~"  a~  b  N  Ci        Ni  C        a  —  b 

Les  points  M,,  N,  sont  donc  les  intersections  de  la 
droite  IG,  qui  joint  le  centre  du  cercle  inscrit  au  point 
de  concours  des  médianes,  avec  les  côtés  AC  et  CB. 
D'où  cette  intéressante  propriété  des  droites  de 
Mannheim,  D'à,  E'y,  F'p,  que  nous  croyons  nouvelle  : 

Les  droites  de  Mannheim  rencontrent  les  côtés  du 

triangle  formé  en  joignant  les  milieux  Ai,  B,,  G,, 

^      des  côtés  du  triangle  ABC,  en  trois  points  qui  sont 

situés  sur  la  droite  IG  joignant  le  centre  du  cercle 

inscrit  au  point  de  concours  des  médianes. 

Joignons  AMK',  M  élant  milieu  de  AK'  ;  IK'  est 
parallèle  à  D'à,  par  suite  perpendiculaire  sur  Dcp  eii  son 
milieu.  R'o  est  donc  tangente  en  o  au  cercle  1  et  n'est 
autre  que  l'axe  radical  du  cercle  inscrit  et  des  neuf 
points  de  ABC. 

Mais  BM,  —  2B,M=  GK'  et  K'  est  le  symétrique  de 
M,  par  rapport  au  milieu  A<  de  BG.  La  même  propriété 
subsiste  évidemment  pour  les  |)oints  analogues  à  K' 
par  rapport  aux  côtés  AG  et  BA.  Par  suite  : 

La  transversale  réciproque  de  la  droite  qui  joint 
le  centre  de  <^ravité  d^ un  triangle  au  centre  de  son 


(  >■?  ) 

cercle  inscrit  est  la  tangente  au  point  de  Feuerbach. 
Cette  belle  propriété  a  été  publiée  dans  le  Journal 
de  Vuibert^  Sô*"  année  (p.  i32). 

Remarques.  —  a.  Ce  dernier  théorème  est  d'ailleurs 
également  donné  par  la  remar(jue  c  du  paragraphe  1, 
en  observant  que  PAi  =:  A^P,  ^fig'  i). 

h.  Soient  H  et  H,  les  points  d'Hamillon  situés  sur 
C|B,  et  A,C)  {fig>  3).  On  trouve  sans  difficulté 

HB,        H,  A,  _  oBi        cpA,  _ 

Si  l'on  porte  sur  G|B,  et  A|C|,  HB2  =  HB,  et 
H,A2  =  H,A,,  on  a,  par  exemple,  cette  propriété  : 

La  droite  HH,  qui  joint  deux  points  d'Hamillon 
du  triangle  ABC  contient  le  point  de  concours  des 
médianes  du  triangle  AoC^Bo. 

5.  La  i^ropriélé  relative  à  la  tangente  au  cercle 
inscrit  au  j)oint  o  de  Feuerbacli  n'est  qu'un  cas  parti- 
culier du  théorème  général  : 

Quand  une  droite  tourne  autour  d^ un  point  quel- 
conque P,  sa  transversale  réciproque  par  rapport  à 
un  triangle  ABC  enveloppe  une  conique  inscrite  au 
triangle  et  qui  touche  V un  quelconque  de  ses  cotés ^ 
BC  /)ar  exemple,  au  point  V\  isotomique  du  point  P, 
oii  la  droite  AP  qui  joint  P  au  sommet  opposé 
rencontre  ce  côté. 

1"  Celte  conique  devient  le  cercle  inscrit!  au  triangle 
quand  P'^ ,  Pg,  P3  sont  les  contacts  D,  E,  F,  avec 
les  côtés.  Le  [)oint  P  n'est  autre  que  le  point  de  Nagel 
du  triangle  ABC.  Ce  point  est  donc  tel  que  la  trans- 
versale réciproque  de  toute  droite  A  qui  le  contient. 


(  "8) 
par  rapport  au  triangle  ABC,   enveloppe  le  cercle 
inscrit  I. 

En  remarquant  que  le  centre  1  n'est  autre  que  le 
point  de  Nagel  du  triangle  A,B<C|,  on  obtient  cette 
propriété  : 

La  transversale  réciproque,  par  rapport  au 
triangle  A<B,G,  de  toute  droite  t^  passant  au  centre 
du  cercle  inscrit  du  triangle  ABC,  enveloppe  un 
cercle fixe^  inscrit  à  A<B,C, ,  dont  le  centre  est  milieu 
de  IP,  ^  étant  le  point  de  Nagel  du  triangle  ABC 
ifig-  3). 

On  saitque  le  point  de  Nagel  est  le  point  de  concours 
des  droites  Y'X,  X'Z,  Z'Y,  telles  que 

AZ '=  c  — /?,  BX'=a  —  c,  c\' =  b  —  a. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  les  transversales  réci- 
proques de  ces  droites  par  rapport  au  triangle  sont 
tangentes  au  cercle  I,  les  triangles  ABC  et  X,GY,  par 
exemple,  étant  égaux. 

2*^  Rappelons  le  point  K  du  cercle  des  neuf  points 
relatif  à  un  diamètre  quelconque  A  du  cercle  circonscrit 
à  un  triangle  ABC,  dont  nous  avons  donné  ici-même 
(juin  1910,  p.  271)  quelques  propriétés. 

M.  Neuberg,  le  savant  professeur  de  l'Université  de 
Liège,  appelle  d'ailleurs  ce  point  K  orthopôle  de  A  et 
A  ort/iopolaire  de  K. 

Le  théorème  précédent  nous  permet  alors  d'énoncer 
que  : 

fj enveloppe  de  la  transversale  réciproque  A'  par 
rapport  à  un  triangle  ABC,  d'un  diamètre  mobile  ^ 
du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  la  conique  qui 
apour foyers  V orthocentre  H  et  le  centre  O  du  cercle 
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circonscrit   et   qui  est   inscrite   au    triangle    ABC. 
D' ailleurs  ^' passe  par  Vorthopôle  K  de  A. 

En  particulier  : 

La  transversale  réciproque  A'  de  la  ligne  01  des 
centres  des  cercles  circonscrit  et  inscrit  au.  triangle^ 
touche  cette  conique.  A'  passe^  de  plus,  par  le 
point  cp  de  Feuerbach, 

3°  Enfin,  il  est  bien  connu  que  : 

Lorsque  une  droite  A  tourne  autour  du  centre  de 
gravité  G  d'un  triangle^  sa  transversale  réciproque 
enveloppe  la  conique  tangente  aux  trois  côtés  du 
triangle  en  leurs  milieux. 


SLR  L'ÉQlIAriO\  DE  FERMETURE 
POUR  LES  SÉRIES  TRIGO\OMÉTRIOIES; 

Par  m.  Nicolas  KRYLOFF, 
à  Saint-Pétersbourg. 


Dans  la  théorie  des  séries  de  Fourier,  ou  plutôt  dans 
la  théorie  des  constantes  de  Fourier,  la  relation  sui- 
vante joue  un  rôle  tout  à  fait  fondamental  : 

(I)  i    f  ''p{x)dx=^+y^{al-rb\), 

n  —  \ 
OÙ 

a„  =  -    /       f(a:)cosnxdx,         ^n=  —    1       f{x)?>'\nnxax, 

f  (x)  étant  une  fonction  quelconque,  bornée   et  inté- 
grable  dans  l'intervalle  (a,  ù). 


(     120    ) 

Cette  formule  (i)  nommée  équation  de  fermeture  par 
M.  W.  Stekloff,  a  élé  généralisée  par  ce  savant  pour 
bien  d'autres  fonctions,  rencontrées  dans  la  Physique 
mathématique  et  l'Analyse  pure. 

Vu  son  importance,  le  théorème,  exprimé  par  la 
relation  (i),  a  reçu  dans  ce  dernier  temps  plusieurs 
démonstrations  ('),  basées,  presque  toutes,  sur 
diverses  formules  de  sommation  des  séries  trigonomé- 
triques  divergentes. 

Il  est  donc  naturel  d'essayer  d'appliquer  à  la  démons- 
tration du  théorème  susdit  une  méthode  plus  directe 
de  sommation,  fondée  sur  cette  remarque  bien  connue 
que  toute  série  trigonométrique  peut  être  intégrée  terme 
à  terme  ;  autrement  dit,  en  partant  de  la  série  de 
Fourier  d'une  fonction  /  (^),  série  généralement 
divergente,  on  forme,  par  l'intégration  terme  à  terme, 
une  fonction  bien  déterminée, 

(2)  F(^)= rf{x)dx 

=  — h^  (  an  I     cosnxdx-^ba  j      sinnxctx 

on  est  donc  réellement  en  possession  d'un  procédé  de 
sommation  de  la  série,  car,  grâce  à  la  formule  (2)  qui 
donne  F{x)^  on  obtient  évidemment  la  fonction  cor- 
respondant à  la  série  de  Fourier  considérée,  c'est- 
à-dire/(:r)  partout  où/(:r)  est  la  dérivée  de  son  inté- 
grale indéfinie. 


(')  Ainsi,  diverses  démonstrations  ont  été  données  par  M.  Ulysse 
Dini  (  cette  démonstration  date  de  1878,  mais  elle  n'a  pas  été  publiée 
par  son  auteur),  M.  Y.  Poussin  (iSgS),  M.  LiapounolT  (1896), 
M.  Stekloiï  (1904,  191 1),  M.  Hurwitz,  (1903),  M.  Fatou  (1905), 
M.  Moore  (1908),  M.  Westfall  (1908). 
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Cela  étant,  remarquons  que  la  série  obtenue  par 
l'intégration  terme  à  terme  sera,  comme  il  est  bien 
connu,  uniformément  convergente,  si  les  extrémités  de 
l'intervalle  de  l'intégration  sont  variables;  par  suite,  la 
valeur  de  h  étant  donnée,  on  peut  trouver,  si  petit  que 
Suite,  une  valeur  N  de  n  telle  que,  pour  /z^N,  on 
ait 

—  H T    7  ai  I  cosiidt 

•2         ihjLà    V^._/, 


(3) 


A 


bi 


I  sin  it 


dt 


<- 


en  posant 


dt. 


Désignons  parS(/i,  h)  la  somme  entre  crochets  dans 
le  premier  membre  de  la  formule  (3);  alors,  en  inté- 
grant entre  o  et  2t:,  on  obtient^  pour  /z^N(/i),  le 
résultat  suivant  : 


f      [/u-S(n,h)Ydx<eu 


oùlini  £,  =  o. 

En  formant,  à  présent,  la  différence 


('0 


^^=Z   f      [f-^{nJi)Ydx 
on  s'assure  bien  facilement  qu'on  a 
donc,   pour   une  valeur   suffisamment   petite  de  h   et 
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pour  une  valeur  suffisamment  grande  de  /?,  on  aura 
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par  conséquent,  I,^  sera  infiniment  petit,  car,  d'après 
un  lemme  étal)li  par  M.  W.  Steklofi'  ('),  on  peut 
trouver  une  valeur  de  h  assez  petite  pour  que  l'on  ait 

quelle  que  soit  le  petitesse  de  So- 

Ecrivons  maintenant  la  formule  (4)  sous  une  forme 
plus  développée  : 

I«=-  /  pdx—-  /  fS{n,h)dx-^~  ~  /  S{n,h)^dx, 
et  remarquons  que 


I      /  .     ,         s\nih  co?,ix 

— r    /  cosi^  dt  =  - 


ih 

«in  ih 
Itdt 


I       /  .     .     ,         s\nih  s\nix 


On  a  donc 

n 

c/       /  N        <^o       V^  siii  ih  .  /      •     •    V 

&(n,  /i)  = *"  Zj  — V —  ^^^  cosix  -h  6/  sMiix)  ; 

1 

par  conséquent, 

2  7r 


(^)  ï-=^/      /^^^-■^^^'''■"^^'^ 


sin  ih 


ih 


ri 


(')  W.  Stkkloff  et  Tamarkine,  Problème  des  vibrations  trans- 
versales d'une  verge  élastique  homogène  (  Hendiconti  del  Circolo 
Matematico  di  Palermo,  191 1). 
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augmentons  et  diminuons  le  second  membre  de  la  for- 
mule (6)  de  la  quanlilé 

n 
i  =  l 

cela  ne  change  pas  évidemment  le  résultat  et  l'on 
obtient  ainsi 

(7)  l,^U£^'pd.-^--^aJ  +  i 

chacune  des  expressions  entre  parenthèses  dans  le 
second  membre  de  (7)  est  positive  :  le  fait  est  évident 
pour  la  seconde  et,  pour  la  première,  il  résulte  de  ce 
qu'on  a  toujours 


27r 
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donc,  chacune  d'elles  peut  être  rendue  aussi  petite 
qu'on  veut  pour  une  valeur  suffisamment  petite  de  h 
et  une  valeur  suffisamment  grande  de  /?,  puisqu'il  en 
est  ainsi  pour  I;^,  comme  on  l'a  vu  plus  haut;  par  con- 
séquent, on  aura,  en  particulier, 

1  =  1 

c'est-à-dire  l'équalion  de  fermeture  qu'il  fallait  éta- 
blir. 

Quoique  la  démonstration  bien  simple,  qui  précède, 
utilise   un  lemme(<)  de    M.  W.    Steklolf,  elle  diffère 

(')  Ce  leFnme  intervient  implicitement,  sons   nnc  forme   <»u  sons 


(  -M  ) 

néanmoins  des  diverses  démonstrations  que  ce  géo- 
mètre a  données  de  l'équation  de  fermeture  pour  les 
fonctions  trigonométriques  et  se  rapproche  plutôt 
par  son  idée  de  la  démonstration  de  M.  Hurwitz  (<) 
(  fondée  sur  la  méthode  de  sommation  par  les  moyennes 
arithmétiques  de  M.  Fejér);  elle  paraît  cependant  plus 
simple,  car  elle  est  basée  sur  la  possibilité  d'intégrer 
la  série  terme  à  terme  (-). 

Mai  1913. 


[D2b] 

SUR  ME  FORMULE  DE  SOMMATION  CONNUE; 

Par  m.  GHALDE. 


La  formule 


7r2  _  ^     I 


qui    est  un  cas   particulier  de  formules   relatives  aux 

quantités  \^  — ^  (Jordan,  Cours  d^ Analyse),  s'établit 

d'habitude  en  comparant  les  développements  de  sin^r 
en  série  et  en  produit  infini^  ou  en  développant  la  fonc- 


une  autre,  et  par  la  nature  même  de  la  question,  dans  presque 
toutes  les  dénnonstralions  de  l'équation  de  fermeture  données 
jusqu'ici  par  divers  auteurs;  dégagé  par  M.  SteklofT  de  la  manière 
la  plus  heureuse,  ce  lemme  doit  rendre,  à  notre  avis,  de  grands 
services  dans  ce  genre  de  questions. 

(')  Math.  Annalen,  1908 . 

(^)  Après  la  rédaction  de  cette  Notice  et  pendant  la  correction 
des  épreuves,  j'ai  appris  qu'un  théorème  très  général  dans  cet  ordre 
d'idées  a  été  établi  tout  récemment  par  M.  Severini  {Rend.  Cire. 
Matem.  Palermo,  t.  XXXVI). 
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lion  x"^  en  série  de  Foiirier.  M.  Camille  Denquin 
i^Nouv.  Ann.,  1912,  p.  127)  a  établi  directement  la 
formule  équivalente 


8"  ~  '  "^  P  ^  P 


en  partant  de  la  formule  de  Leibniz 


71    _  I  i 

4  ~~  3        5 


On  peut  déduire  la  formule  en  question  du  ra|)pro- 
chement  des  formules 

(  (V  =  2  m  oj  -h  2  7n'  co' ), 


On  a  en  général,  avec  des  périodes  identiques, 

I  I  -+-  Â2 

sn-it  3 

la  fonction  j3// étant  construite  à  partir  de  quantités  ^i, 
e-2i  ^3  qui  satisfont  aux  relations 

^1  — 63  =  1,        62—63= /:2, 

en  employant  les  notations  habituelles  (  •  )  ;  pour  A  =  o, 
on  a^  en  particulier, 


pu 


s\n-  u        3 


(')  Dans    ropusculc  de    M.  Ch.    Ileinv  ,   les    indices  i    et   3    sont 
échangés  ;    on    n'a  plus,   eu   égard    à  d'autres  notations  classiques, 


dans  un  livre  d'ailleurs  excellent. 
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l'une  des  périodes  étant—?    l'autre  élant    «oc;   la  foi 
mule  (i)  devient 


(!')        rTiT:--;  =  ^+2[r 


s\n^  u       3 


La  comparaison  des  formules  (i')  et  (2)  donne  la 
formule  cliercliée,  où  le  signe  sonimatoire  s'applique 
de  I  à  00,  et  non  plus  de  —  co  k  -i-  ce,  zéro  excepté. 


[P»4b] 

SIR  LES  COIJUBES  Qll  DEMEURENT  INVARIABLES  (JUANR 
m  LES  SOUMET  A  UNE  TRANSFORMATION  OUADRA- 
TIQUE  INYOLUTIVE; 

Par  m.  a.  MYLLER. 


On  sait  qu'il  y  a  seulement  deux  transformations 
quadratiques  involutives  qu'on  peut  représenter  en 
coordonnées  trilinéaires  par  les  formules 

et 

/      X  ,  ,  ,  ^f'    .     ^    ,     (^ 

(2)  X   :  y    :  z   —  -  :  -  :  -' 

Les  courbes  qui  demeurent  invariables  par  la  trans- 
formation (1)  sont  connues.  Elles  ont  été  étudiées  (') 
spécialement  dans  le  cas  où  deux  des  sommets  du 
triangle  de  référence  sont  situés  dans  les  points  circu- 

(^)  G.  Dauboux,  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de 
surfaces  algébriques. 
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laiies  à   l'infini.  Ces  courbes  sont  appelées  analag- 
ma  tiques. 

Je  m'occuperai,  dans  ce  qui  suit,  des  courbes  qui 
demeurent  invariables  quand  on  les  soumet  à  la  trans- 
formation (2  ). 

Considérons  une  droite  quelconque 

(3)  z«X-+-pY+ (vZ  =  0. 

Sur  cette  droite,  se  trouvent  seulement  deuxpoinlsM, 
M' qui  se  correspondent  par  la  transformation  (2).  Sijc, 
jK,  z  sont  les  coordonnées  d'un  de  ces  poinis  M,  les 

coordonnées  du   point  M'  sont   -,-j-  et   les  coeffi- 

'  X    y    z 

cients  de  la  droite  (3)  qui  les  réunit  sont  donnés  en 
fonction  de  x^  y^  z  par  les  formules 


(4) 


a  \  b  c  ]         b\c  a  I 


Faisons  tourner  la  droite  (3)  autour  d'un  point 
fixe  Mq  (jToî  y^i  ^q)'  Les  points  M  et  M'  décriront 
alors  une  courbe  dont  on  obtient  l'équation  en  rem- 
plaçant dans  (3)  X,  Y,  Z  par  .Tq,  j^o?  -^q  et  w,  k\  w  par 
les  valeurs  obtenues  des  foimules  (4).  Cette  équation 
est 

'     a     \b  c  J  b     \  c         a  )  c    \  a         b  j 

Elle  représente  une  cubique  qu'on  pourrait  consi- 
dérer comme  la  plus  simple  des  courbes  qui  se  changent 
en  elles-mêmes  par  la  transformation (2).  Ottecubicpie 
est  complètement  déterminée  par  les  coordonnées 
.>Co,yo;^()  <^bi  point  Mo  que  nous  nommerons  point 
ccu^aclérislir/fie.  VA\c  passe  |Kjr  les  poinis  doubles  de  la 
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transformation 

(   {\/a^  s/bj  /c),      (— /«,  v/^,  \fc)i 
\  (y/â,  -  v/6  ,  sTc),       (/«,  v/6,  -  v/c), 

par  les  sommets  du  triangle  de  référence 

(7)  (15  o'  o),         (o,    I,  o),  (o,  O,    l). 

et  par  le  point  (^o^JKoî  ^o)-  l^es  tangentes  aux  quatre 
premiers  de  ces  points  se  rencontrent  au  point  carac- 
téristique et  les  tangentes  aux  quatre  derniers  au  point 
transformé  du  point  caractéristique. 

Prenons  deux  courbes  du  système  (  5  )  avec  les  points 
caractéristiques  Mo  (jToî/o  5  ^0)  et  Mi  {x^^  y,,  z^).  Ces 
cubiques  se  rencontrent  en  dehors  des  sept  points  (6) 
et  (7)  qui  sont  communs  à  toutes  les  cubiques  du  sys- 
tème (5)  encoreen  deux  points  M  et  M'.  La  droite  Mq M, , 
qui  réunit  les  points  caractéristiques  des  deuxcourbes, 
passe  par  les  points  de  rencontre  M  et  M'. 

Laissons  maintenant  le  point  caractéristique  décrire 
une  courbe  (R)  que  nous  nommerons  de  mèrae courbe 
caractéristique.  La  cubique  correspondante  envelop- 
pera alors  une  courbe  (G).  Cette  courbe  (C)^  étant 
forméepar  les  intersections  successives  des  cubiques  (5), 
possède  comme  elles  la  propriété  de  demeurer  inva- 
riable quand  on  la  soumet  à  la  tiansformation  (2).  La 
droite  qui  réunit  deux  points  correspondants  M  et  M' 
sur  la  courbe  (G)  est  tangente  à  (K).  En  effet,  les 
points  M  et  M'  étant  à  l'intersection  des  deux  cubiques 
infiniment  voisines,  la  droite  qui  les  réunit  passe  par 
les  deux  points  caractéristiques  infiniment  voisins, 
c'est-à-dire  qu'elle  est  tangente  à  (R). 

fnversement,  étant  dontiée  une  courbe  (G),  qui  a  la 
propriété  de  rester  invariable  par  la  transformation  (2), 
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la  droite  qui  réunit  deux  points  correspondants  enve- 
loppe une  courbe  caractéristique  (K).  La  courbe 
donnée  (C)  peut  être  envisagée  comme  enveloppée  par 
une  cubique  (5)  dont  le  point  caractéristique  décrit  la 
courbe  caractéristique  (K). 
Soit 

(8)  cp(w,  t',  w)  =  o 

l'équation  langentielle  de  la  courbe  caractéristique  (K). 
On  obtient  alors  l'équation  delà  courbe  (C)  invariable 
par  la  transformation  (2)  en  éliminant  h^  c,  (v  entre  (4) 
et  (<S).  Cette  équation  est 


(9)? 


Lâiy-Tr  ^^-^rj'  c(77~v;j  =  ^- 


En  imaginant  une  tangente  roulant  sur  la  courbe 
caractéristique  (K)  et  portant  sur  elle  les  deux  points 
mobiles  M  et  M'  qui  décrivent  la  courbe  ((]),  on  peut 
constater  les  relations  suivantes  entre  les  courbes  (C) 
el(K): 

i*^  A  cliaque  tangente  double  de  (K)  correspondent 
deux  points  doubles  de  (C).  Ce  sont  les  deux  points 
qui  se  correspondent  par  la  transformation  (2)  et  qui 
sont  situés  sur  cette  tangente. 

2"  A  chaque  point  d'inflexion  de  (K.)  correspondent 
deux  points  de  rebroussement  de  (C)  situés  sur  les 
tangentes  stationnaires. 

3"  Les  points  doubles  (6)  de  la  transformation  sont 
points  multiples  de  (C)  d'un  ordre  ég-d  à  la  classe  de 
la  courbe  (K.).  Les  tangentes  dans  ces  points  midtiples 
sont  les  tangentes  menées  par  ces  points  à  la  courbe  (K). 

Dans  un  cas  spécial,  où  deux  des  sommets  du  triangle 
de  référence  sont  situés  dans   les   points   ciiculaircs  à 
Ann.  de  Matkëmat.,  f\'  série,  t.  \IV.  (Mars  ii)i'|.)  9 


(  i3o  ) 
l'infini,  la  transformation  (2)  prend  la  forme 

(10)  x'  =  /•   ,  ^    , ,       y-=—k     ^ 


x'i^  y^  ^'^  +  y 

C'est  une  inversion  suivie  d'une  réflexion  par  rapport 
à  l'axe  des  x.  Elle  constitue  ensemble  avec  l'ioversion 
simple  la  corrélation  circulaùe  de  Moblus  (<)  carac- 
térisée par  la  propriété  de  transformer  chaque  cercie 
dans  un  autre  cercle. 

Les  courbes  invariables  parla  transformation  (10) 
ont  une  équation  de  la  forme 

^  V  Tkx        '  lAy         I  ~^' 

[*armi  ces  courbes  se  trouve  la  cubique 

qui  correspond  à  la  cubique  (5). 


BIBLIOOIUIMIIË, 


Les  principes  de  l'analyse  mathématique,  exposj-: 
THÉORIQUE  ET  CRITIQUE;  Tomc  I,  par  Pierre  Bou- 
troux^  I  vol.  in-4'*,  de  xi-t-547  pages.  Paris, 
A.  Hermann  et  fils,  1914-  Prix  •  i4*'^« 

Le  beau  Livre  tie  M.  P.  Boutroux  s'adresse  aux  personnes 
qui  aimeraient  à  jeter  un  coup  d'œil  sur  l'ensemble  de  l'Ana- 
lyse mathématique  :  étudiants  désireux  de  compléter  une 
éducation  surtout  technique,  philosophes  dont  l'attention  se 
tourne  vers  les  sciences.  Il  est  très  original  dans  son  plan  et 
pour  cette  raison  difficile  à  définir.  On  sépare  d'habitude  les 
mathématiques,  la  philosophie  des  mathématiques  et  l'histoire 
des   mathématiques.    M.  Boutroux    a,  de    parti  pris,  mêlé   les 

(*)  A..  F.  MoBius,  Gesaniinelte  Werke.  Vol.  II,  p.  243. 
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trois  genres.  On  trouve,  clans  son  Ouvrage,  un  cours  de  Matlié- 
matiques  générales,  des  considérations  sur  les  méthodes  et 
d'abondantes  indications  sur  la  formation  de  la  science. 
M.  Boutroux  a  surtout  en  vue  le  «  contenu  »  de  l'Analyse  et 
adopte  une  grande  largeur  d'exposition.  Je  n'oserais  affirmer 
qu'un  lecteur  tout  à  fait  novice  pourrait  acquérir  dans  Les 
Principes  de  l'Analyse  mathématique  les  connaissances 
solides  qui  sont  le  fruit  d'une  lente  étude  :  la  rapidité  des 
démonstrations,  souvent  esquissées,  la  variété  des  sujets 
(parfois  abandonnés  et  repris,  comme  la  Trigonométrie  élé- 
mentaire, qui  se  trouve  répartie  en  deux  Chapitres  éloignés 
l'un  de  l'autre)  risqueraient  peut-être  de  déconcerter  le  débu- 
tant. iVl.  Boutroux  ne  prétend  d'ailleurs  pas  substituer  son 
exposé  à  celui  qu'on  trouve  dans  les  traités  spéciaux  auxquels 
il  renvoie  fréquemment.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  lecture  de 
l'Ouvrage  est  extrêmement  attrayante  pour  toute  personne 
ayant  déjà  quelque  familiarité  avec  les  mathématiques,  lin 
particulier,  les  renseignements  historiques,  dont  le  nombre 
témoigne  d'une  érudition  vraiment  surprenante,  ont  le  plus 
grand  prix.  L'histoire  des  Mathématiques  est  très  négligée 
dans  notre  pays,  et  ce  ne  sont  pas  seulement  les  étudiants  qui 
pourront  s'y  initier,  grâce  à  M.  Boutroux. 

Le  Tome  I  qui  vient  de  paraître  est  divisé  en  deux  Livres, 
intitulés  :  Constatation  des  faits  et  Construction. 

Dans  le  premier  Chapitre  du  premier  Livre,  Les  Nombres, 
sont  établies  ou  rappelées  les  propriétés  fondamentales  des 
entiers  et  des  fractions,  de  la  numération,  etc.  L'Auteur  insiste 
sur  l'origine  historique  ou  logique  des  notions  qui  s'intro- 
duisent successivement;  l'abondance  des  idées  intéressantes 
et  de  la  documentation  est  telle  que  je  dois  me  borner  à  la 
signaler.  Cette  observation  peut  d'ailleurs  être  «  mise  en  fac- 
teur »  dans  tout  ce  compte  rendu  trop  sommaire. 

Au  Chapitre  H,  on  aborde  les  Grandeurs,  et  particulière- 
ment les  grandeurs  géométriques.  Citons,  comme  très  ins- 
tructif, le  paragraphe  5,  sur  «  la  confrontation  du  nombre  et 
de  la  grandeur  »  ;  on  y  voit  au  prix  de  quelles  difficultés  s'est 
imposée,  grâce  à  Descartes,  l'identité  du  calcul  algébrique  et 
du  calcul  des  grandeurs,  identité  qui  nous  paraît  aujourd'hui 
si  naturelle.  Pour  en  approfondir  la  nature,  il  faut  introduire 
les  nombres  incommensurables  et  les  nombres  relatifs,  la 
notion  de  suite  convergente  et  colle  de  limite. 
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On  voit  ensuite  comment  des  besoins  pratiques  ont  conduit 
au  calcul  logarithmique  et  à  la  trigonométrie. 

Au  Chapitre  III,  la  Géométrie  est  considérée  d'un  autre 
point  de  vue,  et  les  figures  sont  étudiées  pour  elles-mêmes. 
M.  Boutroux  distingue  la  Géométrie  qualitative  et  la  Géo- 
métrie métrique,  fondée  sur  le  calcul  des  grandeurs  géomé- 
triques. En  lin  nombre  de  pages  lelativement  restreint, 
l'Auteur  passe  en  revue  à  peu  près  toute  la  Géométrie  élémen- 
taire, y  compris  la  théorie  des  pôles  et  polaires,  celle  de  l'in- 
version, etc. 

Étudiant  ensuite  le  mécanisme  de  la  démonstration  géomé- 
trique, il  montre  que,  si  admirable  que  fût  en  elle-même  la 
géométrie  des  Alexandrins,  son  principe  la  condamnait  à  une 
certaine  stérilité  et  que  la  Science  a  dû,  pour  se  rajeunir, 
chercher  un  contact  plus  intime  avec  la  réalité. 

Le  Chapitre  se  termine  par  l'étude  de  la  construction  géo- 
métrique et  des  lieux  géométriques. 

Le  Chapitre  IV  du  premier  Livre  est  consacré  au  Calcul 
com,binatoire. 

Le  premier  Chapitre  du  Livre  II  concerne  le  Calcul  algé- 
brique (histoire  de  l'Algèbre,  règles  du  calcul  algébrique, 
théorie  des  équations)  et  le  Chapitre  II  le  Calcul  des  fonc- 
tions (calcul  des  dérivées,  des  intégrales,  équations  différen- 
tielles et  même  indications  sur  les  équations  intégrales).  Enfin, 
dans  le  Chapitre  III,  consacré  à  V Algèbre  géométrique^ 
'l'Auteur  revient  sur  les  principes  de  la  Géométrie  analytique 
et  s'étend  sur  les  secours  que  la  méthode  graphique  apporte 
à  l'étude  des  fonctions  et  des  équations. 

Encore  une  fois,  il  m'a  été  impossible  de  donner  autre 
chose  qu'une  idée  bien  affaiblie  de  la  richesse  du  Livre  de 
M.  Boutroux.  Cet  Ouvrage,  une  fois  complété,  ne  peut  man- 
quer de  constituer  un  tableau  grandiose  du  développenient  et 
de  l'état  actuel  de  la  Science  mathématique.  B.  B. 

Leçons  sur  la  théorie  des  nombres,  par  A.  Châtelet^ 
I  vol.  in-8,  x+i53  pages.  Paris,  Gauthier-Vlllars, 
1913.  Prix  :  5^',  5o. 

Ce  petit  volume  constitue  le  premier  Ouvrage  publié  par 
un  Français  sur  la  Théorie  des  corps  algébriques.  Il    ne    sup- 
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pose  connu  du  lecteur  que  l'Arithmétique  élémentaire,  les 
résultats  classiques  de  la  Théorie  des  équations,  et  quelques 
définitions  relatives  aux  ensembles  de  points  et  aux  intégrales 
multiples. 

Partant  de  là,  il  expose  :  des  notions  relatives  aux  formes 
et  aux  substitutions  linéaires,  au  calcul  des  tableaux,  et  à  la 
géométrie  des  nombres;  une  théorie  des  modules  de  points; 
l'analyse  diophantienne  du  premier  degré;  les  éléments  de 
l'arithmétique  des  corps  algébriques,  la  définition  des  idéaux, 
la  décomposition  en  idéaux  premiers;  la  réduction  continuelle 
d'Hermite;  deux  théorèmes  de  la  géométrie  des  nombres  de 
Minkovvski;  la  recherche  des  unités  d'un  corps;  le  théorème 
d'Hermite,  à  savoir  qu'il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  corps  de 
discriminant  donné;  la  notion  de  classes  d'idéaux,  le  fait 
qu'elles  sont  en  nombre  fini;  l'extension  due  à  Dedekind, 
dans  le  corps  de  tous  les  entiers  algébriques,  de  la  propriété 
du  plus  grand  commun  diviseur  des  entiers  ordinaires.  Trois 
notes  sont  ajoutées  à  l'Ouvrage;  la  première  a  trait  aux 
périodes  des  fonctions,  la  seconde  est  un  exemple  de  corps 
algébrique  avec  calculs  détaillés,  la  troisième  est  relative  aux 
congruences  dont  le  module  est  un  idéal. 

Bien  que  ces  questions  ne  soient  pas  poussées  jusqu'aux 
limites  de  la  science  actuelle,  on  peut  s'étonner  d'une  telle 
abondance  de  matières  dans  un  livre  de  dimensions  aussi 
restreintes,  et  craindre  qu'elle  ne  soit  pas  toujours  obtenue 
sans  dommage  pour  la  clarté.  Même  en  reconnaissant  que 
l'Ouvrage  est  en  effet  un  peu  trop  concis,  il  faut  cependant 
.signaler  que  cette  grande  concision  tient  en  partie  au 
point  de  vue  élevé  auquel  se  place  M.  Ghâtelet  et  aux 
méthodes  très  générales  qu'il  emploie-  En  particulier,  il  a  fait 
le  premier  dans  cette  théorie  un  usage  constant  des  tableaux 
et  d'un  théorème  sur  les  modules  de  points.  Ce  théorème  lui 
permet  de  ramener  à  un  principe  unique  les  démonstrations 
de  plusieurs  propriétés,  présentant  des  analogies  manifestes, 
mais  qu'on  n'avait  pas  encore  réunies  de  cette  façon  :  approxi- 
mation de  plusieurs  incommensurables  par  des  fractions  du 
même  dénominateur,  base  des  entiers  d'un  corps,  base  d'un 
idéal,  unités  fondamentales.  Je  regrette  que  la  place  mo 
manque  ici  pour  parler  plus  en  détail  de  ces  démonstrations. 
Je  me  bornerai  à  dire  qu'elles  sont  très  intéressantes,  et  à 
souhaiter  au  Livre  de  iM.  Ghâtelet  tout  le  succès  qu'il 
mérite.  E-  Gaiien. 
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Théorie  du  point,  Géométrie  curviligzve  (deuxième 
Partie);  Courbes  dérivées  de  la  circonférence: 
ellipse,  parabole,  hyperbole;  par  M.  le  lieulenant- 
co\ox^e\  P. -L.Monteil,  i  vol.  in-4«.  Paris,  H.  Dunod 
et  E.  Pinat,  1914. 

Les  lecteurs  du  nouvel  Ouvrage  de  M.  le  lieutenant-colonel 
Monteil  seront  surpris^d'apprendre,  enire  autres  choses  : 

I"  Que  'lz  =  ^1-^r■  /s  (tl.ése  soutenue  depuis  longten.ps  par 
I  auteur) ; 

2°  Que  la   parabole  et   l'hyperbole  ne  sont  pas  des  courbes 
a  branches  infinies; 

3"  Que  le  nombre  i,  quoique  satisfaisant  à  l'équation 

x"^ —  ja;  -h  G  =  o, 

n'est  pas  racine  de  cette  équation. 

Ils  s'expliqueront  plusieurs  de  ces  propositions  contraires 
aux  opinions  les  plus  répandues,  comme  le  faisait  Jules 
Tannery  dans  un  rapport  reproduit  par  M.  le  colonel  Monteil  • 
«  11  change  les  définitions.  .  .  Les  définitions  étant  changées 
x)n  ne  peut  s'étonner  de  voir  les  conclusions  modifiées.  »  Mais 
ce  qui  rend  perplexe,  c'est  de  rencontrer,  au  milieu  des  asser- 
tions hétérodoxes  de  M.  le  colonel  Monteil,  des  énoncés 
conformes  à  la  Géométrie  classique.  Par  exemple,  l'Auteur 
estime,  comme  tout  le  monde,  que  l'aire  de  lellipse  d'axes  ia 
et  ib  est  égale  à  izab.  De  même,  en  ce  qui  concerne  le  seg- 
ment parabolique,  pour  l'aire  duquel  il  retrouve,  d'une  façon 
un  peu  mystérieuse,  il  faut  l'avouer,  la  formule  des  géomètVes 
traditionalistes,  qu'il  a  tort,  en  ce  cas,  de  vouloir  confondre. 
En  effet,  la  formule  «  classique  ,.,  qu'il  oppose  à  la  sienne,  et 
qu'il  a  trouvée,  paraît-il,  dans  un  livre  d'enseignement,  est 
affectée  d'une  erreur  de  coefficient  numérique.  R.  H  ' 
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M.  Chalde.  —Au  sujet  d'un  théorème  de  P.  Scrret.  ^ 
Dans  le  Volume  des  Nouvelles  Annales  pour  1847,  P.  Serret, 
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alors  élève,  faisait  cette  remarque  :  Si  ABCD  est  un  contour 
quadrangulaire  inscriptible  à  un  cercle,  E  étant  le  point  de 
rencontre  des  droites  DA  et  BC,  G  étant  le  point  de  rencontre 
des  droites  DG  et  AB,  le  segment  qui  a  pour  extrémités  les 
orthocentres  des  deux  triangles  EAB,  EGD,  et  celui  qui  a 
pour  extrémités  les  ortliocentres  des  deux  triangles  GDA, 
GBG,  segments  portés  (comme  Ton  sait)  par  la  même  droite,  ^ 
ont  même  milieu.  On  peut  compléter  cette  remarque. 

Soient  A,  B,  G,  D  quatre  points  d'un  cercle.  On  sait  que 
les  six  droites  menées  par  les  milieux  des  côtés  du  qua- 
drangle  ABCD  perpendiculairement  aux  côtés  opposés  passent  ;qvvÊi<*4.^ 
par  un  même  point  Q.  Si  DA  et  BG,  par  exemple,  se  coupent 
en  E,  et  si  l'on  considère  par  exemple  les  deux  triangles  EAB, 
EGD,  leurs  orthocentres  sont  symétriques  par  rapport  à  Q  ; 
cela  est  immédiat,  si  Ton  détermine  les  orthocentres  et  le 
point  Q  par  des  perpendiculaires  aux  droites  DA  et  BC. 

Si  DG  et  AB  se  coupent  en  G,  les  deux  triangles  GDA 
et  GBG  ont  leurs  orthocentres  sur  la  droite  qui  joint  les  deux 
précédents,  etces  deux  orthocentres  sont  naturellement  symé- 
triques eux  aMSsi  par  rapport  à  Q.  Les  quatre  triangles  consi- 
dérés ^ont  ceux  du  quadrilatère  complet  fourni  parle  contour 
quadrangulaire  DABC;  on  peut  partir  également  du  con- 
tour DBGA  ou  du  contour  DCAB. 

Si  O  et  O'  sont  les  centres  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  EAB,  EGD,  le  centre  du  cercle  ABCD  étant  désigné 
pari,  le  quadrilatère  EOIO'  est  un  parallélogramme  dont  les 
côtés  sont  perpendiculaires  aux  droites  AB  et  CD. 


CERTIFICATS  HE  MATIIÉIIATIOIIES  CiÉVÉltALES. 


Alger. 

EpREiJVK  TiiKoiuouK.  —    i"  Enoiicer  les  principaux  théo^ 
renies  relatifs  aux  séries  à  ternies  positifs. 

1"  Démontrer  le  théorème  hase  sur  Vétude  du   rapport 

Un  H-   I 


3"  Indiquer  la  marche  à  sui^-re  pour  le  calcul  approché 


(   -3(3  ) 

d'une  série.  Application  :  Calculer  « près  la  valeur 

^^  lOOOOO 

de  la  série  u,i  =  - — j— ^  • 

{n .  y 

Calcul.  —  On  donne  la  courbe  y  —  \/'>.{s\nx  —  cosa?).  La 
construire.  Évaluer  la  longueur  d'un  arc,  l'aire  comprise 
entre  une  boucle  et  l'axe  des  x,  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité,  le  volume  engendré  par  Vaire  d'une  boucle 
tournant  autour  de  Ox. 

Épreuyi-:  pratique.  —  i°  Intégrer 

0 


/ 


x-^-^x'^^'-x-\-Z 


x^  H-  x^ 


3X' 


X' 


'èx 


2"  V expression 


ey—e-y 

du  ^=  IX  - — : dx 


e~y 


{x-^^\Y 

est-elle  une  différentielle  exacte  ? 


dy 


O  A 

L'intégrer  suivant  OAG,  suivant  OBG. 


(Juin  191 1.) 


Épreuve  théorique.  —  1.   i"  Intégrer  l'équation  linéaire 
à  coefficients  constants 


d'^y  dy 

•^   —i-f--\-y  =  x^  e-^\ 


dx 


du 


2"  Déterminer  les  constantes  d'intégration  de  façon  que 
la  courbe  y  =  f{x)  passe  par  l  origine  des  coordonnées  et 
soit  tangente  en  ce  point  à  Ox. 

3"  Calculer  l'aire  comprise  entre  la  courbe  ainsi  déter- 
minée, Vaxe  des  x  et  les  abscisses  o  et  \. 


(   '37  ) 

H.   On  donne  V équation  aux  dérivées  partielles 


ô^z  ,  -.àz        ,  ^  dz 

^  -^    '  ôxày  -^  ^  dx       ^  ày 

définissant  une  fonction  z  de  x  et  y. 
On  fait  le  changement  de  variables 

:r  =  pcoscp,         jK  =  psin-^, 

en  prenant  p  e^  cp  comme  nouvelles  variables  indépen- 
dantes. 

Intégrer  V équation  transformée.  Donner  ^intégrale  de 
V équation  primitive. 

Epreuve  pratique.  —  Appliquer  la  méthode  des  parties 
proportionnelles,  puis  la  méthode  de  Newton  au  calcul 
approché  des  racines  de  V équation 

z'* —  5-1-1  =  0. 

(Novembre  191 1.) 

EpREtVK  THÉORIQUE.  —  i"  Expliquer  sur  l'équation 
d^y        ^  dy 

la  méthode  d'intégration  des  équations  différentielles 
linéaires  à  coefficients  constants. 

Donner  V intégrale  générale. 

■2°  Cas  où  a  =  2. 

3"  Dans  le  cas  où  a  ^  9.  ou  3,  en  considérant  cette  inté- 
grale comme  l'équation  d'une  courbe,  déterminer  les  cons- 
tantes arbitraires  de  façon  que  la  courbe  passe  par 
l'origine  et  soit  tangente  en  ce  point  à  Ox. 

\°  En  supposant  a  =  4,  déterminer  les  points  d'inflexion 
de  cette  courbe. 

')"  Construire    cette    courbe.    Calculer    la  fraction    de 

l'aire  comprise  entre   la  courbe   et  l'axe  des  x,   dans   la 

région  négative  des  abscisses. 

(  Novembre  191A.) 


(  >:'8  ) 


Besançon. 


Épreuve  théorique.  —  Cours.  —   Maxima  et  minima  de 
la  fonction 

kx'^-\-  \' y^->r  A"z2-f-  i^yz  -^  iW zx  -^  iW ry 


à  V  égard  des  trois  variables  indépendantes  x,  y  et  z\  appli- 
cation à  la  démonstration  de  la  réalité  des  racines  de 
V équation  en  S. 

Problèmes.  —  f.  Condition  pour  qu'un  cône  du  second 
degré  admette  un  système  de  trois  génératrices  perpendi- 
culaires deux  à  deux. 

II.  Transformer  et  intégrer  V équation 

—  —     2  ^ 
dt^  ~^    dx^' 

par  le  changement  de  variables 

^  =  a?  -f-  a^, 
t  =  x  —  at. 

III.  Déterminer  la  fonction  de  n  variables  indépendantes 
rci,  X21  x^  ...  Xn  qui^  étant  de  la  forme 

F(r);         (^r^^x\-^xl-^...-\-xl), 
satisfait  identiquement  à  l'équation 

dyP_       d^Y_  d^  _ 

'd^'^d^'^'"'^  dxl  ""  ^* 

Cas  particuliers  de  n  =^  1  et  de  n  =^  3. 

Épreuve  pratique.  —  Quelles  sont  les  surfaces  repré- 
sentées par  Véquation 

—  (^ax^-\-  (8  —  o,)y^ —  ixy{'ia  H-  4)  —  •s^ —  2^2  —  iix  =  o 

pour  les  diverses  valeurs  de  al 

(Juin  1915t.  ) 


(   '39  ) 

Bordeaux. 

EpRKUVE  THÉORIQUK.  —  I.  Démontrer  que  toute  courbe^ 
pour  laquelle  le  rayon  de  courbure  reste  constant  quand 
on  se  déplace  le  long  de  la  courbe^  est  un  cercle. 

II.  Soient  G  une  courbe.,  M  un  point  quelconque  pris  sur 
la  courbe^  MN  la  normale.   On  considère  un  angle  droit 


QMP  dont  la  bissectrice  est  la  normale  MN.  Lorsque  M 
varie.,  les  droites  MF*  et  MQ  ont  chacune  une  enveloppe. 

i"  Démontrer  que  les  points  P,  Q,  où  les  droites  MP,  MQ 
touchent  respectivement  leurs  enveloppes,  sont  à  égale  dis" 
tance  du  point  M. 

2"  Quelle  doit  être  la  courbe  G  pour  que  les  distances 
égales  MP,  MQ  restent  constantes  lorsque  le  point  M  se 
déplace  sur  la  courbe  G. 

EpREUVK  PRATIQUE.  —  On  considère  Vellipse  ABA'B'  qu'on 
suppose  représenter  une  méridienne  de  la  surface  terrestre^ 
B'B  étant  la  ligne  des  pôles.  L'équation  de  cette  ellipse 
dans  le  système  d'axes  rectangulaires  Ox.,  Oy  sera 

et  Von  donne 

a  =  6378""',         b  =  6356'^'". 

Si  M  est  un  point  quelconque  de  la  portion  AB  de  l'el- 
lipse, ML  la  tangente  en  M  qui  fait  avec  Oy  un  angle  o 


(    Mo  ) 

égal  à  la  laLilude  du  point  M,  la  verticale  apparente  MN 
est  la  normale  en  M.  à  l'ellipse.   Cette  verticale  fait  avec 


OM  un  angle  S  variable  avec  cp.  On  demande  de  calculer  y 
à  i'  près,  la  latitude  pour  laquelle  S  est  maocimum  et,  à  i'' 
près,  la  valeur  de  ce  maximum . 

(Novembre  191  r.) 


Caen. 


Épreuve  théorique. 
tielle 


I.  i"  Intégrer  l'équation  différen- 


(i)       {\-\-  x^) y' -\-  ixy  —  nx  i'xnx  —  {i-\-  x^)  cosx  =  o. 

1°  Déduire  du  résultat  trouvé  l'intégrale  générale  de 
V équation  différentielle 

(2)     (iH-  x'^)y"  ^  ixy' —  ix  ?>\x\x  —  (iH-r^)  cosx  =  o. 

3°  Quelle  est  l'intégrale  particulière  de  l'équation  (1} 
qui  s'annule  en  même  temps  que  sa  dérivée  pour  ^  =  o? 

II.  Un*point  M.  primitivement  en  A,  décrit  la  circonfé- 
rence de  centre  O  et  de  rayon  OA  =  R  dans  le  sens  de  la 
flèche.  On  porte  sur  OM,  dans  le  sens  du  vecteur  OM,  un 
segment  MP  «?e  longueur  égale  à  celle  de  l'arc  AM. 

i"  Construire  le  lieu  géométrique  G  du  point  P. 

•2°  Montrer  que  la  normale  à  la  courbe  G  au  point  P 
passe  par  le  point  N  de  la  circonférence,  tel  que  l'angle 
MON  soit  égal  à  un  angle  droit. 


(  i4i  ) 

3"  Évaluer  la  longueur  de  Varc  décrit  par  le  point  P 
quand  le  point  M  a  décrit  sur  la  circonférence  un  arc  de 
longueur  s. 

4"  Évaluer  Vaire  balayée  par  le  segment  MP  quand  le 


point  M  a  décrit  sur  la  circonférence  un  arc  de  longueurs. 
Cas  particulier  où  s  =^  i-kK. 

Épreuve  pratique.  —  I.  Appliquer  le  développement  en 
I 
série  de  e^  au  calcul  de  Trz  avec  trois  décimales . 

\l  e^ 

II.  Montrer  que  Véquation 

x^  —  2x'^-h  2X  —  5  =  0 

a  une  seule  racine  réelle,   et   calculer  cette  racine   avec 
deux  décimales. 

(Novembre  191 1.) 


CERTIFICATS  D'A\ALYSE  SUPÉRIEURE. 


Paris. 

Epreuve    théorique.    —     On    envisage    tous    les   cercles 
définis  par  l'équation 

(a?  — a)2-f-jK2=  ^-, 
où  l'on  a 


u  —  tan^  u. 


r  =  tansM, 


(     >42    ) 

u  désignant  une  variable  arbitraire.  On  demande  :  \°  de 
déterminer  les  trajectoires  orthogonales  de  tous  ces 
cercles  et  de  calculer  l'élément  linéaire  du  plan  rapporté 
au  système  de  coordonnées  curvilignes  formé  de  ces  cercles 
et  de  leurs  trajectoires  orthogonales  ;  1°  de  faire  la  carte 
de  la  sphère  de  telle  manière  que  les  parallèles  corres- 
pondent aux  cercles  précédents  et  les  méridiens  à  leurs 
trajectoires  orthogonales.,  V équation  de  la  sphère  corres- 
pondant au  cercle  de  rayon  infini  /  w  =  -  j  et  le  méridien 

de  longitude  nulle  à  l'axe  des  a?,  les  longueurs  étant  de 
plus  conservées  à  la  fois  sur  l'équation  et  sur  le  méridien 
de  longitude  nulle. 

On  supposera  le  rayon  de  la  sphère  égal  à  l'unité. 


Éprhuve  pr\tique.  —  I.  Représenter,  dans  le  système  de 
la  projection  équivalente  de  Lambert,  la  moitié  de  l'hémi- 
sphère Nord.  Tracer  les  parallèles  et  les  méridiens  de  10" 
en  10"  en  prenant  le  méridien  central  pour  origine  et  le 
pôle  Nord  pour  centre  du  tracé. 

Les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  polaires  du 

point  du  plan  qui  correspond  au  point  de   la  sphère  de 

longitude  v  et  de  colatitude  u  sont 

.    u 
w  =^  V.  0  =  2a  sin  —  ; 

'  1 

a  désigne  le  rayon  de   la  sphère  que   l'on  prendra  égal 
à  Q*^"". 

On  pourra  déterminer  les  valeurs  de  p  soit  graphique- 
ment,  soit  par  le  calcul. 

II.  Faire  la  perspective  du  canevas  obtenu,  supposé 
dessiné  sur  le  géométral,  le  tableau  étant  un  plan  vertical 
parallèle  au  diamètre  qui  limite  le  canevas,  situé  à  iS'^'" 
de  ce  diamètre.,  du  côté  où  se  trouve  le  canevas. 

L'horizon  est  à  une  cote  de  9'"';  le  point  principal  est 
dans  le  plan  de  profil  mené  par  le  méridien  central  et  la 
distance  vaut  la''™.  L'échelle  du  tableau  est  double  de  celle 
du  géométral.  Faire  le  dessin  dans  un  cadre  de  28"'"  X  44'^'". 
Placer  la  projection  au-dessous  du  petit  axe  du  cadre  et 
la  perspective  au-dessus.  (Mars  191 1.) 


(  '43  ) 

Épreuve  écrite.  —  i°  Trouver  les  modes  de  représenta- 
tion de  la  sphère  sur  le  plan  dans  lesquels  les  aires  sont 
conservées  ;  les  méridiens  correspondent  à  des  droites 
concourantes  et  les  parallèles  à  des  droites  parallèles. 

1"  Déterminer  les  lignes  géodésiques  de  la  surface  dont 
Vêlement  linéaire  est  donné  par  la  formule 

ds"^  =  {x^-\-  .72  -\-  a'^)(  dx^  +  dy^  ). 

Épreuve  pratique.  —  Faire  une  projection  stéréogra- 
phique  sur  le  plan  du  méridien  perpendiculaire  au  méri- 
dien de  Paris. 

Représenter  les  méridiens  et  les  parallèles  de  10°  en  10", 
en  déterminant  leurs  éléments  soit  graphiquement,  soit 
par  le  calcul. 

Placer  le  centre  de  la  carte  au  centre  de  la  feuille,  le 
méridien  de  Paris  suivant  le  grand  axe  de  la  feuille.  Le 
rayon  de  la  carte  vaut  6^'". 

Construire  l'horizon  de  Paris  (/  =  o,  X  =  48",  5o). 

Déterminer  la  projection  du  grand  cercle  qui  passe  par 
les  deux  points  a  {l  = — 60",  X= — 20"),  b{l= — 3o",  X=  —  5o"), 
le  pôle  de  ce  grand  cercle  et  la  distance  des  deux  points. 

On  dessinera  en  trait  noir  fin  les  résultats,  c'est-à-dire 
les  parallèles  limités  au  contour  de  la  carte  et  les  méri- 
diens limités  aux  parallèles  de  80°;  en  rouge,  les  lignes 
de  const/uction. 

On  expliquera  très  sommairement  les  tracés  effectués. 

(Octobre  191 1 .) 


CEUTIFIGATS  DE  illÉCA^IQUE  lUTIONNELLË. 


Grenoble. 

Epreuve  théorique.  —  Une  circonférence  homogène  de 
masse  2  M,  de  rayon  R,  peut  tourner  autour  d'un  de  ses 
diamètres  AB  qui  est  fixe.  Les  deux  extrémités  CD  d'une 
tige  rectiligne  homogène  infiniment  mince  de  longueur 
égale  au  diamètre  de  la  circonférence  glissent  sur  cette 
circonférence.  La  masse  de  la  tige  est  3  M.  Les  liaisons 
sont  sans  frottement. 

i**  Former  et  intégrer  les  équations  du  mouvement  du 
système.  On  prend  comme  paramètres  l'angle  »}  du  plan 


(  '44  ) 

de  la  circonférence  et  d'un  plan  fixe  passant  par  AB  et 
V angle  6  de  la  barre  CD  et  du  diamètre  fixe  AB. 


2°  Discuter  :  on  désignera  par  ô^,  '^'^  les  valeurs  initiales 

.    .,       d^     ,,       d'ij  ,,  ,  ,  .    .  •    , 

de  ^  =  -j-y  t]^  =  —!- ,  et  l  on  supposera  les  valeurs  initiales 

de  ^  et  ^  respectivement  égales  à  zéro  et  -• 

3"  Indiquer  une  méthode  pour  déterminer,  autant  qu'il 
est  possible  de  le  faire,  les  réactions  s' exerçant  en  G  et  D. 

(Juillet  1912,) 


QIESTIOXS. 


2219.  Une  hypocycloïde  (H)  et  une  épicycloïde  (E)  à  trois 
rebroussements  ont  les  mêmes  points  de  rebroussement  : 
démontrer  que  la  tangente  à  (H)  en  un  poi)it  quelconque  A 
coupe  (E)  en  deux  points  réels  B  et  B'  dont  la  distance  est 
constante,  que  les  milieux  de  AB  et  AB'  appartiennent  à  (H); 
les  normales  en  B  et  B'  à  (E)  sont  rectangulaires  et  se  cou- 
pent sur  le  cercle  des  rebroussements;  les  tangentes  en  ces 
points  se  coupent  sur  le  cercle  des  sommets  de  (E);  le  cercle 
de  diamètre  BB'  touche  les  deux  cercles  précédents. 

J.  Lemaire. 

2220.  On  considère  les  trajectoires  orthogonales  F  d'un  sys- 
tème de  cercles  G  homothétiques  entre  eux  par  rapport  au 
pôle  0.  Le  centre  de  courbure  de  la  courbe  F  répondant  au 
point  M  où  elle  coupe  orthogonalement  le  cercle  G  est  le 
pôle  de  la  droite  OM  par  rapport  à  ce  cercle. 

M.  d'Ogagne. 


(  ^45  ) 

[0»2q] 

SlIK  LES  CORI^ES  D'Il^E  COUUHE  VIES  DTi\  POINT  FIXE 
SOIS  m  ANGLE  CGXSrANT; 

Far  m.  R.  GOORMAGllTIGll. 


1.   —  Thkokèmes  généraux. 

1.  Soient  O  un  point  fixe  dans  le  plan  d'une 
courbe  (G),  A  et  B  deux  points  variables  de  (C)  tels 
que  l'angle  AOB  soit  un  angle  conslant  a  (Jïg.  i). 
Désignons  pai-  E^  l'enveloppe  de  la  corde  AB. 

Fig.   I. 


Soit  P  la  projection  de  O  sur  la  corde  AB;  ce  point 
est  à  l'intersection  des  cercles  décrits  sur  OA  ei  OB 
comme  diamètres,  et  renvelop|:>e  E^  est  l'antipodaire 
du  lieu  de  P.  Trnnslbrmons  la  figure  par  une  inversion 
de  pôle  O,  de  puissance  quelconque,  et  atlectons  d'ac- 
cents les  lettres  qui  désignent  les  transformés  des  élé- 
ments correspondants  de  la  figure  primitive. 

Les  droites  V'P'  et  B'P'  enveloppent  l'antipodaire  (C") 
de  la  courbe  (C)  relativement  à  O,  et,  comme  l'angle 
Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  XIV.  (Avril  1914.)  '^ 


(  -46) 

A'P'B'  est  constant  et  égal  à  tt —  a,  le  point  P'  décrit 
la  courbe  isoptique  d'angle  iz —  a  de  la  courbe  (G"). 

Or,rantipodaire  {C)  de  l'inverse  (C)  de  la  courbe  (G) 
est  la  polaire  réciproque  de  (G)  par  rapport  à  un  cercle 
de  centre  O  (^  ). 

Le  lieu  de  P  est  donc  l'inverse  de  l'isoptique  (G'^^) 
de  (G'^),  et  Ea  est  l'antipodaire  de  l'inverse  de  (G"^). 

On  est  ainsi  conduit  à  ce  théorème  : 

Théorème  A.  —  L^ enveloppe  E^  est  la  polaire 
réciproque  de  l' isoptique  d'angle  tc  —  et.  de  la  polaire 
réciproque  de  (G). 

2.  Soit  o)  le  centre  du  cercle  AOB,  et  cherchons  le 
lieu  La  de  ce  point  {fig-  2).  Désignons  par  Q  le  point 


d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  en  A  et  B 
sur  G  A  et  OB;  le  lieu  de  to  est  homothéti(jue  de  celui 
de  Q  (rapport  1:2).  Or,  QA  et  QB  enveloppent  l'anti- 
podaire de  (G)  par  rapport  à  O  et,  comme  l'angle  Q 
est  constant  et  égal  au  —  a,  on  a  ce  théorème  : 

Théorème  B.  —  Le  lieu  L^  du  centre  du  cercle  AOB 


(^)  S.  Lie  und  G.  Scheffkrs,  Géométrie  der  Beruhrungstrans- 
formationen^i.l^  1896,  p.  17. 


(  '47  ) 
est  homothétique  de  V isoptique  d'angle  tt  —  cl  de 
V  antipodaire  de  (C). 

Les  considérations  qui  précèdenl  montrent  qu'il 
existe  entre  une  enveloppe  E^  et  un  lieu  L^  la  relation 
suivante  : 

Théorème  C.  —  U  enveloppeY^^pour  une  courbe  (C) 
est  homothétique  de  la  polaire  réciproque  du  lieu  L^ 
pour  la  courbe  inverse. 

Dans  le  cas  où  l'angle  a  est  droit,  w  est  le  milieu 
de  AB,  et  le  théorème  B  devient  le  suivant  : 

Théorème  D.  —  Le  lieu  L  -  des  milieux  des  cordes 

1 

d\ine  courbe^  vues  d\in  point  fixe  sous  un  angle 
droite  est  homothétique  de  V  orthoptique  de  C  antipo- 
daire de  la  courbe. 

Enfin,  l'enveloppe  du  cercle  AOB  s'obtient  aisément 
en  utilisant  le  théorème  B.  On  sait  que  l'enveloppe 
d'un  cercle  qui  passe  par  un  point  fixe,  est  homothé- 
tique de  la  podaire  (rapport  2  :  i)  du  lieu  de  son  centre. 

Théorème  E.  —  U enveloppe  du  cercle  AOB  est  la 
podaire  de  V isoptique  d^  angle  ti  —  cl  de  V antipo- 
daire de  (G). 

J^es  théoièmes  précédents  ramènent  la  recherche  des 
lieux  et  des  enveloppes  considérés  à  des  transforma- 
tions connues. 

II.   —  Applications. 

3.  Coniques.  —  La  polaire  réciproque  d'une  conique 
par  rapport  à  un   cercle  quelconque  est  une  seconde 


(  '48  ) 

conique;  les  isoptiques  de  celte  conique  sonl  des 
spiriques  de  Perseus  (^). 

L' enveloppe  des  cordes  d' une  conique  vues  d^ un 
point  fixe  sous  un  angle  constant  est  la  polaire  réci- 
proque d^  une  spirique  de  Perseus. 

La  recherche  de  cette  enveloppe  a  été  proposée  par 
M.  Barisien  dans  V Intermédiaire  des  Mathéma- 
ticiens (2).  La  solution  analytique  (Quilibet)  montre 
que  l'enveloppe  est  de  la  quatrième  classe,  ce  qui 
résulte  aussi  du  théorème  précédent. 

Si  le  point  O  est  sur  la  conique,  la  polaire  réciproque 
de  la  conique  par  rapport  à  un  cercle  de  centre  O  est 
une  parabole,  dont  les  isoptiques  sont  des  coniques. 

Ainsi,  les  cordes  d^ une  conique  vues  d^ un  point 
fixe  de  la  courbe  sous  un  angle  constant.,  enveloppent 
une  conique. 

Si  le  point  O  coïncide  avec  un  foyer,  la  polaire 
réciproque  est  un  cercle  et  l' enveloppe  E^  est  une 
conique. 

Si  l^ angle  a  est  droit  et  si  le  point  O  est  quel- 
conque, l'orlhoptique  de  la  polaire  réciproque  étant  un 

cercle,  V enveloppe  E-  est  une  conique. 

Quand  le  point  O  est  au  centre  de  la  conique,  cette 
enveloppe  est  un  cercle. 

Enfin,  si  le  point  O  est  sur  la  conique  et  si  a  =-  >  la 

polaire  réciproque  ayant  pour  orthoptique  une  droite, 
la  corde  AB  pivote  autour  du  pôle  de  cette  droite.  C'est 
le  théorème  de  Frégier. 

4.   Si   l'on    considère    les    cordes    d'un    cercle    qui 


(^)  LoRiA-ScHÙTTE,  SpezielU  ebene  Kurven,  t.  I,  p.  i32. 
(*)  Février  igiS,  p.  3o. 
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passent  par  un  point  fixe,  leurs  milieux  sont  sur  un 
cercle  passant  par  le  centre  du  cercle  considéré.  Par 
affinité,  cette  propriété  s'étend  aux  coniques. 

Dès  lors,  si  l'on  considère  les  cordes  d'une  conique 
vues  d'un  point  de  la  courbe  sous  un  angle  droit,  elles 
passent  par  un  point  fixe,  et  la  proj)riété  précédente 
est  applicable. 

Ainsi,  Le  lieu  des  milieux  des  cordes  d^  une  conique, 
vues  d^un  point  de  la  courbe  sous  un  angle  droit^  est 
une  conique  passant  par  le  centre  de  la  conique 
donnée. 

Ceci  posé,  renriarquons  que  l'inverse  d'une  conique 
est  une  cubique  circulaire  lorsque  le  centre  d'inversion 
appartient  à  la  courbe,  et  que  ce  centre  est  le  point 
double  de  la  cubique.  En  appliquant  le  théorème  G, 
on  aura  donc  la  propriété  suivante  : 

Les  cordes  d^  une  cubique  circulaire  vues  du 
point  double  sous  un  angle  droit  enveloppent  une 
conique  ('). 

On  déduit  aussi  de  ce  qui  précède,  au  moyen  du 
théorème  D,  que  l'orthoptique  de  l'antipodaire  d'une 
conique,  par  rapport  à  un  point  de  cette  conique,  est 
une  seconde  conique. 

On  sait  que,  dans  le  cas  de  la  parabole,  cette  antipo- 
daire  est  une  parabole  semi-cubique  de  Neil. 

Ainsi,  V  orthoptique  de  la  parabole  de  Neilest  une 
conique. 

En  d'autres  termes  : 

Le  lieu  des  points  d^ où  Von  peut  mener  à  une 
parabole  deux  normales  rectangulaires  est  une 
conique. 

(M  Voir,  Inlermcdiaire  des  Mathématiciens,  solution  de  la  ques- 
tion 2753,  1904. 
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o.  Le  théorème  D  donne  lieu  à  de  nombreuses  consé- 
quences intéressantes.  On  sait  que  les  qiiartiques  bicir- 
culaires  unicursales  sont  les  podaires  des  coniques.  On 
a  donc  ce  théorème  : 

Le  Lieu  des  milieux  des  cordes  d^  une  quartique 
bicirculaire  unicursale  vues  du  point  double  sous  un 
angle  d/oit  est  une  circonférence. 

En  particulier,  la  podaire  cenirale  d'une  conique  est 
une  leniniscale  de  Booth,  et,  dans  ce  cas,  la  circonfé- 
rence trouvée  est  concentrique  à  la  conique.  On  en 
déduit  aisément  cette  propriété  (^)  ' 

Les  cordes  d^  une  lemniscate  de  Booth,  vues  du 
centre  sous  un  angle  droit ^  sont  toutes  égales  entre 
elles. 

De  même,  les  podaires  de  la  parabole  sont  les  cubi- 
ques circulaires.  Comme  l'orthoptique  d'une  parabole 
est  sa  directrice,  on  peut  donc  dire  que  le  lieu  des 
milieux  des  cordes  dune  cubique  circulaire^  vues  du 
point  double  sous  un  angle  droit.,  est  une  parallèle  à 
r asymptote  (2). 

L'application  du  théorème  D  donne  aussi  la  démons- 
tration de  cette  propriété  du  trifolium  droit  signalée 
par  M.  Barisien  (^)  : 

Le  lieu  des  milieux  des  cordes  du  trifolium  droit^ 
vues  du  point  triple  sous  un  angle  droit .^  est  un 
cercle. 

En  effet,  l'atitipôdaire  du  trifolium  droit,  par  rapport 


(^)  Mathesis,   1918,  p.  64. 

(^)  Intermédiaire  des  Mathématiciens,  question  2707  (Th.  Le- 
moyne),  1904. 
(')  Mathesis,  1913,  p.  268. 
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à  son  point  triple,  est  une  hjpocycloïde  à  trois  rebrons- 
sements,  dont  Forthoptique  est  un  cercle  (cercle  tri- 
tangent). 

On  voit,  de  plus,  que  la  propriété  est  vraie  pour  une 
podaire  quelconque  de  l'hypo(;ycloïde  à  trois  rebrous- 
sements. 

En  particulier,  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'un 
trifoliuin  oblique^  vues  du  point  triple  sous  un  angle 
droit ^  est  une  circonférence. 

6.  Le  théorème  B  appliqué  au  cas  des  cubiques  cir- 
culaires donne  le  théorème  suivant  : 

Si  une  corde  AB  d^  une  cubique  circulaire  est  vue 
du  point  double  O  sous  un  angle  constant^  le  centre 
du  cercle  AOB  décrit  une  conique,  quand  la  corde 
AB  varie. 

Le  théorème  E  établit,  entre  les  cubiques  circulaires 
et  les  quartiques  bicirculaires  unicursales,  une  relation 
remarquable. 

Les  cercles  qui  passent  par  le  point  double  d^  une 
cubique  circulaire  et  qui  déterminent  a^^ec  la  courbe 
des  cordes  vues  de  ce  point  sous  un  angle  constant^ 
enveloppent  une  quar tique  bicirculaire  unicursale. 

1.  Au  point  de  vue  qui  nous  occupe,  les  courbes 
représentées  en  coordonnées  polaires  par  l'équation 

(i)  p  =  a  cos[a6 -h  6  sin[jiO, 

OÙ  li.  est  un  entier  impair^  méritent  une  attention 
spéciale.  Elles  peuvent  être  considérées  comme  résul- 
tant de  l'addition  des  rayons  vecteurs  de  deux  rosaces 
de  même  indice.  Si  p  et  0  désignent  les  coordonnées 
polaires  de  A,  et  o'  le  rayon  vecteur  OB  qui  correspond 
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à  l'anffle  B ,  on  a 

p'  =  a  cos  ([J.6  —  H^  —  )  -H^sinffjiO  —  H^— )> 
OU 
(a)  p'  =  ±  a  sin  (i.6  qz  6  cosfjt.0. 

On  déduit  de  (i)  et  (2) 

p2-f-p'2=      a2cos2[jL6H-è2  sin2[ji6H-2aè  sin  [jl6  cosfiÔ 

-h «2  sin-}jL8-h62cos2}x0  —  lab  sin[ji6  cos  [j.0  =  a2_^^2, 

L'hvpoténase  du  triangle  rectangle  AOB  est  donc 
constante,  ainsi  que  la  médiane  issue  de  O  qui  en  vaut 
la  moitié.  On  a  donc  ce  théorème  : 


Pour  les  courbes  (i),  le  lieu  L-  est  un  cercle  ayant 
Fig.  3. 


son  centre  à  V origine.  En  particulier  {^fig.  3),  siaest 
nul,  les  courbes  (i)  sont  des  Rosaces  {*).  Le  lieu  des 

(^)  Loria-Sghùtte,  Spez.  ebene  Kurven,  t.  1,  p.  358. 
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milieux  des  cordes  d^ une  rosace   d^ indice  impair^ 
vues  du  centre  sous  un   angle  droit^  est  un   cercle 
concentrique. 

Pour   les    courbes    inverses   des    Rosaces    (Ahren- 

kurçen)  (*),  l'enveloppe  E^  sera  un  cercle,  en  vertu  du 

théorème  G.  En  particulier,  si  [^  =  3,  la  courbe  corres- 
pondante a  pour  équation 

_      b 

'°  ~  sin3e 

et  est  donc  une  trisectricc  de  G.  de  Longchamps  (-). 
Ainsi,  les  cordes  d'une  irisectrice de Longchanips., 
vues  du  centre  sous  un  angle  droit^  enveloppent  un 
cercle  concentrique. 

8.  Le  théorème  D  permet  de  déduire,  de  ces  consi- 
dérations relatives  aux  Rosaces,  une  propriété  de  cer- 
taines hjpocjcloïdes.  On  sait,  en  effet  (3),  qu'une 
épicycloïde  ou  une  hjpocjcioïde  de  module  n  (rapport 
du  rayon  du  cercle  décrivant  à  celui  du  cercle  fixe)  ont 
pour  podaires  cenirales  des  Rosaces  d'indices 


I  -h  2n 
lomme 


2/1 


<•, 


les  Rosaces  considérées  au   paragraphe  précédent  ne 
peuvent  pas  être  des  podaires  d'épicjcloïdes.  Mais,  si 


(M  Lohia-SghCttk,  Spez.  ebc/ie  Kurven,  l.  I.  p.  aO-y 
(*)  Jbid.,  t.  I,  p.  92. 
(3)  Ibid.,  t.  II,  p.   108. 
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k  étant  impair^  ou  si 

k  —  i 

n  =  —, 

ik 

l'iiypocycloïde  correspondante  aura  pour  podaire  une 
des    Rosaces    considérées     et,    pour    orthoptiqae,    un 
cercle   concentrique   au   cercle   de   base,    en    vertu    du 
théorème  D.  On  a  donc  ce  théorème  : 
Les  hypocycloïdes  de  modale 

k  —  i 

•  n  =  j —  j 

ik 

OÙ  k  est  un  entier  impair ^  ont  pour  orthoptique  un 
cercle. 

En  particulier,  si  A-  =  3,  n  =  51  et  l'on  retrouve  une 

propriété  bien  connue  de  l'hjpocjcloïde  à  trois  rebrous- 
semenls. 

Si  A"  =  5,  /z  =  -,  et  l'on  obtient  une  hypocjcloïde 

étoilée  à  cinq  rebroussements  {fig.  3),  dont  l'orthop- 
tique  est  un  cercle  (cercle  cinq  fois  tangent). 

III.  —  Courbes  a  point  de  Frégier. 

9.  On  peut  se  demander  dans  quel  cas  l'enveloppe 
Eu  se  réduit  à  un  point,  comme  dans  le  cas  ou  l'on 

2 
considère  une  conique  et  que  le  point  O  appartient  à 
cette  conique.  On  peut  alors  dire  que  la  courbe  a  un 
point  de  Frégier. 

En  vertu  du  théorème  A,  il  faudra  que  la  courbe  (G") 
ait  pour  orthoptique  une  droite,  par  exemple  l'axe 
des  X.  Or,  ceci  revient  à  chercher  les  courbes  qui  se 
transforment  en  elles-mêmes  par  une  transformation 
orlhotangentielle  définie,  en  coordonnées  tangentielles, 
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par  les  équations  de  transformation  : 


yz 
(3)  x,\y^\z,=y\-x\  ^. 


En  coordonnées  ponctuelles,  ces  équations  de  trans- 
formation sont  celles  qui  caractérisent  une  inversion 
de  Hirst,  dans  laquelle  on  fait  correspondre  à  un  point 
M  un  point  W  tel  que  MM'  soit  parallèle  à  l'axe 
àe?> y  et  que  la  distance  MM'  soit  vue  de  l'origine  sous 
un  angle  droit.  Cette  transformation  est  la  polaire 
réciproque  de  la  transformation  orthotangentielle  par 
rapport  au  cercle 

(4)  .r2-+-jK2  — I  =  o. 
Si  donc  une  courbe  algébrique 

(5)  f{x,y,z)==o 

est  telle  que  son  équation  soit  identique  à 

(6)  /(r,  -•'^,=^)  =  o, 

elle  aura  un  point  de  Frégier  à  l'infini.  Pour  en  déduire 
une  courbe  à  point  de  Frégier  à  distance  finie,  il  suffit 
de  prendre  la  polaire  réciproque  par  rapport  au 
cercle  (/j),  puis  la  polaire  réciproque  de  la  courbe 
obtenue  par  rapport  à  un  cercle  quelconque. 

10.  Cherchons  donc  les  fonctions  de  degré  n  telles 
(|ue  les  équations  (5)  et  (6)  soient  identiques.  Remar- 
quons d'abord  que  si  l'on  considère  un  terme 

OÙ  l'exposant  de  z  est  supérieur  à  celui  dey,  la  subs- 
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lilution  (3)  donnera  lieu  à  un  terme 

(_,)«-2a-/Z__i , 

dans  lequel  x  est  en  dénominateur.  Désignons  par  k 
l'exposant  de  la  plus  haute  [)uissance  de  x  qui  pourra 
ainsi  se  produire  en  dénominateur.  Quand  on  voudra 
ramener  l'équation  (6)  à  la  forme  primitive  (5),  on 
devra  multiplier  tous  les  termes  par  x^\  donc,  pour 
retrouver  une  équation  de  degré  /i,  on  devra  pouvoir 
diviser  tous  les  termes  de  l'équation  (6)  par  un  terme 
de  degré  k.  Or,  tous  les  termes  de  cette  équation  ne 
peuvent  renfermer  s,  car  les  z  de  l'équation  (6)  pro- 
viennent des  mêmes  puissances  de  z  dans  l'équation  (5). 
Tous  les  termes  de  l'équation  (6)  ne  sont  pas  divisibles 
par  x^  puisque,  par  hypothèse^  la  substitution  (3) 
donne  lieu  à  des  fractions  où  x  est  en  dénominateur.  Il 
résulte  de  là  que  tous  les  termes  de  l'équation  (6) 
doivent  être  divisibles  par  y^.  Ainsi,  pour  que  les 
équations  (5)  et  (6)  soient  identiques,  il  faut  que 


(7)  /(-^Sr,^) 


=  p/(^'— 'f)- 


Pour  que  tous  les  termes  de  l'équation  (6)  soient  divi- 
sibles par  y*,  il  faut  que,  dans  l'équation  primitive  (5), 
la  somme  des  exposants  de  z  ei  x  soit  au  moins  égale 
à/c. 

Ceci  posé,  considérons  un  terme  de  l'équation  (5) 

(8)  zPxf^-P-'^yf'         (p<:k). 

La   transformation  (3)    et   la   multiplication   par -^ 
donnent  lieu  au  terme 

(9)  y'^-P-h{—  \y'x'>-  £lff     ^    =    (^__^^hyn-k-hj;k-p-^-hzP. 
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En  vertu  de  (7),  ce  terme  doit  exister  dans  l'équa- 
tion (5).  Mais  il  faut  que,  si  l'on  transforme  (9),  on 
retrouve  (8);  or,  si  l'on  transforme  le  terme  (9),  on 
trouve 

(^—l)n-kjcn-i)-/ijzP. 

Il  faut  donc  que  n  —  k  soit  pair.  Le  même  raisonne- 
ment s'applique  au  cas  o\x  p^  k,  mais  alors  h  devra 
être  au  moins  égal  à  p  —  k,  conformément  à  ce  quia 
été  dit  plus  haut  relativement  aux  exposants  de  z  et  x. 
On    voit,   en  outre,   aisément  que  p  peut  varier  de  o 

à  -(n  4-  A")  et  A  de  o  à-  (/^  —  k)  ou  de  p  —  k  à  -(/i — /c), 

suivant  les  cas. 

De  plus,  on  aurait  pu  faire  correspondre  à  (8)  le 
terme  (9)  changé  de  signe;  on  aurait  alors  dû  changer 
tous  les  signes  dans  l'équation  (6). 

On  arrive  ainsi  à  la  proposition  suivante  : 

Les  équations 

(10)      I.ZP  l'Llpjil  x'^-l>-l'yl>'  -\-{—i)h  x^<-P^hyn-k~h  ]  j   =  o 

et 

(  1 1)      2  -ZP  j  S  IpM  1  .r"-/'~/'jK^'  —  (  —  l)^'  ,rk-r+hyn-k-  /'  J  j  =  o 

leprésentent  les  courbes  algébriques  qui  ont  un  point 
de  Frégier  à  l'infini. 

On  donnera  à  k  une  valeur  inférieure  à /^  et  de  même 

parité  que  n,  on  fera  varier/?  dco  à ^  et,  à  cha(|ue 

valeur  de  p  inférieure   à   /c,  on  fera  correspondre  les 

valeurs  de  A  de  o  à  -  (a?  —  k)\   à   partir  de   p  =  Â,    on 

fera  varier  h  de  p  —  k  k  ^  • 

En  vertu  du  paragraphe  9,  poui-  avoir  une  courbe  à 
point  de  Frégier  à  distance  finie,  il  suffit  de  considérer, 
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dans  (lo)  et  (i  i),  x^  y,  :;  comme  coordonnées  tangen- 
lielles  et  de  prendre  les  polaires  réciproques  par  rap- 
port à  un  cercle 

(12)  (^_a)2-+-(j.—  p)2=r2. 

Si  l'on  transporte  l'origine  au  point  (a,  P),  on  trouve 
les  équations 

et 

—  (  —  X^h ^k-p^hyti-k-h ]  j  =  o, 

qui  caractérisent  les  courbes  qui  ont  un  point  de 
Frégier  correspondant  à  V origine. 

11.  Cherchons  quand  les  courbes  représentées  par 
(10)  et  (i  i)  en  coordonnées  tangentielles  sont  tangentes 
à  l'axe  des  x.  Les  coordonnées  de  cet  axe  étant  o,  1,0, 
il  suffira  de  chercher  quand  tous  les  ternies  des  équa- 
tions considérées  renferment  x  ou  z.  Ov,  les  termes 
qui  ne  renferment  pas  z  sont 

et 

Tous  les  termes  x"~^y^  renferment  x^  car  h  est  infé- 
rieur à  n.  Pour  que  le  terme 

^k-^h  yti—k—h 

ne  renferme  pas  x^  il  faut  k  =  h  =z  o. 

Ainsi,  les  courbes  représentées  par  (10)  et  (1  i)  en 
coordonnées  tangentielles  touchent  l'axe  des  j:,  excepté 
quand  A*  =  o.  Donc  leurs  polaires  réciproques  passent 
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par  le  pôle  de  cet  axe.  Si  l'on  observe  que  n  —  k  est 
toujours   pair,  on  déduit,  de  là,  le  théorème  suivant  : 

Si  une  coarhe  d^ ordre  impair  a  un  point  de 
Frégier^  ce  point  appartient  à  la  courbe. 

Si  une  courbe  d^ ordre  pair  a  un  point  de  Frégier., 
ce  point  appartient  à  la  courbe  si  A-  ^  o,  et  se  trouve 
en  dehors  de  la  courbe  si  k  est  nul. 

12.  Cubiques.  —  Dans  le  cas  où  /i  =  3,  on  a  A-  =  i . 
Les  équations  (lo)  et  (i  i)  deviennent 

iQ^o{x^±xy^)  H-  /o,i(-^-r  =4=  ^^y) 

On  voit  que  la  seule  équation  à  considérer  est  l'équa- 
tion (i  î)  et  qu'on  peut  l'écrire 

(i3)     x{x^ — j2)  _i_  ax-y  +  6(.r2— j2)  +  cxy  -^  dy  =  o. 

Cette  équation  re[)résente  les  cubiques  qui  ont  un 
point  de  Frégier  à  l'infini  dans  la  direction  de  l'axe 
des  y.  Si  «?  =  o,  l'origine  est  un  point  double  ;  les  tan- 
gentes à  la  courbe  en  ce  point  ont  pour  coefficients 
angulaires  les  racines  de  l'équation 

brn'^  -\-  cm  —  6  =  o, 

et  sont,  par  suite,  rectangulaires.  Il  en  sera  de  même 
j)our  la  polaire  réciproque,  par  rapport  au  cercle  (12), 
de  la  courbe  représentée  en  cordonnées  tangentielles 
par  l'équation  (  1 3)  où  <^=  o.  On  ei\  déduit  ce  théorème  : 

Les  cubiques  nodales  dont  les  tangentes  au  point 
double  sont  rectangulaires  ont  un  point  de  Frégier 
situé  sur  la,  courbe. 

On  retrouve  ainsi  une  propriété  signalée  par 
M.  Th.  Lemoyne  dans  V Intermédiaire  des  MatJu'nia- 
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ticiens  (^).  Mais  l'analyse  précédente  montre  qu'il  y  a 
d'autres  cubiques  {dy^  o)  qui  possèdent  un  point  de 
Frégier. 

13.    Quartiques.  —  Dans  le  cas  de  ^i  =  4?  on  trouve 

x{ax  H-  b){x^  —  y"^)  +jK(c.r2+  cix'*'+  ex  +/)  =  o  {k  =  i). 
x'*-{-y'*-\-axy{x'^ — y''-)^bx-Y'^-\-c{x^—y'^)y-\-dxy'^-\-fy^=o 

{k  =  o). 

A  cette  dernière  classe  de  quartiques  appartient  le 
trifolium  droit,  que  l'on  obtient  pour 

b  =^  1^         a  =.  d  —  f  =■  o. 

Ainsi,  les  cordes  d\in  trifolium  droit  vues  du 
point  triple  sous  un  angle  droit  sont  parallèles  entre 
elles. 

Cette  propriété  résulte  aussi  de  la  transformation 
indiquée  par  G.  de  Longchamps  pour  déduire  le 
trifolium  du  cercle  (-);  cette  transformation  montre 
aussi  que  la  propriété  est  vraie  pour  le  trifolium 
oblique.  En  particulier,  elle  a  lieu  pour  le  folium 
double  {^). 

Si  a=  b  =^  d  =if=  o,  on  trouve  une  courbe  d'équa- 
tion 

rpi^^ yi^^  c{x^  —  y^)y  =  o. 

C'est  le  trifolium  de  Cramer  (*).  On  a  donc  ce 
théorème  : 

Les  cordes  dhin   trifolium  de   Cramer^  vues   du 


(M  Question  2706,  1904,  p.  f\. 

(2)    LORIA-SCHÛTTE,    t.    I,    p.    1 68 . 

(•■')  Question    2876   de  M.    Lemoyne    dans    V Intermédiaire   des 
Mathématiciens^  190^,  P-  27. 

(^)  Chamer,  Introduction  à  V Analyse  des  courbes  algébriques, 

1750,    p.  421.    —  LORIA-SCHÙTTE,  t.    I,   p.    171. 


(   -6.   ) 

point  triple  sous  un  angle  droit,  sont  parallèles  à 
Vaxe  de  symétrie  de  la  courbe. 


[0'2q] 

SUR  LES  COURBES  ISOPTIQUES  ET  LES  PODAIRES; 

Par  m.  F.  Gomes  TEIXEIRA. 


1.  On  désigne  sous  le  nom  de  courbe  isoptique 
d^une  autre  courbe  (Ci)  et  d'' un  point  O  le  lien  (C) 
décrit  par  le  sommet  d'un  angle  constant  dont  un  des 
côtés  est  tangent  à  (Ci)  et  l'autre  passe  par  le  point 
donné  O.  Si  l'angle  est  droit,  la  courbe  (C)  est  dite 
orthoptique  el  elle  est  identique  à  la  podaire  de  (G,  ) 
par  rapport  à  O. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  orthogonales 
le  point  O  et  représentons  la  courbe  (C,)  par  les  équa- 
tions paramétriques 

l'angle  donné  par  a,  et  les  coordonnées  de  son  sommet 
par(X,Y).  On  a 

(\-y)x'={\-x)y\ 

y'  cosa  -1-  x'  sina  ,, 

Y  =  —, -—. —  X . 

X  cosa  —  y  sina 

Donc  la  courbe  (C)  peut  être  représentée  par  les 
équations  paramétriques 


( 


yx  —  xy  X  cosa  —  y  sm  a 
t'2-f-  y' 2  sina 

(0 

yx  —  xy  y  cosa-f-./'  sina 


x^'-v-y'-  sina 

Ann.  de  Malhétnat.,  4°  série,  t.  XIV.  (Avril  i<ji4-) 
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Si  a  =  -,  et  si  X,,  Y,   désignent  les  valeurs  qu'alors 

prennent  X,  Y,  on  a  les  équations  de  la  courbe  orthop- 
tique  de  (G<)  et  O,  savoir  : 

_  {yx'—xy)y  _  {yx'  —  xy)x' 

1  x'-^^y^     '         '"     x'^-^y^ 


Donc  on  a 


X  sina  =  Yj  cosa  -+-  Xi  sina, 
Y  sina  =  Yi  sina  —  Xi  cosa, 


OU 

w 

X  =  Y2  cosa  H-  X2  sina 
Y  =  Y^  sin  a  —  Xg  ces  a 

où 

(3) 

X, 

=  X2sina,         Yi  =  Y2sir 

Quand  le  point  (X, ,  Yi  )  décrit  la  podaire  de  (C<) 
par  rapport  à  O,  le  point  (X2,  Y2)  décrit  une  courbe 
semblable  à  celle-là.  Le  point  (X,  Y),  déterminé  parles 
équations  (2),  décrit  la  courbe  isoplique  de  (Ci)  et  O. 
Mais,  en  désignant  par  (B^  p)  et  (82,  P2)  les  coordon- 
nées polaires  des  points  (X,Y)  et  (X2,Y2),  on  a 

Y  Y 

tangO  =  —,  tange2=  ^, 

et,  par  conséquent,  en  tenant  compte  des  formules  (2), 
d'où  il  résulte 


Gomme  on  a    aussi  p  =  p2,  nous  avons   le    théorème 
suivant  : 

La  courbe  isoptique  de  C^  et  O  est  semblable  à  la 
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podaire  de  (C<)  par  rapport  a  O.  On  détermine  la 
nature  de  cette  courbe^  quand  la  podaire  est  connue^ 
au  moyen  des  équations  (3),  et  Von  en  obtient  la 
position  dans  le  plan  de  (C,)  en  faisant  tourner  le 
lieu  de  (Xg,  Y2)  autour  du  point  O  d^un  angle  égal 

à  -  —  a  dans  le  sens  du  mouvement   des   aiguilles 

d'une  montre. 

2.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  de  la  ques- 
tion inverse  de  celle  qui  précède,  c'est-à-dire  du  pro- 
blème suivant  : 

Déterminer  une  courbe  (C,)  sur  laquelle  doit 
rouler  un  côté  d^ un  angle  donné  cl,  dont  Vautre 
côté  passe  par  un  point  fixe  O,  pour  que  le  sommet  M 
décrive  une  ligne  donnée  (C). 

Prenons  encore  pour  origine  des  coordonnées  ortho- 
gonales le  point  O.  L'équation  d'une  tangente  à  la 
courbe  (C|)  est 

X  coso)  -h  JK  siniu  =  p  =  /(co), 

w  désignant  l'angle  que  la  normale  correspondante  fait 
avec  l'axe  des  abscisses  et  p  =f(^o))  la  distance  de 
l'origine  à  la  tangente  considérée.  La  courbe  (G,)  est 
l'enveloppe  des  positions  que  cette  tangente  prend 
quand  03  varie,  et  elle  peut  donc  être  représentée  {)ar 
les  équations  paramétriques 

X  =  f  (oi)  cosoj  —  y  (to)  sinw, 
y  =  y  (  (O)  cos(o  H- /  (0L>)sin(o. 

Mais,  en  représentant  par/>,  la  di^lanct;  dv.  l'origine 
au  sommet  M  de  l'angle  a  et  par  0  l'angle  de  CM  et  de 
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l'axe  des  abscisses,  nous  avons 


sina         sina  2 


Donc    la    courbe     (G)    peut    être    représentée    par 
l'équation  polaire 


9=P^ 


/(-+e-a 


Si  p  =  F(9)   est  l'équation   donnée  de  la  courbe  G, 
on  a 


F(e) 


et,  par  suite 


y(to)  =  sinaF(w-ha  —  -J  =F(6)sina. 

Donc  la  courbe  (G,)   peut  être  représentée  par  les 
équations  paramétriques 

.r  =  sina[F(0)  sin(a  —  6)  —  F'(e)  cos(a  —  6)], 
jK  =  sina[F(0)cos(a  — e)  +  F'(0)  sin(a—  6)], 


(4) 


ou 

/  xz=  sina  j       [F  (G)  cose  —  F'(0)  sin0]  sina 
l  —  [F  (6)  sin6-f-F'(0)cose]cosaj, 

(5)  . 

jK  =  sina  j      [F'(e)cose  +  F  (6)sin0]  sina 

-H  [F  (0)cose  — F'(e)sin6]cosaj. 

En  désignant  maintenant  par  XetY  les  coordonnées 
de  la   podaire   négative   de  (G)  par  rapporta  O,  nous 

avons,  en  faisant  a  =  -? 

j  X  =  F  (0)cos0  — F'(0)sin0, 
^^^  j    Y  =  F'(0)cos0-hF(0)sin0. 


Donc, 
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X  =  sina  [X  sina  —  Y  cosa], 
y  =^  sina[Ysina4-X  cosa]. 


ou 

(7) 
où 
(8)  Xi=:Xsina,         Yi  =  Ysina. 


X  ■=  Xi  sina  —  Yj  cosa, 
^  =  Yi  sina  -\-  Xi  cosa, 


Quand  le  point  (X,  Y)  décrit  la  podaire  négative 
de  (C),  le  point  (X,,  Y<),  déterminé  par  les  équa- 
tions (8),  décrit  une  courbe  semblable,  et  le  point  (^,j^), 
déterminé  par  les  équations  (^),  décrit  la  ligne  dont  (G) 
est  la  courbe  isoptique. 

Ces  équations  donnent,  comme  dans  la  question 
précédente,  le  théorème  suivant  : 

Si  (C)  est  la  podaire  de  (C^)  par  rapport  à  O 
et  (C2)  est  une  courbe  isoptique  de  (G)  et  O,  les 
courbes  {(Z^)  et  (G2)  sont  semblables.  Si  Von  connaît 
(G,),  on  détermine  la  nature  de  (G2)  au  moyen  des 
formules  [%)  et  Von  en  obtient  la  position  dans  le 
plan  de  (G)  en  faisant  tourner  le  lieu  de  (X,,  Y,) 

autour  du  point  O  d^un  angle  égal  à  a dans  le 

sens  du  mouvement  des  aiguilles  d^une  montre. 

Appliquons  cette  doctrine  au  cas  où  la  ligne  (G)  est 
une  droite. 

Nous  pouvons  prendre  pour  axe  des  abscisses  la 
parallèle  à  la  droite  donnée  passant  par  O,  et  alors 
l'équation  de  cette  droite  est 

a 

Les  équations  de  sa  podaire  négative  sont 
COS9.0  sinaO 
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Il  en  résulte,  en  faisant 

57  =  pi  cos6i,        jK=pisin6i, 

l'équation  polaire  de  la  même  courbe 

'  '  ~~  cos0i4-  r 
et  ensuite  son  équation  cartésienne 

La  podaire  négative  de  la  droite  donnée  est  donc 
une  parabole  à  laquelle  cette  droite  est  tangente  au 
sommet,  et  le  point  O  coïncide  avec  le  loyer  de  cette 
parabole.  Ce  théorème  est  bien  connu. 

Il  résulte  maintenant,  du  théorème  général  énoncé 
ci-dessus,  que  l'équation  de  la  courbe  qui  satisfait  à  la 
condition  d'avoir  pour  ligne  isoptique  d'elle-même  et 
du  point  O  la  droite  donnée  est 

pi  sina  =  -T—. s-^ 

^  sin(a  —  6i)  4- I 

Cette  courbe  est  encore  une  parabole  dont  le  foyer 
coïncide  avec  le  point  O. 
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SIR  LES  GLISSETTES; 

Par  m.  L.  BRAUDE, 

à  Bierstadt-Wiesbaden. 


1.  Dans  une  lettre  adressée  à  M.  Haton  de  la  Gou- 
pillière  et  publiée  au  Journal  de  Mathématiques 
pures  et   appliquées,    191 3,    p.    i65-i^o,    M.  F. -G. 
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Teixeira  a  traité  un  exemple  concernant  les  glissettes 
d'une  courbe  par  rapport  à  une  droite  fixe.  On 
aura  cette  courbe  associée  en  faisant  glisser  une  courbe 
sur  une  droite,  de  sorte  qu'elle  soit  toujours  tangente 
an  même  point. 

Ces  courbes  ont  été  mentionnées  et  illustrées  de 
quelques  exemples  par  W.-H.  Besant  [Notes  on  Rou- 
lettes and  Glissettes^  Cambridge,  1890). 

En  rapportant  la  courbe  glissante  (C)  à  un  système 
rectangulaire  ayant  pour  axe  des  x  la  tangente  fixe,  et 
pour  axe  des  y  la  normale  de  (C)  dans  le  point  de 
contact,  les  coordonnées  du  point  P(^,  j")  de  la  glis- 
sette  sont 
(i)  a7=pcosp,         y=ç>smv, 

V  désignant  l'angle  entre  la  tangente  de  (C)  et  le  rayon 
vecteur  de  P.  On  a  donc 

do         g' 
^         p  û?6        p 

et  les  coordonnées  cartésiennes  sont 


-        PP  ..  _         P 


(2)  X  =      _1_ ,  y= 

Les  coordonnées  polaires  de  (C)  sont  donc 

(3)  '*==?)         p  =  arctang  — • 

p 

M.  F. -G.  Teixeira  a  traité  la  glisselte  d\\ne  épi- ou 
hypocycloïde.  En  la  représentant  par 

R-hr 


I  a?  =  (R  -h  r)  coscp 


rcos 


(4)  { 

/D         X    •  .     R  -t-r 

^  =  (R-+-r)  sincp  —  rsin <p, 

R  et  /-  désignant  les  rayons  des  cercles  mobile  et  fixe, 
la   glissette    du   centre   du  cercle  fixe  est,  suivant  le 
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calcul    de  M.    Teixeira,    «ine    ellipse    représentée    par 
l'équation 

Du  reste,  l'équation  polaire  différentielle 


se  trouve  dans  l'œuvre  de  M.  G.  Loria  (  Spezielle 
ebene  Kurven^  t.  II,  p.  102,  Leipzig,  191  i);  d'après 
les  équations  (2)  elle  suffît  pour  représenter  les  coor- 
données de  la  glissette  en  fonctions  de  p. 

2.  De  ce  ihéorème  on  en  déduit  sans  aucun  calcul 
encore  un  aulre,  donné  par  M.  Teixeira  dans  la  Revista 
da  Uaiverùdade  de  Coimbra^  t.  XI,  191 3,  En  fai- 
sant fr imag^inaire,  on  aura  comme  cycloïdale  une 

para-  ou  une  hypercycloïde ;  l'ellipse  est  remplacée 
par  une  hyperbole. 

Donc^  en  faisant  glisser  une  para-  ou  une  hyper- 
cycloïde sur  une  droite^  la  glissette  du  centre  du 
cercle  fixe  est  une  hyperbole  dont  les  sommets  réels 
se  trouvent  sur  Vaxe  des  y  ou  sur  celui  des  x. 

Pour  la  développante  du  cercle  de  rayon  a,  repré- 
sentée par 

(y)       37  =  «(coscp -4- cp  sincp),         r  =  rt(sincp  —  cpcosco), 
ou  par  l'équation  différentielle  polaire 

on  aura  comme  glissette  du  centre  de  la  développée  la 
droite  x  =^a. 

3.    Pour  les  spirales  sinusoïdes 
(9)  p'*=  a"  sin/icp, 
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la  glissette  esl  la  multiplicatrîce  de  Clairaut 

(lo)  r"  =  a"  sin  cp, 

suivant  la  propriété  caractéristique  des  spirales  sinu- 
soïdes^ représentée  par  Inéquation  arc  tang  —  =  no. 

La  glissette  de  la  cardioïde  in=^-\    est  un  biovale 

{Doppeleilinie)^  celle  de  la  cayley-sextic  ( /i  =  -  j  esl 
un  folium  simple  (Einblatt),  etc.  Nous  avons  publié 
cette  génération  dans  l'œuvre  de  M.  G.  de  Jans  (Les 
courbes  muUiplicatrices  de  Clairaut^  Gand,  19 12, 
p.  12). 

Du  reste,  nous  avions  engendré  les  courbes  (10) 
comme  roulettes  à  base  rectiligne  de  la  développée 
d^une  spirale  sinusoïde  [Ueber  Roll-  und  Fuss- 
punktkurven  [Rend.  Cire.  mat.  Pal.^  34,  191 2)]. 

4.  Gette  double  génération  des  courbes  muUiplica- 
trices ncms  a  fait  reconnaître  le  théorème  généial  : 

La  glissette  d\ine  courbe  (G)  par  rapport  à  l'axe 
des  X  d'un  système  rectangulaire  est  identique  à  la 
roulette  de  la  développée  de  (G)  par  rapport  à 
l'axe  des  y. 

Soit  (G)  le  profil  générateur  qu'on  fait  rouler  sur 
Taxe  des  x^  alors  les  coordonnées  rectangulaires  de  la 
roulette  d'un  point  fixe  l^  sont 

99'  ^  _        P' 


(•1)  k 


/p2-|-  p'i  y/p2-i-  p'2 


s  désignant  l'arc   de  (G)   mesuré   du   point  initial   P,, 

correspondant  à   l'origine  du   système.    L'angle    entre 

l'axe  des  x  et  le  rayon  vecteur  AP  est  cp  =  arc  lang-;- 

Pour  avoir  la  roulette  de  la  développée  de    (G),  il 
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faut  regarder  (i  i)  comme  courbe  de  Mannheim  d'une 
certaine    courbe    (T),    alors    la   roulette    de    la    déve- 
loppée de  (C<)  est  la  courbe  de  Mannheim  de  la  déve- 
loppée de  (F).  Si  l'équation  intrinsèque  de  (F)  est 

(12)  /(*,R)  =  o, 

5  désignant  l'arc,  R  le  rajon  de  couibure,  les  coordon- 
nées intrinsèques  de  la  développée  sont 

(i3)  5,=  R,        Ri=R^- 

L'équation  cartésienne    de  la    courbe   de    Mannheim 
de  F  est 

(i4)  /(x,y)  =  o, 

on  aura  donc  l'équation  de  la  courbe  de  Mannheim  de 
la  développée  par  la  représentation  paramétrique 

(.5)  x,=r,     r.=  ^- 

En  outre,  cette  courbe  est  le  lieu  des  points  extrêmes 
des  rayons  équipoUents  aux  normales  de  (i4)  P^*^  rap- 
port à  l'axe  des  x. 

5.  Nous  allons  donc  appliquer  la  transformation  (i5) 
sur  la  courbe  (ii).  On  aura 


Ji 


(i6) 


y-        P' 

2v/p2 

^       v/p^  + 

9" 

y<iy 

-hp'2pp'- 

,P  {9-^9  ) 
s/p'^-f-p'^ 

dx          ^/^ 

2-hp'2 

I 

9'' 

op"  +  p'«)- 

II 

/p2  4-p'î. 

99' 

v/p« 

+  p'2( 

-po'«     P"^P 

/p2-hp'2 

P'-Hp' 

2 

v/p2-h   p'2 
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En  conséquence^  la  glissette  de  (C)  est  identique 
à  la  roulette  de  la  développée  de  (G). 

Pour  les  courbes  de  Ribaucour,  le  raj^on  de  cour- 
bure est  proportionnel  à  la  normale;  la  radiale,  lieu 
des  points  extrêmes  des  rayons  équipollenls  aux  ravons 
de  courbure,  est  une  multiplicatrice  de  Glairaut  sem- 
blable à  la  roulette  de  la  développée  de  la  spirale 
sinusoïde. 

6.  Il  J  a  encore  une  autre  déduction  géométrique 
de  notre  théorème  : 

Quand  on  fait  rouler  la  développée  de  (C)  sur  l'axe 
des  jK,  de  sorte  que  le  point  5  =  0  corresponde  à  l'ori- 
gine, la  développante  passe  toujours  par  l'origine  ayant 
pour  tangente  l'axe  des  x.  Donc  le  glissement  de  (C) 
est  identique  au  roulement  de  la  développée. 

7.  De  même.,  nous  faisons  glisser  la  courbe  (C) 
représentée  par  V équation  cartésienne  y=f(x) 
sur  Vaxe  des  x^  pour  déterminer  l'enveloppe  de  l'axe 

des  X.  En   faisant  -—  =  tangcp,  l'équation  tangentielle 

de  l'enveloppe  E  est 

(17)  07  sincp +^  cos<p  —  jK  =  o 
OU 

(18)  E  =  07  sincp  4-^  coscp  —  /  R  sincp  û?çp  =  o, 

K   désignant    le    rayon  de  courbure.    La    développée 
de  E  est  représentée  par 

(f9)  Ei^a7C0Scp — ^sincp — Rsin<p  =  o 

ou 

(19')  Ei  =  a7C0tcp  —  j^  —  R  =  o. 


(     172    ) 

On  aura  donc  celte  développée  E,  en  faisant,  sur 
J'axe  des  y,  OA  =:  R  et  en  menant  par  le  point  A  une 
parallèle  à  la  tangente  de  (C). 

Suivant  la  dénomination  de  M.  E.  Koestlin  {voiî'  la 
Thèse  bien  intéressante  :  Ueber  eine  Deutung  der 
Gleichung^  die  Zwischen  dem  Bogcii  und  dein 
Neigungswinkel  der  Tangente  im  Endpunkte  des 
Bogenseiner  ebenen  Kuive  besteJit^  Tubingne,  1907), 
la  développée  de  l'enveloppe  E  est  Varcuïde  de  la  dé- 
veloppée de  (G).  En  faisant  glisser  la  courbe 
y-=zf(^x)  +  c,  on  aura  comme  enveloppe  une  courbe 
parallèle  à  (G)  ;  mais  par  le  glissement  d'une  courbe 
parallèle^  la  courbe  E  est  déplacée  le  long  de  l'axe 
des  y.  Quand  on  cherche  l'enveloppe  d'une  droite  «, 
qui  coupe  l'axe  des  x  au  point  P  en  formant  l'angle  a, 
l'enveloppe  des  droites  g^  est  une  transformée  géné- 
rale de  Koestlin.  On  l'aura  comme  enveloppe  des 
droites,  menées  par  une  intersection  de  ^"4  et  la  glis- 
sette  du  point  P,  formant  l'angle  a  avec  g^.  ^Voir 
notre  article  :  Sur  quelques  généralisations  de  la 
transformation  de  M.  E.  Koestlin  [Annales  de 
r  Académie  de  Porto^  t.  IX,  191/h  p.  21).] 

8.  Exemples.  —  a.  Quand  on  fait  glisser  la  déve- 
loppante du  cercle  sur  l'axe  des  x  [voir  n°  2)  l'enve- 
loppe d'une  droite  quelconque  menée  par  le  centre  du 
cercle  fixe  est  une  cjcloïde.  Toutes  ces  cycloïdes  ont 
comme  tangentes  aux  sommets  la  glissette  du  centre, 
c'est-à-dire  la  parallèle  à  l'axe  desj^;  enfin,  comme  la 
développante  du  cercle  est  transformée  dans  une 
courbe  parallèle  par  une  rotation  autour  du  centre  du 
cercle,  les  transformées  koestliniennes  d\ine  cy- 
cloïde  par  rapport  à  la  tangente  aux  sommets  sont 
congruentes  entre  elles.  |  Voir  E.   Koestlin,    Ueber 


{   >7'î  ) 
eine   T r  ans  formation  ebener  Karven  [3fitt.    Math. 
Nat.    Verein    Wûrttenbergj  (2),    %,    ^906,    p.    -ji]; 
H.    WiELEiTNER,   Spcz.  eh.  Kurven.,   Leipzig,    1908, 

p.  387. s 

b.  L'arcuïde  d'une  cjcloïde  étant  une  astroïde,  il 
résulte  que  : 

Quand  on  fait  glisser  une  cycloîde  sur  une 
droite  (y  =  o),  Venveloppe  de  la  base  rectiligne  est 
une  astroïde  droite  dont  les  rebroussements  se  trou- 
vent sur  les  droites  ydzx  =  o;  V enveloppe  dhine 
tangente  aux  sommets  est  une  astroïde  à  un  point 
autotangentiel  nommée  «  croix  de  Malte  ». 

c.  L'arcuïde  d'une  astroïde  oblique  est  nne  hypo- 
cjcloïde  tricuspidale;  de  là  on  déduit  : 

Quand  on  fait  glisser  une  astroïde  oblique  ou 
droite  sur  une  droite^  ^enveloppe  dhine  droite  pa- 
rallèle à  une  tangente  double  de  la  glissante  est 
une  hypocycloïde  de  Sleiner. 

d.  La  spirale  logaritliinique  est  congruente  à  la  dé- 
veloppée, d'où  il  résulte  que  : 

Quand  on  fait  glisser  une  spirale  logarithmique  ou 
une  développante  de  la  spirale  sur  l'axe  des  x,  Fenve- 
loppe  d'une  droite  menée  par  le  pôle  (ou  par  le  centre 
du  cercle  asymplotique)  est  une  logarithmoïde,  repré- 
sentée par  l'équation  intrinsèque 

R  =  ae"'9  cos'cp. 

La  glissette  du  pôle  est  la  droite  sur  laquelle  il  fau- 
drait faire  rouler  la  spirale,pour  avoir  la  logarithmoïde 
comme  enveloppe  de  la  droite  menée  par  le  pôle. 
Quant  à  la  logarithmoïde,  voir  W.  Wiklkitjvkr,  loc. 
cit.^  p.  386;  E.  ïCoestlin,  Ueber  cinc  transzendente 


(   '74   ) 
Kurve^  von  der  die  Zykloide  ein  Grenzfallist[Mitt. 
Math.    Nat.     Ver  ein    Wilrttenberg^    (2),   9,     1907, 
p.  21]  ou  enfin  notre  article  mentionné  à  la  fin  du  n"^  7. 


[D6ca] 

SUR  Wm  FORMULE  h'APPROXIMATIOlV 
POUR  LES  NOMBRES  DE  BERNOllLLI,  TRÈS  GRANDS; 

Par   m.   J.   MALAISE. 


Soit 


Ao(A  — i)!    ,    Ai(A-2): 


{'X-Z) 


h-\ 


)      (M, 


OÙ  cp(^)    demeure  finie  pour  2  =  a  et  est  développable 
dans  un  cercle  de  rayon  p  >  R,  en  appelant  R  le  rayon 


du  cercle  de  convergence  de  f(z)  (voir  la  figure).  Soit 

Posons 

f(z)=^a„z'K 


Remarquons    que    dans  TyiZi  <l"i  ^^    développe 


(^)  Voir  M.  G.  Darboux,  Journal  de  Liouville,  1878, 


(  >75) 
comme  suit  : 


.,[, 


,        i  —  h 

-h  

l 

(  ' 


on  a,  pour  coefficient  de  s",  ceci  : 

A/       {h  —  i)  {h  ^  \  —  i  ) .  .  .  {h  -^  n  —  \  ~i) 


th-i-n—i 


n\ 


Donc,  en  identifiant  les  expressions  y  (2),  on  a 

i=h-i 

A, 


a„a«=    2    (^-^)'^ 


i  =  0 

(h—i)(h—  i  -4-  i)...(A  — t  -h  n  —  I  ) 
X  ^-j h  o„a«, 

OU,  si  l'on  veut, 

(i)    a„a'^=  _i(n  -f-i)(/i  +  2).  ..(/i  -i-/i  -  i) 

-+-^('i-t-')-.-(^  +  A-a)+...-l--^+6;,a". 


La  série  (f(z)  est  convergente  dans  un  cercle  de 
rajon  p  >  R,  donc  dans  la  couronne  circulaire. 
Prenons  K,  tel  que  :  o  <  R  <  p  —  R.  Alors,  à  cause 
du  théorème  de  Cauchy-Hadamard  (<),  on  a 

lim(p  —  K)"6„  =  0         et       .  bn 


(p-K)« 
le,t  tend  vers  zéro  avec  -j. 

(  '  )  Ce  théorème  dit  que,   pour  £a„^",  le  rayon  du  cercle  de  con- 
vergence {{  est  donné  par  R  ^  la  plus  grande  limite  de  — =: . 


(  '76) 
On  a  donc 

(2)  «na"=  -^    (/H-l)...(/l  +  /l—  1) 


a  -vp 


On  en  déduit  la  partie  principale 


(3)  a„=^^(.^e) 


£  tend  vers  zéro  avec  -  )• 
Soit  la  fonction 

tang(a7  +  0=/(0- 

Nous  supposerons  d'abord  x  réel  et  positif.  Cette 

fonction    admet   le   pôle  ^  = ^  sur  son  cercle  de 

convergence.  Comme  c'est  un  pôle  du  premier  ordre, 
on   trouve    le    résidu    de    la    fonction    en    cherchant 

lim  h  tang  ( h) ,  ce  qui  donne  1  ;  et  alors 

o(t)  étant développable  en  série  de  puissances  entières 

de  t'  : 

cp ( i)  =  60  +  61  «  -f- . . . -^  6„ ^'' 4- . . . , 

convergente  dans  un  cercle  de  rayon  plus  grand  que  le 
cercle  de  convergence  def(t). 


(  '77) 

La  /i'^'"*  dérivée  de  lang^  vaut  le  coefficient  de  ^", 
multiplié  par  ni 

Cherchons  le  coefficient  a,/  de  t"^  dans  le  développe- 
ment 

n 

0 

La  formule  (3)  donne 


(i-) 


7i:pi('  +  =). 


OÙ  X  est  réel  et  positif. 

Cette  formule  est  valable,  en  général,  si 


t: 

71 

-  X 

< 

-  X 

9. 

'2 

c'est-à-dire    lorsque  x   est   imaginaire   à   partie  réelle 
posilive. 

Lorsque  x  est  imaginaire  à  partie  réelle* négative,  ou 
en  particulier  lorsque  x  est  réel  et  négatif,  on  a 


dx"- 


(^^y 


car,  dans  ce  cas,  le  cercle  de  convergence  passe  par  le 

pr,le(-^-^j. 


En  fil 


c'est-à-dire    lorsque    x    est    une  imaginaire    pure,   ou 
lorsque  x  =  o,  on  a  deux  pôles  sui  le  cercle  de  conver- 

A/in.  de    Uai/tt/nat.,  4*^  scric,  L.  XI\  .  (Avril   i9i4-)  ^  "^ 


(  >78) 
gence.  Alors  : 

d"Ur,gx  _       r 1 (-1)"*'     l/i  +  e)      (■)■ 


On  sait  que 

R  B 

langa;  =  22(22  — i)-y  a:  —  2*(-2*—  i) -{  a?^  _^.  .  . 


^  ^  (  2  /l  )  ! 


OÙ  Bo,   B4,  ...,  82^,   •••   représenlent  les  nombres  de 
Bernoulli. 

En  comparant  notre   formule  avec  ce  résultat,  nous 
trouvons 

Mais  on  a,  d'après  la  formule  de  Stirliug, 


(an)!  =  (^2n)2«e-2«y/4Tin         (approximativement). 


(^)  On  sait  que 


tang  ce 


2V    I  I 


2\     ,2       '        32 


32  (2/7— 1)2 


a^-  /  I 


Les  coefficients  de  ce  développement  ne  sont  pas  égdL\i\  à 

I    /û?"tanga7\ 

mais  il  est  curieux   qu'ils   tendent    à   le  devenir  quand  n  grandit, 
car,  pour  n  impair  très  grand 

I    /dn  tanga7\  2"+2 


(  ':9  ) 

Il  vient 

t>2/i  =   — j-  (IH-  £  j, 

2« 

(•22«—  l)7r  2 


OÙ  £  tend  vers  zéro,  avec  -• 

Telle    est    la    formule    d'approximation     que    nous 
voulions  étiiblir  pour  les  grands  nombres  de  Bernoiilli. 


[C2h] 

(lUELdllES  FOR^IES  SPÉCIALES  M  THÉORÈME 
DE  LA  MOYE\^E; 

Par  m.   Michel  PETROVITGII. 


(•) 


1.    Les  valeurs  de  la  fonction 

1  -f-  t'"r 


OÙ  m  et  p  sont  deux  nombres  réels  quelconques,  ne 
sortent  jamais  en  dehors  de  l'intervalle  A  compris 
entre  i  et  2^^"',  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  positi\e 
ou  nulle  de  t.  On  le  voit  soit  directement  sur  l'expres- 
sion (i),  soit  en  posant 
(2)  t"^=  tang2^, 

ce  qui  transforme  cette  expression  en 

Ci)  —. ' 7— 

sirr-/'  z  -h  cos-/'s 

li  s'ensuit  (pie,  u  et  u  étant   deux   quantités   réelles 
positives  quelconques,  la  valeui-  de  l'expression 

^^^  U'fipu^çfnp 


(   -So) 
est  toujours  comprise  dans  l'intervalle  A.  Les  limites  i 
et  2^~'  de  cet  intervalle  seront  atteintes  lorsque  l'une 
des  quantités  u  el  v  est  nulle,  ou  lorsque  u  =  c. 

Il  s'ensuit  de  même  que,  u  et  i^  étant  positifs,  on  a 
toujours 

(5)  log(w'«+ p'«)  =  -  \og{u''^P~i-  v''ip)-{-  P  ~^  61og2, 

(6)  log(ii'"/^+  p'«P)  =  jO  Iog(?«'«-H  V"^)—{p  —  l)  ei0g2, 

0  étant  une  quantité  comprise  entre  o  el  i. 

2.  Soierit  u,  v^  w  Irois  fonctions  d'une  variable  x^ 
réelles  et  positives  dans  un  intervalle  considéré 
de  ^  =  rt  à  X  ^=b.  D'après  ce  qui  précède  on  aura 

(  7  )  (  W'«  -{-  P'«  )!'  =  (  U'f^l'  -4-   V»'l>  )  C5, 

Tn  étant  une  fonction  de  x^  dont  les  valeurs,  quel  que 
soit,  X  positif,  sont  comprises  dans  l'intervalle  A.  On  en 
tiie,  par  application  du  théorème  de  la  moyenne 
commun,  la  proposition  suivante: 

Les  trois  fonctions  w,  ^^,  w  de  la  variable  x  étant 
réelles  et  positives  dans  V intervalle  (a,  b),  m  et  n 
étant  deux  constantes  réelles  quelconques^  on  a 

(8)  /      w{u"'-^  V'^ydx 

^  a 

=  X       /     wii"'t>dx-^   I      wç'^^PdxU 

À  étant  un  coefficient  compris  entre  i  et  iP~^. 

Lorsque  m  est  un  entier  j)air,  en  désignant  par  |  a  | 
la  valeur  absolue  de  la  quantité  réelle  a,  on  aura,  quel 
que  soit  le  signe  de  u  et  de  v  dans   l'intervalle  (a,  ^), 

(  Q  )  =  -; i ; — ; =  ^ 

^^'  u  '"  i>  -+-  (""  i'  \u\  '"  i>  +  I  (•  I  '"  i' 


(   '8«   ) 
et  l'égalité  (8)  devient 

(lo)  /     w{u'"-h  i>'")i'dx 

^  a 

=  \\    1    w\iiY>ipdx-^  j     w\v  y^P dx    ; 

elle  est  alots  valable  quel  que  soit  le  signe  de  u  et 
de  V  dans  r intervalle  (a,  b). 

En  faisant /?=:  —  l'égalité  (8)  devient 


co 


/     w  (  u'"  -h  v»^  )'"  (-/ic  =  X       /     w  u  dx  H-   /      M^  p  ^:r 


où,  dans  le  cas  de  m  =  entier   j)air,  il  faut  remplacer 
dans  le  second  membre  u  et  v  par  |  ;/  |  et  |  c  |. 


De  même  en  faisant  p  ^= on  aura 


(12) 


avec  la  reniaïque  précédente.   Dans  le   cas  particulier 
de  m  =  2  les  égalités  (i  r)  et  (i  2  )  deviennent 


^r-  -4-  v'^  dx  =  l 


1 1     /     IV  u  dx  -^   I     wv  dx  \ 


(i3)     f    iv^'i 

c'j^^^^Ac'^ax^Ç'^dxX 


oii  )vi  est  un  coefficient  comprisentre 


(.5) 


_-  =0,7071 


et     [ 


et  Ao  un  coefficient  compris  entre 


(16) 


-4=  =  0,3535, 

/8 


et 


(  -82  ) 

3.  Ces  formules  permettent,  par  exemple,  de  com- 
parer les  intégrales  du  genre  elliptique,  hyperellip- 
tiques,  etc.  à  des  intégrales  de  fonctions  rationnelles. 

Pour 

w  =  \  ^      u  =  i,      v  =y, 

y  étant  une  fonction  de  x  croissante  dans  l'inter- 
valle (r/,  6),  la  formule  (i3)  fournit 

(17)  /      ^\^y^d.T  =  li[(b—a)-hy{b)—y(a)], 

et  pour  les  fonctions  y  décroissantes 

(18)  /     s/  \  -^  y""  dx  =  \,\{h  -  a)  -\-  yi^a)  -  y{b)^ 

exprimant  alors  un  théorème  de  la  moyenne 
J'attache  aux  intégrales  des  arcs  de  courbes  planes 
dont  je  m'occuperai  ailleurs. 

4.  Les  trois  fonctions  u,  p,  w  étant  réelles  et  posi- 
tives dans  l'intervalle  (a,  6),  m  el  p  étant  des  cons- 
tantes réelles  quelconques,  l'égalité  (5)  conduit  à 


(19)  /      w  \o§(u"^^  v"^)  dx  =  -   j      iv\o^{u"^P^  v''^P)dx 

H- 6^- -log'2    1     w  dx 

OU  bien  à 

(20)  /     w  log(w.'«/^H-  \>"^i>)  dx  =  p  I     w  Iog(?/'"-h  (''«)  dx 

—  6(/?  — i)log2    /      wdx, 

9    étant    une    valeur    comprise    enlre     o    et    i.    Pour 
m=  entier  pair  ces  formules   sont  valables  quel  que 


(   -Si!  ) 
soit  le   signe  de    u   et   de    v    dans    l'intervalle    (a,  b) 
pourvu    qu'on   remplace   dans    les    intégrales    u    et   v 
par  \u\  el\v\.  Ces  formules  expriment  un  théorème 
de  la  moyenne  rattaché  aux  intégrales  de  la  forme 

(21)  /     w\ç)^{u''' ^  çf'^)  dx. 

^  a 

En  prenant /)  =  — la  formule  (19)   donne  ponr  m 
réel  quelconque 


b 
w  log(i^'«+  p'«)  dx 


L 

r'  r'' 

=  m   I      w  \og{u -\- ç)  dx -{-%  (i  —  m)log2  1      w  dx^ 

où  pour  m  =  entier  pair  on  remplacera  dans  l'intégrale 
du  second  membre  u  et  v  par  |  w  |  et  |  (^  |. 

On  en  conclut,  par  exemple,  que  la  différence  entre 
l'intégrale  de  Jensen 


et  l'intégrale 


^^"    log  1/(^)1^6 
LJ"^og(P  +  Q)^6, 


1...., 


où  P  et  Q  désignent  les  valeurs  absolues  de  la  partie 
réelle  et  du  coefficient  de  i  dans/(pe^'),  est  comprise 

entre log2  et  o  quelle  cjue  soit  la  fonction  ana- 

lyticjue  fi^z)  considérée  (').  Je  remarquerai  en  termi- 
nant que  ce  qui  précède  n'est  qu'un  cas  parliculier  du 


(M  Voir  une  autre  forme  du  théorème  de  la  moyenne  dans  ma 
Note  Théorème  de  La  moyenne  sans  restriction  {/\'onve//es 
Annales,  4*  série,  t.  XIII,  septembre  191^^). 


{  .84  ) 

fait  plus  général  suivant,  dont  je  développerai  ailleurs 
les  conséquences  : 

Les  quantités  xi  étant  toutes  réelles  et  positives  et/? 
étant  une  valeur  réelle  quelconque,  on  a 

OÙ  9  est  une  quantité  dont  la  valeur  ne  sort  jamais  en 
dehors  des  limites  i  et  nP~\ 


[Dl] 

NOTE   m\  LA   F0.\CTI0ÎV  sin[(/i  +  t)  arccos^]; 
Par  m.  J.  F.  RITT. 


En  cherchant  une  valenr  approchée  du  terme  «'^™« 
du  développement,  suivant  les  puissances  de  t^  de  la 
fonction 


1  1 

2 


[i  — (^+0"]       -=(i  — .r— 0       -(i  +  iP-f-O 

{^Nouvelles  Annales^   novembre    iQiS),   M.J.Malaise 
s'est  servi  d'un   théorème  de    M.    Darboux   qui    n'est 
point  applicabl'e  à  cette  fonction. 
Ajant  fait  la  substitution 

/(z)  =  (5-a)^-<i>(^)  +  ^(^) 

OÙ  l'erreur  commise  est  de  l'ordre  de  — — 7— r>  M.  Malaise 
donne,  pour  la  valeur  a^^,  approchée  du  coefficient  de  ^" 


(   i85  ) 
de/(s), 

A(/.—  i)  ...  (A- 


a^-" a',,  =  *  ( a ) (  —  I )'i 


,,,      ,        ,      ,  (A-4- i)  A- . . .  (/:  —  n -h  a) 
(1)   ' 

f  ^  (A+/?  — i)...(A  4-yP  -/^)  'l*/^-^  (g) 

formule  difTérente  de  celle  de  M.  Darboux,mais  encore 
incorrecte.  Cependant,  elle  nous  donnera  la  valeur 
de  al^'^a'n^  d^^  étant  le  coeflicient  de  s"  de 


*(a)  -i-^ '^^'{7.)  4-  ,..^— ^^4>/^(a) 


i^-z) 


T.\k 


Ainsi  en  développant  la  fonction  [i  — (^-f-^)-] 
on  trouve,  avec  M.  Malaise, 


d''{\  —  x''-) 
'dx'' 


)"     ■>^^(2  n 


(—1)"  I  -i'^  (2/1  +  1)..  .3(1  — a;)2 
—  •i.~ ihn ^  J) h.n -h i )...') (i —  x)- 


Le  rapport  d'un  terme  quelconque  de  (i)  au  précér 
dent  est  de  la  forme 


p  ^P-^  (  a )  k  -\-  p  —  n 

Si  ^P~^  (a)  ettl)/'(a)  sont  du  même  ordre,  et  si  k  est 

fini,  ce  rapport  sera  de  l'ordre  de  -  pour/i  très  grand, 

et  la  partie  principale  de  a\^  proviendra  du  premier 
terme  de  (1).  Mais  ici  nous  avons  afl'aire  à  un  cas  fort 
dilTérent.  Ce  qu'il  ne  faut  pas  oublier,  c'est  d'abord 
(|ue  k  devient  infini  avec  /?,  tandis  que  k  —  n  demeure 
fini,  et  de  plus  que,  pour  les  valeurs  finies  de  /?,  l'on 
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introduit  continiiellemeot  des  facteurs  de  l'ordre  de  At 


dansles  dérivées  successives de(i  +  ^  +  ^)  ,  de  sorte 
que  le  rapport  d'uu  terme  au  précédent  sera  de  l'ordre 
de  n-.  Il  est  donc  évident  qu'on  ne  peut  pas  poser 


1 


^"^^  y^P =(~r)«2  2(2/«  +  i)(2/i-i)...3(T-:r)2 

En  effet,   en  comparant  directement  cette  dernière 
équation  avec  celle  d'Olinde  Rodrigues, 

1 

d'^ix  —  x"')        "'        ,  ,      1.3.5.  .  .('2rt-f  l)     .     r/  N  1 

— ^ — ; '- =  ( —  i)'i ^ sin  (/iH-narccosarl, 

dx>'  ^       ^  /i  +  I 

on  trouve,  pour  n  très  grand, 

A  1 

sin  [(/i  H-  i)  arc  cos  a?]  —  -i"-  {n  -\-'))  (i  —  xy  ^ 

résultat  auquel  doit  équivaloir  l'expression  compliquée 
de  M.  Malaise,  et  dont  l'impossibilité  est  manifeste. 


CERTIFICATS  DE  lECA^IQUE  UATIO^\ELLE. 


Grenoble. 


Épreuve  pratique.  —  Une  plaque  rectangulaire  homo- 
gène, pesante^  infiniment  niince^  a  pour  masse  M,  les 
longueurs  de  ses  côtés  sont  la  et  !\a. 

i"  Former  Inéquation  de  V ellipsoïde  d'inertie^  relatif 
au  centre  0  de  la  plaque,  rapportée  à  des  axes  rectangu- 
laires Oxyz,  Ç)x  étant  parallèle  aux  plus  grands  côtés 
et  Oy  aux  plus  petits. 

2°  A  un  instant  oit  la  plaque  est  immobile  et  horizontale, 
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on  lui  applique,  au  sommet  de  coordonnées  x  =  ^la,  y  =z  a^ 
une  percussion  verticale,  dirigée  vers  le  haut,  d'inten- 
sité MV.  Trouver  la  distribution  des  vitesses  immédiate- 
ment après  la  percussion.  On  prendra  pour  inconnues  les 
projections  (sur  Ox,  Oy,  O z)  ^i,  r^,  ^i  de  la  vitesse  de  0 
et  celles  />i,  qi,  /"i  de  la  vitesse  de  rotation  de  la  plaque. 
3"  Après  la  percussion,  la  plaque  se  meut  comme  un 
solide  pesant  libre;  son  mouvement  par  rapport  à  des 
axes  Oxxy\Z\  de  directions  fixes  menés  par  0  est  donc  un 
mouvement  à  la  Poinsot.  Déterminer  les  éléments  suivants 
de  ce  dernier  mouvement  : 

Force  vive. 

Grandeur  du  moment  résultant  des  quantités  de  mou- 
vement {moment  par  rapport  à  O). 

Equation  du  cône  roulette  mobile  {rapportée  à  Oxyz). 

Expression  (sous  forme  d'intégrale  définie)  de  la 
période    du    mouvement.    Vérifier    que    cette    période   est 

inversement  proportionnelle  a  —  • 
^      ^  .a 


(Juillet  iQi'i.  ) 


Clermont. 


Éprkuve  théoriquk.  —  Une  tige  AOA',  de  masse  négli- 
geable et  de  longueur  -la  peut  pivoter  autour  de  son 
milieu  0.  Deux  disques  circulaires  identiques,  d'épaisseur 

négligeable,  de  rayon  -  et  de  masse  commune  M,  admettent 

cette  tige  pour  axe.  Le  centre  C  de  l'un  d'eu.r  est  au 
milieu  de  OA.  Le  centre  C  de  l'autre  est  à  la  distance  x 
de  O  entre  O  et  A'.  Un  point  B  situé  sur  la  verticale  du 
point  O,  à  une  distance  a  au-dessus  de  celui-ci.  attire  A 
suivant  une  force  égale  à  A.  AB,  k  désignant  un  coefficient 
donné.  Le  point  B'  symétrique  de  B  par  rapport  à  O 
attire  A'  suivant  la  même  force.  Le  corps  solide  formé  par 
les  disques  et  la  tige  est  lancé,  à  partir  d'une  position 
quelconque,  avec  une  vitesse  angulaire  co  autour  de  AA'. 
Etudier  le  mouvement  ultérieur.  Discuter  suivant  la 
valeur  de  x. 

On  montrera  en  particulier  qu'en  aucun  cas  le  mouve- 
ment de  précession  et  le  mouvement  de  rotation  propre  ne 
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changent  de  sens  dans  la  durée  du  mouvement.  On  étudiera 
les  variations  de  vitesses  angulaires  de  ces  deux  mouve- 
ments. Enfin,  on  prouvera  que,  pour  une  certaine  valeur 
de  X,  le  système  est  en  équilibre  indifférent. 

Épreuve  pratique.  —  U  ne  plaque  rectangulaire  homogène., 
d'épaisseur  négligeable.,  de  dimensions  a  et  9.a,  de  masse  m, 
peut  tourner  autour  d'un  axe  vertical  suivant  le  petit 
côté  AB.  Le  frottement  développe  un  couple  résistant  égal 
à  ftù,  en  appelant  o)  la  vitesse  angulaire  et  f  un  coefficient 
numérique.  En  outre,  l'air.,  supposé  au  repos,  oppose  à 
chaque  élément  d'aire  dS  de  la  plaque  une  résistance 
normale  égale  à  A.dS.v-,  en  appelant  v  la  vitesse  de  cet 
élément. 

La  plaque  étant  supposée  lancée  avec  une  vitesse  angu- 
laire initiale  coo;  déterminer  son  mouvement  ultérieur . 
Calculer  en  particulier  V angle  total  6  dont  tourne  la 
plaque.  Étudier  les  variations  de  0  en  fonction  de  wq. 
Montrer  comment  on  pourrait  déduire  le  coefficient  f  de 
la  courbe  représentative  de  ces  variations  et  comment  on 
pourrait  ensuite  calculer  k  en  se  bornant  à  considérer 
des  petites  valeurs  de  ojq.  (Novembre  igi^.) 

Épreuve  théorique.  —  On  donne  un  cercle  G,  de  centre  0 
et  de  rayon  R,  et  une  barre  homogène  AB,  de  longueur  il, 


assujettie  à  rester  tangente  au  cercle,  sur  lequel  elle  peut 
glisser  sans  frottement. 

Chaque  élément  de  la  barre  est  attiré  par  le  point  0 
proportionnellement  à  sa  masse  et  à  sa  distance  à  ce  point. 

i"  Les  conditions  initiales  étant  quelconques,  calculer., 
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à  des  quadratures  près  ^  la  position  de  la  barre  à  V  époque  t. 

On  prendra    comme   paramètre   l'angle    polaire   cp   du 

point  i\I  et  la  mesure  algébrique  A  du  vecteur  MG  (G  étant 

le  milieu  <a?e  AB  )  sur  la  demi-droite  d'angle  polaire  (f  -\ —    • 

îi°  Etudier  le  mouvement  dans  le  cas  particulier  où  la 
barre  est  primitivement  au  repos.  Trouver  dans  ce  cas  la 
relation  entre  X  et  <p.  Calculer  la  position  du  centre 
instantané  de  rotation  de  la  barre^  en  fonction  de  X  ou 
de  o.  Construire  la  courbe  roulette  et  la  courbe  base. 
Calculer  l'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  OG  en 
fonction  de  l'aire  balayée  par  OM.  Quelle  est  la  valeur  de 
cette  aire  pour  une  oscillation  simple  de  la  barre,  en 
supposant  /  =  3  R  e^  Xo  =  2  R  ? 

Epreuve  pratique.  —  Deux  tiges  homogènes  identiques  oA, 
o'A',  de  longueur  l.  peuvent  osciller  librement  {et  sans 
frottement)   dans    le   même  plan   vertical   V,    autour   de 


A 


A' 


leurs  extrémités  respectives  o  et  o',  situées  sur  une  même 
horizontale,  à  la  distance  a  <il.  ,0n  écarte  o' X.'  vers  la 
droite  d'un  angle  0  et  on  l' abandonne  ensuite  à  l'action 
de  la  pesanteur .  Si  l'angle  0  a  été  choisi  assez  grand., 
o'A'  vient  choquer  oX.  Immédiatement  après  le  choc,  on 
amène  le  centre  d'oscillation  o'  un  peu  en  avant  du 
plan  V,  afin  que  les  deux  tiges  ne  puissent  plus  se  ren- 
contrer. 

Cela,  posé,  on  suppose  les  deux  tiges  parfaitement  polies 
et  parfaitement  élastiques  et  l'on  demande  de  calculer  les 
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amplitudes  des  oscillations  que  prennent  les  deux  tiges. 
Peut-on  toujours  choisir  6  de  manière  que  ces  amplitudes 
soient  égales?  Calculer  une  telle  valeur  de  6  dans  V hypo- 
thèse suivante  : 

l  =  i"\        «^-o'",45; 

ainsi  que  la  valeur  commune  des  amplitudes. 

(Juin  191 3.) 


Lille. 

Épreuve  THÉORIQUE.  —  1.  Question  de  cours.  —  Choc  des 
solides.  On  étudiera  seulement  les  questions  suivantes  : 

1°  Paramètre  de  percussion  d'une  droite; 

2°  Variation  de  la  force  vive  totale  d'un  solide  litige  sous 
V action  d'une  percussion; 

3"  Perte  de  force  vive  dans  le  choc  de  deux  solides 
libres. 

II.  Vvo\Ahmç,.  —  Appliquer  la  méthode  de  Jacobi  à  l'étude 
du  mouvement  d'un  point  matériel  rapporté  à  des  coor- 
données polaires  de  l'espace  (p,  6,  cp)  et  soumis  à  l'action 
d'une  force  dérivant  de  la  fonction  d'énergie  poten- 
tielle 

A,  B,  C  étant  chacune  une  fonction  donnée  de  l'argument 
indiqué. 

Après  avoir  ramené  le  problème  à  des  quadratures,  on 
précisera  la  nature  de  ces  quadratures  dans  le  cas  parti- 
culier où  l'on  a 

A(p)  =  -,  B(0)=-  [icot^e,  G(cp)  =  Ysin2(p, 

a,  [i,  Y  étant  des  constantes. 

Épreuve  pratique.  —  1.  Un  cerf-volant  est  en  équilibre 
sous  l'action  du  vent.,  de  son  poids  et  de  la  tension  de  la 
ficelle  de  retenue.  La  ficelle  débitée.,  du  point  d'attache  à 
la  main.,   est   de   200'".  La   tension  à  la   main^   estimée  à 
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l'aide  d'un  peson^  est  inclinée  à  3o"  sur  l'horizon  et  équi- 
vaut à  un  poids  de  5o'"  de  ficelle.  On  néglige  l'action  du 
vent  sur  la  ficelle.  Calculer  la  liauteur  du  cerf -volant  au- 
dessus  de  la  main. 

II.  Détermination  expérimentale  du  moment  d'inertie  I 
d'un  solide  S  par  rapport  à  une  droite  A  et  de  la  dis- 
tance a  du  centre  de  gravité  G  de  ce  solide  à  cette  même 
droite. 

1°  On  mesure  la  durée  t  des  petites  oscillations  du 
solide  S  autour  de  l'axe  ^  placé  horizontalement. 

2"  Après  avoir  invariablement  fixé  à  S  un  deuxième  so- 
lide S',  de  façon  que  le  centre  de  gravité  G'  de  ce  dernier 
soit  dans  le  plan  (A,  G),  on  mesure  la  durée  t'  des  petites 
oscillations  du  système  invariable  (S,  S')  autour  du  même 
axe  \ placé  encore  horizontalement . 

Cela  fait .1  on  demande  de  calculer  [  et  a,  connaissant, 
outre  t  et  t' ,  les  poids  P  et  V  de  S  et  S',  la  distance  a' 
û?e  G'  à  A  pendant  la  deuxième  expérience  et  le  moment 
d'inertie  V  de  S'  par  rapport  à  l'axe  A'  mené  par  Q'  paral- 
lèlement à  A. 

Donnés  numériques  : 


F' =10'^''', 

a'=  i'",5, 

r=  0,1, 

^  =  o%9, 

i'=i%i. 

(Juin  1911). 
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2221.   Démontrer  les  égalités  : 

1.3 


I"      I  4-  C» 


G?, 


'  in  —  \  '  {in  —  I  )  (  2  n  —  3  ) 

1.3.5  'i.^.iS .  .  .[  j  II  ) 


"  (in-i){in  —  '6){in—  5)      "■'       1 .3.5...(9.n  —  1  ) 


(   ïQ^  ) 
et 

in  —  I           "    '(2/1 — i)('2/i  —  3) 
_^(.,      i3.5 ^     _    4-6.8. ..(2/1)  . 

"~^  (2/i  —   l)(2/l 3)(2/l  — 5)     '    ■"         3. 5. 7. ..(2/1 —  [)' 

1.3 


(2/1  —  l)(2/l  —  3) 

■  rj ^^^ 


(2/1  —  I  )  (  2  /l  —  3)  (  2/1  —  5  ) 

5       1.3.5.7 _    6.8. 10. ..(2/1) 

''~-(2/2-l)(2/l    3)(2/i    5)(2/l-7)^  5. 7. 9. ..(2/1—1) 

1.3.5 


(  2  /i  —  I  )  (  2  /i  —  3  )  (  2  /i  —  5  ) 


-C^ 


1.3.5.7  _      8.IO...(2/î) 
"'^  (2/i     l)(2/l    3)(2/i  -5)(2/l    7)  "^  7.9.  .  .(2/1  —  1)' 

/«  (  />  —  I  )  .  .  .  (  /i  —  /■  -^  I  ) 

1 .2.  .  .r  T.  Ono. 


où  cr,  = 


E  nu  ATA. 


Page  78,  ligne  kj,  /i/e  ;  Le  nombre  de  ces  plans  est 


Quatre  de  ces  plans  sont  les  plans  tles  faces  du  tétraèdre  conjugué 
connmun  aux  quadriques  qui  passent  par  la  biquadratique.  (Lkauti;, 
Nouvelles  Annales,  1901,  p.  47  ">  1902?  P-  7^;  1904,  p.  336).  testent 
des  plans  au  nombre  de  i36  ou  17  x  8. 

Page  96,  Question  '2218,  ^î"  ligne,  remplacer  :  avec  1\S,  par:  avec 
(/   la   corde   H' S'   symétrique   de   RS  par  rapport  au  centre  O  de 
l  ''ellipse. 
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[LUI  a] 

SIK  LES  AXES  DE  L'INDICATRICE  ET  LES  CENTRES  DE 
COURBURE  PRINCIPAUX  EN  UN  POINT  D'UNE  SURFACE 
DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.   g.  SERVAIS, 

Professeur  à  l'Université  de  Gand. 


Notations.  —  On  désigne  par  : 

M  un  point  d'une  quadrique  S; 

(JL  le  plan  tangent  en  ce  point; 

n  la  normale,  ;ii  sa  conjuguée; 

^1,  ^2  ^es  axes  de  l'indicatrice  au  point  M  ; 

G],  G2  les  centres  de  courbure  principaux  relatifs  aux  sections 

principales  nt\,  nti, 
a,  [3,  Y  les  plans  de  symétrie,  j  le  plan  de  l'infini; 
(a),  ((3),  (y)   les  coniques  focales,  (a)   le  cercle  iniaginaire  à 

l'infini  ; 

A,  B,  G,  S,  les  traces  de  la  normale  sur  les  plans  a,  p,  Yj  ^\ 
a,  6,  c  les  perpendiculaires   élevées  aux  points  A,  B,  G,  sur 

les  plans  a,  p,  y  ; 
d  \e  diamètre  passant  par  M; 
rrix,  m2,  m^  les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  les  plans 

a,  ?,  T. 

1.  Soient  S,,  So  i^s  deux  quadriques  homofocales  à 
la  quadrique  S  et  passant  par  le  point  M;  leurs  nor- 
males en  ce  point  seront  respectivement  t^^  t^.  Les 
conjuguées  de  la  normale  /i,  relativement  aux  surfaces 
S,  ï,,  2C2,  (a),  (j3),  (o-)  du  système  homofocal  sont  /i,, 
^2,  ^1,  {y-"J')^  (i^?)?  ({^^)-  ^^^  droites  tangentes  à  une 
para])ole  (P)  du  pian  ti.  forment  un  faisceau  du  second 
ordre,  projectif  à  la  ponctuelle  des  pôles  M,  C,,  Co,  A, 

B,  S  du  plan    Y-   lelativemenl  à   ces  surfaces.   L;i  para- 
Ann.  de  Matkémat.,  4"  série,  t.  XIV.  (Mai   191  |.)  '^ 
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bole  (P)  est  projetée  cVun  point  quelconque  O  de  la 
droite  a^,  sur  le  plan  a-  suivant  une  conique  dont  on 
prend  la  polaire  réciproque  (P,  )  relativement  au  cercle 
imaginaire  à  l'infini  (c7).  Les  pôles  M/,  G',,  G'^.  A/,  B/, 
S  des  plans  07^^  ,0t^,0t,,  [O/aa)]  =  a,  [0,{y.^)]  =  [i, 
[0,([JLc>-)]  relativement  à  ce  cercle  (a-)  forment  sur  la 
courbe  (P<)  une  ponctuelle  du  second  ordre  projective 
au  faisceau  [/?,,  U,  t^,  ([^a),  (ap),  ([^-cr)].  Par  suite 

(M,  Cl,  G.2,  A,  B,  S)x(M,-,  C;,  g;,  A^,  B,-,  S). 

Gette  projectivité  montre  que  les  droites  MM^,  G,G'j, 
G2G',,  AAi=  a,  BB/=  b  font  partie  d'un  même  système 
réglé  (R).  Le  rayon  MM'^  est  perpendiculaire  au  plan 
Oaii  :  les  rayons  G<G'^,  GaG',  normaux  respectivement 
aux  plans  0^2,  Ott  sont  les  rayons  du  système  réglé  (R) 
perpendiculaires  à  la  droite  OM.  Ges  considérations 
établissent  le  théorème  : 

Si  O  est  un  point  arbitrairement  choisi  sur  V axe 
de  symétrie  a^  de  la  quadrique  S,  m  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  M  sur  le  plan  O  «, ,  les  rayons 
du  système  réglé  (a,  6,  m)  normaux  à  la  droite  OM 
rencontrent  la  normale  n  aux  centres  de  courbure 
principaux  de  la  quadrique  au  point  M.  Les  plans 
menés  par  O  normalement  à  ces  deux  rayons  déter- 
minent dans  le  plan  tangent  en  M  les  axes  de  V in- 
dicatrice. 

2.  Si  la  quadrique  S  a  un  centre  à  distance  finie,  on 
peut  choisir  ce  centre  pour  le  point  O  et  faire  inter- 
venir dans  les  raisonnements  qui  précèdent  le  troisième 
plan  de  symétrie  y  au  même  titre  que  les  plans  a,  3. 
On  a  alors  la  propriété  : 

Les  rayons  du  système  réglé  (a,  b,  c),  normaux 
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au  diamètre  passant  par  M,  rencontrent  la  normale 
n  aux  centres  de  courbure  principaux  de  la  qua- 
drique  au  point  M.  Les  plans  diamétraux  perpendi- 
culaires  à  ces  rayons  déterminent  dans  le  plan 
tangent  en  M  les  axes  de  V indicatrice  (^). 

Corollaire.  —  Le  rajon  du  système  réglé  (a,  6,  c) 
issu  du  point  M  est  normal  au  plan  diamétral  conjugué 
de  la  normale  n. 

»^.  Si  le  point  0(i)  est  à  l'infini  sur  l'axe  a^3,  les 
traces  des  [)lans  O/i,,  0^2?  O^,,  a,  ^  sur  le  plan  de 
l'infini,  forment  un  faisceau  projeclif  au  faisceau  du 
second  ordre  [/z,,  ^2,  ^m  (i^<^-)'  ([^!^)]  ^^  projectif  à  la 
ponctuelle  des  pôles  (M^,  Cj,  C'^,  A^,  B^)  de  ces  plans 
relativement  au  cercle  (<t)  ;  on  a  donc  encore 

(M,-,  g;,  c;,  a,-,  b,)â (M,  c,,  c^,  a,  b), 

et  le  théorème  (i)  est  encore  vrai  si  le  [)oint  O  est  à 
l'infini.  On  peut  remarquer  que  dans  le  cas  d^ un 
paraboloïde^  le  rayon  m  est  normal  au  plan  dia- 
métral conjugué  de  la  normale  /?,  si  le  point  O  est 
à  V infini  sur  a[5i. 

Dans  le  cas  cV une  quadrique  ayant  un  troisième 
plan  de  symétrie  y,  le  rayon  m  est  normal  au  plan 
polaire  du  point  C  ^  ny^  si  O  est  à  l'infini  sur  a^. 

4.  Soien  1 1,  t' deux  tangentes  conj  uguées  quelconques 
au  point  M  ^  une  suiface  !>'  liomofocale  à  S  est  tangente 
à  la  droite  t^  le  point  de  contact  est  désigné  par  M'.  I^a 
normale  n'  au  point  M'  de  !>'  est  tangente  à  la  para- 
bole (P)  (i);  car  cette  courbe  est  aussi  rcnveloppe  des 

(M  Lagueiuu:,   Œuvres^    t,  II,    p.    ViO;   Journal  de  Mathéma- 
tiques pures  et  appliques,  iS-8. 
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normales  correspondant  aux  plans  tangents  menés  de 
la  droite  n  aux.  quadriques  homofocales  à  S.  Une 
seconde  tangente  à  la  parabole  (P)  passe  par  le  point  M^ 
c'est  la  conjuguée  lï'  de  la  droite  n  par  rapport  à  la 
surface  S'.  Les  rayons  du  système  réglé  [m^a^b)  (1) 
ou  (a^bjC)  (2)  normaux  aux  plans  0/i',  On"  sont 
perpendiculaires  à  la  droite  OM'.  Le  premier  normal 
à  la  droite  n'  est  nécessairement  dans  le  plan  nt]  le 
second  coupe  la  normale  n  au  pôle  Q  du  plan  ijl  rela- 
tivement à  S'  (1).  Si  Ton  imagine  une  courbe  (A) 
tracée  sur  la  quadrique  S  et  tangente  au  point  M  à  la 
droite  t',  ce  point  Q  est  le  point  central  de  la  généra- 
trice /i  sur  la  nonnalie  dont  la  courbe  (A)  est  la  direc- 
trice (  '  ).  Par  suite  : 

Soient  /,  l'  deux  tangentes  conj  uguées  au  pointM 
dUine  quadrique  S,  (A)  une  courbe  de  S  tangente 
en  y\.  à  la  droite  t'  ;  la  droite  t  est  tangente  en  un 
point  W  à  une  quadrique  H'  honiofocale  à  S.  Deux 
rayons  du  système  réglé  [m^a,  b)  (1)  ou  (a,  6,  c)  (2) 
sont  perpendiculaires  à  la  droite  OM';  P  un  est  situé 
dans  le  plan  nt^  l^ autre  coupe  la  normale  n  au 
point  central  de  la  génératrice  n  sur  la  nor malle 
dont  la  courbe  (A)  est  la  directrice.  Le  plan  mené 
par  le  point  O  perpendiculairement  à  ce  second 
rayon  détermine  dans  le  plan  tangent  en  M  la  con- 
juguée de  la  normale  n^  par  rapport  à  la  qua- 
drique S'. 

Cette  propriété  généralise  les  précédentes. 

Corollaire.  —  Une  tangente  t  au  point  M  de  la 
quadrique  S  est  tangente  à  une  quadrique  S'  Homo- 
focale,   au   point   M'.   Tout  plan    normal  au    diamètre 

(')  C.  Servais,  Mathesis,  3"  série^  t.  VII,  p.   ii5. 
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passant  par  M'  coupe  le  système  réglé  (a,  6,  c)  suivant 
une  hyperbole. 

5.  On  peut  substituer  au  point  O,  dans  les  raisonne- 
ments (1),  la  tiace  A  de  la  normale  n  sur  le  plan  de 
symétrie  a;  on  obtient  la  propriété  : 

Par  les  centres  de  courbure  G,,  G2  on  mène  des 
parallèles  c^,  c-2  aux  tangentes  principales  corres- 
pondantes ti,  t.2;  par  le  point  B  passe  un  rayon  b'  du 
système  réglé  (c,,  Co,  a).  Le  plan  tangent  en  M,  le 
plan  de  symétrie  (^  et  le  plan  mené  par  A.  normale- 
ment au  rayon  b'  font  partie  d'' un  même  faisceau. 
Le  plan  mené  par  A  perpendiculairement  au  rayon 
du  système  (c,,  Co,  a),  issu  de  M,  coupe  le  plan  tan- 
gent [A  suivant  la  conjuguée  n^  de  la  normale  n 
relativement  à  la  quadrique  S. 

Si  l'on  adopte  également  dans  les  raisonnements  du 
n"  4  la  substitution  de  la  trace  A  au  point  O,  on  voit 
que  : 

Deux  rayons  du  système  réglé  (ci,  C2,  ^)  sont 
perpendiculaires  à  la  droite  \M!  ;  V un  est  situé  dans 
le  plan  nt^  Vautre  coupe  la  normale  n  au  point 
central  de  la  génératrice  n  sur  la  normalie  dont  la 
courbe  (A)  est  la  directrice.  Le  plan  mené  par  le 
point  A  perpendiculaire  à  ce  second  rayon  déter- 
mine, dans  le  plan  tangent  en  M,  la  conjuguée  de 
la  normale  n  relativement  à  la  quadrique  S'. 

6.  La  figure  réciproque  de  la  parabole  (P)  relative- 
ment à  la  quadrique  i^  est  un  cône  de  sommet  M;  il  a 
pour  génératrices  les  conjuguées  des  droites  n^,  t,-,  ^i, 
[i.a,  |jL^i,  jjLo-.  Ces  droites  sont  la  normale  n\  les  tan- 
gentes i,,  t-,]  les  perpendiculaires  m,,  m.y  abaissées  du 
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point  M  sur  les  plans  de  symétrie  a,  fi;  le  diamètre  d 
de  la  quadrique  S  issu  du  point  M.  On  a 

(  Ai,  tx-,  ^2,  m\,  '^2i  «^)  /\  (^M,  Cl,  C2,  A,  B,  S), 

ou  en  désignant  par  Ti,  T2,  M<,  M2,  D  les  points  à 
l'infini  des  droites  t^^  t^^  m^^  m^^  d  : 

(S,  Ti,  T2,  M„  M2,  D);^(M,  C,,  C^,  A,  B,  S). 

On  considère  l'involution  déterminée  par  les  deux 
couples  de  points  MS,  AB  et  l'on  désigne  par  Cj-,  C"^ 
les  homologues  de  C<,  Go  dans  cette  involution. 
On  a 

(M,  Cl,  C2,  A,  B,  S)  7;(S,  C'[,  C;,  B,  A,  M), 

par  suite 

(S,  T,,  T,,  Ml,  M2,  D);^(S,  G",,  C;,  B,  A,  M). 

Cette  dernière  projectivité  établit  que  les  rayons  G'^T,, 
G'^To,  BM<,  AMo,  MD  appartiennent  à  un  même  sys- 
tème réglé.  Donc  : 

Si  d  est  le  diamètre  de  la  quadrique  S,  issu  du 
point  M.^  ai,  b^  les  perpendiculaires  abaissées  de  A 
et  de  B  respectivement  sur  les  plans  de  symétrie  ji,  a, 
le  système  réglé  (^a^,  b^^d)  a  deux  rayons  parallèles 
aux  tangentes  principales  ^<,  t^-  Le  rayon  parallèle 
à  t  coupe  la  normale  n  en  un  point  Q!\  tel  que 

MGi.MG';  =  MA.  MB, 

G,  étant  le  centre  de  courbure  principal  correspon- 
dant à  la  tangente  ti. 

7.  Si  la  surface  S  a  un  troisième  plan  de  symétrie  y, 
on  désigne  par  G^  l'homologue  de  C^ny  dans  l'invo- 
lution (MS,  AB),  par  M3  le  point  à  l'infini  de  la  per- 
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pendiculaire  m^  abaissée  de  M  sur  le  plan  y.  Dans  les 
diverses  projectivités  utilisées  au  n"6,  on  a  successive- 
ment les  couples  d'éléments  liomologues  :  m^  et  C, 
Mg  et  C,  G  et  Ga,  M3  et  G/f;  donc  la  droite  C^Mg  est 
un  rayon  du  système  réglé  (a<,  ^,,  d).  Par  suite  : 

Si  la  quadrlque  2  a  an  troisième  plan  de  symé- 
tries^ le  système  réglé  {a  ^,  6,,  d)  a  un  rayon  normal 
à  ce  plan  :  il  coupe  la  normcde  n  en  un  point  Gy^ 

tel  que 

MG.MG/,=  MA.  MB, 

G  étant  la  trace  de  la  normale  n  sur  le  plan  y. 

8.  Les  conjuguées  n\,  n'\  des  droites  /z',  /?"  (4)  par 
rapport  à  la  quadrique  2  sont  des  génératrices  du 
cône  (M)  (6).  J^e  plan  nt  tangent  à  la  quadrique  S'  au 
point  M'  doit  contenir  les  conjuguées  de  la  droite  n^ 
relativement  aux  cpiadriques  liomofocales  à  2'  et  en 
particulier  la  droile  n\.  Les  droites  n\  et  n\  sont  dans 
le  plan  polaire  du  point  M' pai"  rapport  à  la  quadrique  S, 
ce  plan  passe  par  la  droite  t^  conjuguée  de  t.  Soient  Q 
le  conjugué  du  point  Q  (4)  dans  l'involution  (MwS,  AB), 
N",  le  point  à  l'infini  de  n^  ;  dans  les  diverses  projec- 
tivités utilisées  au  n°  6,  on  a  successivement  les  couples 
d'éléments  homologues  n\  et  Q;  TS'j  et  Q;  (^  et  Q'; 
N'j  et  Q';  donc  la  droite  (yjN",  est  un  rayon  du  système 
réglé  (<7,,  ^,,  d).  Par  suite  : 

Soient  t,  t' deux  tangentes  conjuguées  au  point  M 
de  la  quadrique  2,  le  plan  nt  coupe  le  cône  (M  )  du 
complexe  des  droites  normales  à  leurs  conjuguées 
suivant  les  génératrices  n  et  n\.  Le  plan  n\t'  l'en- 
contre  le  même  cône  suivant  les généiatrices  n\  et  n\ . 
H  existe  un  rayon  du  système  réglé  (at,  /;,,  d)  pa- 
rallèle à  la  droite  /i\;  il  rencontre  la  normale  n  en 
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un  point  Q'  tel  que 

MQ'.MQ  =  MA. MB, 

Q  étant  le  point  central  de  la  génératrice  n  sur  la 
normalie  dont  la  directrice  (A)  est  tangente  à  la 
droite  t'  au  point  M. 

9.  On  a  (6) 

{n,  ^1,  ^2,  rri'i^  m^,  m^^  d)j^{Ml,  Ci,  Ca,  A.  B,  G,  S  ); 

par  suite 

n(  ^1,  t'2-)  fHi,  7722,  '^Si  <^)  A  (^1'  ^^2,  A,   B,  G,  S). 

Le  faisceau  formé  par  les  plans  principaux  nt^^ 
nt^  et  les  plans  nm^  y  nm2,nm^,  projetant  la  normale  n 
sur  les  plans  de  symétrie  a,  p,  y,  est  projectif  à  la 
ponctuelle  formée  par  les  centres  de  courbure  prin- 
cipaux G,,  Ca  et  les  traces  A,  B,  G  de  la  normale  n 
sur  les  plans  ci.^  p,  y.  Dans  cette  projectivité  le  plan 
normal  diamétral  nd  correspond  au  point  à  l'in- 
fini S  de  la  ponctuelle  (^). 

10.  Soient  A.',  B'  les  projections  orthogonales  des 
points  A,  B  sur  l'axe  de  symétrie  a[îi;  X,,  X2  les  traces 
de  cet  axe  sur  les  plans  nt^^  nt^',  O  le  centre  de  la 
quadrique  S.  La  section  du  faisceau 

Tl{tx,  ^2,  f^x,  nU_,  7723,  «?  ), 

par  la  droite  ap,  est 

(Xi,X2,  B',  A',-70,  O). 

Les  plans  normaux  à  l'axe  a[b  menés  par  les  points  X,, 

(  ^  )  Servais,  Sur  les  points  focaux  dans  les  surfaces  du  second 
degré [Annaes  da  Academia  Polytechnica  do  Porto,  t.  II,  1907). 
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Xo,  B',  A',  00,  O  de  celle  ponctuelle  délerminent  sur 
la  normale  les   poinls  Y,,  Yo,  B,  A,  S,  C;  on   a  donc 

(Y,,  Y,,  B,  A,  S,  G)  ,-^  (G„  C,,  A,  B,  G,  S), 

et  les  couples  Ci  Y,,   C2Y2,  AB,   CS   sont  conjugués 
dans  une  même  involution  : 

Par  les  traces  cran  axe  de  symétrie  a[^  de  la  qua- 
drique  1],  sur  les  plans  des  sections  principales  nt^^ 
nt^  au  point  M  de  cette  surface^  on  mène  des  plans 
normaux  à  cet  axe.  La  normale  n  au  point  M  de  S 
coupe  ces  deux  plans  aux  points  Y<,  Y2  qui  sont  les 
conjugués  respectifs  des  centres  de  courbure  prin- 
cipaux Cl ,  C2  au  point  M  dans  Vinvolution  (AB,  GS). 

11.  Si  la  surface  S  est  un  paraboloïde,  le  diamètres? 
est  parallèle  9  Taxe  de  sjniélrie  ap;  on  conclut  de  la 
projectivilé 

(  /7,  ^1,  ^2>  J^^X-,  '"2>  ^)  A  (M,  Gi,  Go,  A,  B,  S), 

que  : 

Dans  le  cas  d'un  paraboloïde  S,  les  couples  C,  Y, , 
C2Y2,  AB  sont  conjugués  dans  une  involution  ayant 
un  point  double  à  Vinjini. 

12.  En  ulilisant  successivement  les  axes  de  symétrie 
py,  ya  dans  les  développements  du  n°  10,  on  trouve 
sur  la  normale  n  deux  poinls  Z,,  U,,  analogues  à  Y,, 
et  deux  points  Zo,  U2,  analogues  à  Y2,  et  l'on  a  les  trois 

involulions  : 

G,Yi,     G,Y2,     AB,     GS, 

G,Z,,     GoZ.,     BG,     AS, 
GiU,,     G2U2,    GA,     BS. 

On   en    conclut  que  les  couples    Z,U,,    Z2U2  appar- 
tiennent à  la  première  involution;   les  couples  U|Y,, 
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U2Y2  à  la  seconde;  les  couples  Y<Zi,  Y2Z2  à  la  troi- 
sième. Donc  : 

La  section  principale  nt^ ,  au  point  M  cV une  qua- 
drique  I,  coupe  les  axes  de  symétrie  a^,  [3y,  ya  de 
cette  surface  en  trois  points^  qui  sont  les  projections 
orthogonales  sur  ces  axes  des  points  Y, ,  Z, ,  U,  de  la 
normale  n  au  point  M.  La  section  principale  nt^  au 
même  point  donne  les  points  analogues  Yo,  Z2,  U2; 
si  G,,  C2  sont  les  centres  de  courbure  principaux 
de  ^  au  point  M,  on  a  les  trois  involutions  : 

Cl  Y,,  C2Y2,  Z,U,,  ZoUa,  AB,  CS, 
C.Zi,  C2Z2,  U,Y,,  U2Y2,  BC,  AS, 
G,Ui,     G2U2,     Y,Z,,     Y2Z2,      CA,     BS. 

S  est  le  point  à  Vinfini  de  la  normale  n. 

13.   On  a 

m^in,  ^,,  ^2,  fny,  mg,  d)^{M,  G,,  G,,  A,  G,  S). 

On  coupe  le  faisceau  m2{n,  ^,,  ^25  ^^i  5  ^^^^  ^)  P^ir  l'axe 
de  symétrie  ajS,  on  obtient  la  poncluelle 

(A',  Kl,  K2,  M",  00,  O); 

A'  et  M"  sont  les  projections  orthogonales  des  points  A 
et  M  sur  l'axe  ap.  La  projectivité 

(A',  K,,  K2,  M",  oc,  0);^(M,  G,,  G2,  A,  G,  S) 

donne 

OKi.GGi-  OK2.GG2=  OA'.GM  =  OM".GA. 

Les  plans  projetant  orthogonalement  les  tan- 
gentes ti,  ^2  <^^i  point  M  de  la  quadrique  S  sur  le 
plan  de  symétrie  ^  coupe  l'axe  ap  aux  points  K<, 
K2;  si  M'  et  k.'  sont  les  projections  orthogonales  sur 
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r axe  a|ii,  des  points  M  et  A^  on  a 

OK,.ÇGi=  OKo.CC,^:  OA'.CM  =  OM".GA, 

C, ,  Co  sont  les  centres  de  courbure  principaux  au 
point  M,  O  /e  centre  de  S. 

14.  Dans  le  cas  d'un  paraboloïde  S  les  ponctuelles 

(A',K,,K2,M"),     (M,  G„C,,A) 

sont  semblables  et  l'on  a 

MGi:MC2=  A'KirA'Ks. 

Dans  le  cas  d'un  paraboloïde  2  le  rapport  des 
rayons  de  courbure  MC,,  MGo  est  égal  au  quotient 
A'K,  :A'K2. 

lo.  On  a  (1) 

(M,  Gi,  Gs,  A,  B,  C,  S);^(/i,,  t^,  ^,,  \iol,  |ap,  ^uy,  1-^^); 

donc  si  l'on  désigne  par  (T'^,  T'^  G",  B",  S")  la  sec- 
tion par  la  droite  jjia  du  faisceau  du  second  ordre 
(^2j  t\^  [J^i^i  y-^ii  î^^)?  on  a  la  projeclivité 

(G„G„B,G,S),;;(T;,r;,C",B",  S"), 

d'où  l'on  déduit  le  système  réglé 

(G,T'^,  G2T';,  BG",  B"G,  SS"). 

Le  plan  tangent  au  point  M  d^ une  cjuadrique  S 
coupe  les  axes  de  symétrie  jSa,  ya  aux  points  C",  B". 
Le  paraboloïde  circonscrit  au  quadrilatère  gauche 
BG"B"G  est  tangent  aux  sections  principales  nti^ 
nt2  de  ^,  aux  centres  de  courbure  principaux  non 
correspondants  G^,  G,. 

16.  On  projette  du  centre  O  de  la  surface  1'  la  para- 
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bole  (/i,,  ^2,  ^1,  [^^-,  [^(^j  ['-y,  l^^)  et  l'oQ  prend,  par 
rapport  au  cône  asymptote  de  S,  le  cône  polaire  réci- 
proque du  cône  obtenu  par  projection.  Le  cône  polaire 
réciproque  a  pour  génératrices  les  parallèles  /?,  t\^  t[^ 
menées  par  O  aux  droites  /i,  ^,,  ^o,  les  axes  de  symé- 
trie py,  ay,  a[3  et  le  diamètre  d.  Par  suite,  on  a 

(M,  G,,  G.2,  A,  B,  G,  S;  ;^  (/?,  t\ ,  ^'2,  Py,  ya,  a^,  d). 

Le  faisceau  0L^{p^  t\^  l'^^  |3y,  ya,  t/)  est  coupé  par  la 
droite  n  suivant  la  ponctuelle  (S,  T', ,  T!,,  B,  A,  M)  et 
l'on  a 

(M,  Gi,  G2,  A,  B,  S)7;(S,  T;,  T',,  B,  A,  M); 

par  suite,  les  couples  MS,  AB,  G,T'^,  C2T2  sont  con- 
jugués dans  une  même  involution. 

Les  plans  menés  par  l^ axe  de  symétrie  ap,  paral- 
lèlement aux  tangentes  principales  ^,,  t^  au  pointa 
de  la  quadrique  S  coupent  la  normale  en  ce  point^ 
aux  points  T\ ,  T!, .  Si  G, ,  C2  sont  les  centres  de  cour- 
bure principaux  au  point  M  de  2,  les  couples  C,T', , 
C2T2,  AB  sont  conjugués  dans  une  involution  ayant 
pour  point  central  le  point  M. 

Remarque.  —  Les  points  T'^,  T^  sont  identiques 
aux  points  C^ ,  G'^  rencontrés  au  n^  6.  De  là  une  déter- 
mination géométrique  des  points  G"j,  G",. 

17.  Le  cône  (/>,  /'^,  t'^^  py,  ya,  d)  est  coupé  par  le 
plan  |Ji  suivant  l'hyperbole  équilatère  (  P,T,  ,T2,  A'^,B'^,M) 
et  l'on  a 

(M,  G„  G2,  A,  B,  S);^  (P,  T,,  T^,  A",  B",  M). 

Mais(lG) 

(M,  Gi,  G2,  A,  B,  S)  X  rS,  T'i,  T'2,  B,  A,  M); 
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par  suite, 

(P,  T„  T„  A",  B",  M)  X  (S,  T;,  T;,  B,  a,  M) 

et  les  droites  PS,  T<  T'^,  TaT'^,  A"B,  B''A  sont  des  rayons 
d'un  même  système  réglé. 

Soient  p  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O 
de  la  quadricjue  ^  sur  le  plan  jji  tangent  en  M;  A", 
13'^  les  traces  des  axes  de  symétrie  jSy,  av  sur  le  plan  iji. 
Les  trois  droites  p,  AB",  K"^  déterminent  un  système 
réglé  (/),  AB",  A"B,  ...)  dont  deux  rayons  sont  pa- 
rallèles aux  tangentes  principales  /,,  /o-  Le  rayon 
parallèle  à  t^  coupe  la  normale  n  en  un  point  T\ 
homologue  du  centre  de  courbure  C,  dans  Vinvolu- 
tion  (Moo,  AB). 

18.  On  a  (6) 

(«,  ^1,  ^2,  inx,  m2,  mg,  rf);^(  M,  G,,  G2,  A,  B,  G,  S). 

Le  cône  (/i,  ^,,  ^o?  ^n  '^^21  ^37  d)  est  coupé  par  le 
plan     de    symétrie    a    suivant    l'hyperbole    équilatère 

(A,  T;,  t;,  m,,  M2,  M3,  O)  et  le  faisceau 

0(A,  T';,  T';,  M„  M2,  M3) 

détermine  sur  la  droite  AM,   la  ponctuelle 

(A,  O';,  0'^,  Ml,  G',  B'). 

Les  parallèles  à  l'axe  de  symétrie  fiy  menées  respecti- 
vement par  les  points  A,  O", ,  O.',,  M,,  C,  B'  sont 
coupées  par  la  normale  suivant  la  ponctuelle 

(A,  Oi,  O2,  M,  G,  B) 
projective  à 

(M,  Gi,G2,  A,  B,  G); 

par  suite  les  couples  AM,  BC,  0,C,,  OXo  sont  en 
involution. 
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Les  plans  projetant  de  V axe  de  symétrie  ^y,  les 
traces  T'J,  T!,  des  tangentes  principales  ;<,  t^  sur  le 
plan  de  symétrie  a,  coupent  la  normale  n  en  deux 
points  Oj,  O2  conjugués  respectifs  des  centres  de 
courbure  C),  G2  dans  r involution  (MA,  BC). 

19.  On  mène  par  le  point  A  une  parallèle  à  l'axe  ay, 
elle  coupe  l'axe  ap  au  point  U  ;  on  mène  par  le  point  M, 
une  parallèle  à  l'axe  a[B,  elle  coupe  l'axe  ay  au  point  V. 
La  propriété  involutive  du  quadrangle  complet,  ayant 
pour  sommets  les  points  U,  V  et  les  points  à  l'infini  sur 
les  axes  a[3,  ay,  montre  que  le  point  S',  ^(AM,,  UV) 
est  le  point  central  de  Tinvolution  (AM,,B'(7);  par 
suite  la  parallèle  menée  par  le  point  S'^  à  l'axe  j3y  coupe 
la  normale  n  au  point  central  S,  de  l'involution 
(AM,  BG).  Ainsi  : 

Le  plan  mené  par  le  point  A  parallèlement  au 
plan  de  symétrie  y  coupe  le  plan  de  symétrie  ^  sui- 
vant une  droite  u  ;  le  plan  mené  par  le  point  M 
parallèlement  au  plan  de  symétrie  (3  coupe  le  plan 
de  symétrie  y  suivant  une  droite  v.  Le  plan  uv 
détermine  sur  la  normale  n  le  point  central  S<  de 
Vinvolution  (MA,  BC,  O,  Ci,  O2G2). 

20.  Si,  dans  les  raisonnements  du  n°  18,  on  substitue 
le  point  T'^  au  point  O  comme  sommet  du  faisceau  de 
rayons,  on  obtient  la  propriété  suivante  : 

Par  la  trace  du  plan  tangent  en  M  sur  le  plan  de 
symétrie  a,  on  mène  un  plan  parallèle  à  Vaxe  de 
symétrie  Py;  ce  plan  coupe  la  normale  en  un  pointV\. 
conjugué  du  centre  de  courbure  G2  dans  V involution 
(AM,  0,00).  Par  la  trace  Tj  de  la  tangente  prin- 
cipale ti  sur  le  plan  de  symétrie  ol^  on  mène  un  plan 
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parallèle  au  plan  de  symétrie  |3,  coupant  suivant 
une  droite  u!  le  plan  mené  par  A  parallèlement  au 
plan  de  symétrie  y.  Le  plan  mené  par  T'j  parallèle- 
ment à  y  coupe  suivant  une  droite  v'  le  plan  mené 
par  M  parallèlement  à  [3.  Le  plan  u' v'  coupe  la 
normale  n  au  conjugué  du  centre  de  courbure  C, 
dans  V involution  (AM,  0,oo,  C2K). 

21.  On  a  (6) 

(M,  Cl,  C2,  A,  B,  S)  7;  (/z,  ^1,  ^2,  /«Il  '«2,  d). 

Les  plans  menés  par  les  points  C|,  C2,  A,  B  perpendi- 
culairement à  la  normale  n  coupent  le  diamètre  d  aux 
points  D<,  Do,  D^^,  D^.  Si  D  désigne  le  point  à  l'infini 
du  diamètre  r/,  on  a 

(M,  Di,  D2,  Da,D/„  D)7(/i,  ^1,^2,  m,,m2,  d); 

par  suite,  la  normale  /?,  les  parallèles  t\^  ^',,  a! ,  h'  aux 
droites  ^^  ^27  '^m  ''^25  menées  respectivement  par  les 
points  D,,D2,Drt,  D^,  appartiennent  à  un  même  sys- 
tème réglé.  Le  plan  nt^  contient  la  directrice  t\  de  ce 
système,  parallèle  au  rayon  ^',  ;  le  point  ijit'^  situé  dans 
le  plan  t!^t!\  normal  à  n  est  nécessairement  sur  la  per- 
pendiculaire menée  du  point  D2  à  cette  droite  /i  ;  par 
suite  le  j)oint  {^nt!\  )  est  identique  à  C2.  De  même  par  le 
point  C,  passe  une  directrice  t[^  du  système  réglé 
(«',  6',  /2,  . . .)  parallèle  à  t!.^. 

Par  les  points  A,  B,  on  mène  des  plans  perpendi- 
culaires à  la  normale  /^,  rencontrant  le  diamètre  d 
issu  de  M  en  deux  points  D«,  D^.  Par  ces  points  on 
mène  les  droites  a',  b'  respectivement  normales  aux 
plans  a,  ["i.  Les  directrices  du  système  réglé  {a' b' n) 
menées  par  les  centres  de  courbure  principaux  G|, 
Go   sont   respectivement  parallèles    aux   tangentes 
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principales  non  correspondantes  t^^  t^.  (Mannheim, 
Journal  de  Lioiwille^  5^  série,  t.  11,  p.  5i.) 

22.  [^es  directrices  a!' ^  b"  du  système  réglé  (a' b' n) 
respectivement  parallèles  à  a'  et  b'  coupent  la  normale  n 
aux  points  A„,  B,,  situés  respectivement  dans  les  plans 
menés  par  les  points  D^,  D^  normalement  à  l'axe  de 
sjmétrie   ap.   Si  n'  désigne  la  directrice  parallèle  à  n, 

on  a 

(n,  t\,  t'2,  a',  b' )  7;  (/z',  ^j ,  /g;  a",  b") 
ou 

Mais 

donc 


(M,  D,,  D,,  D«,  D6j;^(cc,  G,,  Ci,  A„,  B„). 

(M,Di,D2,  D,,Dz,)7,(M,G,,G2,  A.,B), 
(ce,  G2,G,,A„,B,)â(M,  G,,G2,A,B), 


et  les  couples  Moo,  AA/^,  BB/^,  CjC^  sont  en  involution  ; 

par  suite, 

MG,.MG2=  MA.MA„=  MB. MB,,. 

On  désigne  par  D^,  la  trace  du  diamètre  d  issu 
de  M  sur  le  plan  mené  par  B  perpendiculairement 
à  la  normale  /i;  par  h^n  celle  de  la  droite  n  sur  le 
plan  mené  par  D^  normalement  à  V axe  ap.  Le  pro- 
duit des  rayons  de  courbure  principaux  au  point  M 
est  égal  au  produit  MA.MA;^. 

23.  Dans  le  cas  d'une  quadrique  I^  à  centre,  soient/? 
la  distance  de  ce  point  au  plan  tangent  en  M;  X^ai^b^^e 
les  carrés  des  demi-axes,  on  a  (22) 

MGi.MG2=  !^MA./>=P«^^, 
P  P 

MA,,        MD/,  _  MG./;.MD/,  _         M  D^ 


MG  MO  "■  />.M0  pMO 

MD/,        MB        P/, 
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par  suite, 

MGi.MG,=  5^^, 

"  P' 

formule  de  Dupin. 

24.  Dans  le  cas  du  paraboloïde,  on  a 

MGi.MG2=  MA.MA„, 
AID6=  MA„  cosB,         MB  =  MD^  cosO, 

0  désignant  l'angle  de  la  normale  n  avec  l'axe  de  symé- 
trie ;  par  suite, 

,^^     ^,^         MA. MB 
MGi.MCo^ — -* 

COS2  0 

Mais  si  la^ih  désignent  les  paramètres  principaux  du 
paraboloïde,  on  a 

MAcos6  =  ^>,         MBcose  =  a; 
donc 

MGi.MG2=-4iT> 

formule  connue. 


25.  Les  plans  polaires  du  point  M  par  rapport  à  -» 

ï,,  ^25  (a),  (j^),  (y),  (o-)  forment  un  faisceau  du  troi- 
sième ordre  : 

[,u  =  (/,,^2),  1^1  =  («^2),  1-^2=  (/i^i),  a,  3,  ï,  <r], 

projectif  à  la  ponctuelle 

(M,G„G2,A,B,C,S). 

L'axe  de  symétrie  aj3  de  la  quadrique  ï  est  un  axe  de 
ce  faisceau,  il  est  coupé  par  les  plans  ijl,  li.,,  [JI2,  y,  '^ 
suivant  la  ponctuelle  (C^,  Xo,  X,,  O,  co)  projective  à  la 
ponctuelle  {M,  G,,  C2,  C,  S);  donc  les  rayons  MC", 
Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  XIV.  (Mai  1914)  M 
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GO,  Soc,  G,  X2,  GoX,  appartiennent  à  un  même  sj'stème 
réglé. 

Le  plan  tangent  |jl  et  la  normale  n  en  un  point  M 
(Tune  cjLiadrique  2  de  centre  O  rencontrent  respec- 
tivement Vaxe  de  symétrie  aj3,  et  le  plan  de  symé- 
trie Y  aux  points  G"  et  G.  Le  paraholoïde  circonscrit 
au  quadrique  gauche  MG^'OG  est  tangent  aux  sec- 
tiotis  principales  nt^^  nt^  aux  centres  de  courbure 
principaux  non  correspondants  G2,  G<. 

26.  En  se  reportant  aux  notations  du  n^  4,  au  point  Q 
de  la  ponctuelle  (M,  Gi,  Gg,  ...)  correspond  dans  le 
faisceau  ([jl,  [a,,  JJI2,  .. .)  le  plan  polaire  |ji"  du  point  M 
par  rapport  à  la  quadrique  S'.  Ge  plan  ^'  coupe  a^  en 
un  point  M''  et  la  droite  QM"  est  un  rayon  du  système 
réglé  (MG^  GO,  Soo,  ...). 

Soient  t^  t'  deux  tangentes  conjuguées  au  pointM 
de  la  quadrique  S;  Q  /e  point  central  sur  la  géné- 
ratrice n  de  la  normalie  tangente  à  t'  au  point  M; 
'^'  la  quadrique  homofocale  à  ^  et  tangente  à  t.  Le 
plan  tangent  au  point  Q  au  paraboloïde(M.G"OG)  (2o) 
et  le  plan  polaire  du  plan  M  relativement  à  Hl 
coupent  Vaxe  de  symétrie  a[B  au  même  point, 

27.  La  droite  à  l'infini  du  plan  de  symétrie  a  est  un 
axe  du  faisceau  du  troisième  ordre;  il  est  coupé  par  les 
plans  |ji,  [A,,  |ji2,  P,  y  suivant  la  ponctuelle 

(H,  H„H2,B"',  G'") 

projective  à  la  ponctuelle  (M,  G<,  G2,  B,  G);  donc  les, 
rayons  MH,  BB"^  GG''^  G,  H,,  G0H2  appartiennent  à 
un  même  système  réglé.  Ainsi  : 

Le  trièdre  |ji|ji,  |Ji2  est  coupé  par  un  plan  mené  par 
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le  point  M  parallèlement  au  plan  de  symétrie  a 
suivant  trois  droites  .s,  5,,  S2.  Les  droites  menées 
par  les  points  M,  B,  G,  respectivement  parallèles  à 
la  droite  5,  à  l'axe  de  symétrie  <y.^  et  à  Vctxe  de 
symétrie  ay,  déterminent  un  système  réglé  dont 
deux  rayons  sont  parallèles  aux  droites  5,,  ^2.  Ces 
rayons  coupent  la  normale  n  aux  centres  de  cour- 
bure principaux  G,,  Go  de  I^. 

28.  On  a  (6) 

(M,  Cl,  Go,  A,  B,  S)  ;r  (n,  t^^  t^-,  nix,  m,,  d). 

Les  plans  menés  par  les  points  G|,  G2,  A,  B  perpendi- 
culairement à  l'axe  de  symétrie  aS^  coupent  le  diamètre  d 
aux  points  D'^ ,  D^,  D'^,  D'^  et  l'on  a 

(M,  D'i,  d;,  D^^D'ô,  D)7;(/i,  ^i,^2,/^i,  w,,^);         •  v/. 

par  suite,  la  normale  /i,  les  parallèles  z',,  ^!,,  m\^  m[,  aux 
droites  ^,,  t^-,  /^t,  m^  menées  respectivement  par  les 
points  Y)\ ,  D'2,  D'^,  D'^  appartiennent  à  un  même  système 
réglé.  Le  plan  Am\  renferme  une  directrice  b^  de  ce 
système;  elle  passe  par  A  et  est  parallèle  à  jn\.  Dq 
même  une  directrice  «,  parallèle  à  m\  passe  jjar  B. 
Donc  : 

Les  directrices  du  système  réglé  (a,  Z>,  d)  (6)  per- 
pendiculaires à  la  normale  n  sont  parallèles  aux 
tangentes  principales  ^,,  ^2  ;  elles  rencontrent  le 
diamètre  d  en  deux  points  D', ,  D'^^  situés  dans  les 
plans  menés  par  les  centres  de  courbure  principaux 
perpendiculairement  à  l^axe  de  symétrie  ajii. 

29.  On  suppose  que  la  quadriquc  1'  ait  Irois  pl.ms  de 
symétrie  a,  p,  y  (2).  Par  les  points  G,,  (>2,  A,  B,  G,  S 
on  mène  des  plans  parallèles  au  plan  de  symélrie  a;  ils 
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coupent  m^  aux  points  C^,  Cg,  A',  B',  G',  S'.  Le  cône 
(n,  t^ ,  ^2?  ^<  j  f>^2i  ^3?  ^)  est  coupé  par  le  plan  a  suivant 
la  ponctuelle  du  second  ordre  (A,  T, ,  To,  A',  M2,  M3,  O) 
en  désignant  par  O  le  centre  de  la  surface  S. 
De  la  projectivité 

(M,  g;,  g;,  A',  B',  G',  S')â(A,  t,,  T2,  A',  M2,  M3,  O), 

on  déduit  que  les  droites  MA,  G'jTa,  G'^To,  B'M2, 
G'Mg,  OS'  font  partie  d'un  même  système  réglé.  Le 
plan  BB'M2  renferme  une  directrice  Cj  de  ce  système; 
elle  passe  par  B  et  est  parallèle  à  G'IVl3.  De  même  une 
directrice  b^    parallèle  à    B'M2  passe  par  le   point  G. 

Paj^  les  points  B  e^  G  on  mène  des  perpendicu- 
laires c,  et  bi  respectivement  sur  les  plans  de 
symétrie  -^  et  '^.  La  trace  [Jia  du  plan  tangent  en  M 
sur  le  plan  a  rencontre  le  système  réglé  {b^,  c,,  m^  ) 
en  deux  points  T<,  T2  situés  respectivement  sur  les 
tangentes  principales  t{,  t^.  Les  directrices  de  ce 
système  réglé  passant  par  T,,  T2  rencontrent  m^  en 
deux  points  G'^,  G.^  situés  dans  les  plans  projetant 
les  centres  de  courbure  principaux  G),  G2  parallè- 
lement au  plan  a. 

30.   On  a  (1) 

"  -      (M,G,.C2,  A,  B,  G,  S);^(ni,  ^2,^1,  l-^a,  î^?,  |^T,  f^-j); 

par  suite,  les  parallèles  menées  par  les  points  Gj,  G2, 
A,  B,  G  respectivement  aux  droites  t^,  ^i,  {Jia,  pip,  {ly 
sonl  des  rayons  d'un  système  réglé.  Ainsi  : 

Les  plans  parallèles  au  plan  tangent  en  M  menés 
par  les  points  A,  B,  G  rencontrent  les  plans  de 
symétrie  correspondants  ol,  [3,  y  suivant  les  droites 
<22,  b.2y  C2'  Les  rayons  du  système  réglé  {a-2,  bo,  C2) 
passant  par  les  centres  de  courbure  principaux  G|, 


{  2>3  ) 
Co    sont   respectivement  parallèles    aux    tangentes 
principales  t^,  t^. 

Le  raj'on^du  système  réglé  («25  ^27^2)  passant  par  M 
est  une  corde  conjuguée  du  plan  diamétral  normal 
en  M.  Ce  rayon  peut  remplacer  Co  dans  la  propriété 
précédente  qui  est  alors  applicable  au  paraboloïde. 

31.  Les  rayons  du  système  réglé  {ci2^b.,^c^)  sont  les 
conjuguées  relativement  aux  quadriques  homofocales 
à  2,  de  la  tangente  5'  en  M  à  2,  située  dans  le  plan  dia- 
métral normal.  Si  des  points  de  la  tangente  5  conjuguée 
de  s'  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  leurs  plans 
polaires  relatifs  à  S,  ces  perpendiculaires  seront  les 
directrices  du  système  réglé.  Les  plans  projetant  d'une 
de  ces  directrices  les  points  G|,  C2  sont  parallèles  res- 
pectivement aux  droites  t^.  t^  (30).  Par  suite  : 

Si  s  est  la  tangente  enM.  conjuguée  au  plan  dia- 
métral passant  par  la  normale  n,  X  sa  trace  sur  le 
plan  de  symétrie  a^  x  la  perpendiculaire  abaissée 
de  X  sur  son  plan  polaire;  les  plans  menés  par  x 
parallèlement  aux  tangentes  principales  /,,  t^ 
passent  respectivement  par  les  centres  de  courbure 

c„c,. 

32.  Les  rayons  et  les  directrices  du  système  réglé 
{o^t  b^i  C2)  sont  projetés  du  centre  O  sur  le  plan  jjl 
suivant  les  tangentes  à  une  conique.  Cette  conique  est 
déterminée  par  les  cinq  tangentes  .9,  5',  jjia,  {jl^,  [xy. 
Des  génératrices  du  système  réglé  passant  par  C, 
et  C2  (31),  on  déduit  : 

La  tangente  s  (31)  et  sa  conjuguée  s\  les  traces 
des  plans  de  symétrie  sur  le  plan  a,  déterminent 
une  conique.    Les   diamètres  OC,,   OC2  de  ^  ren- 
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contrent  la  droite  s'  en  deux  points  tels  que  les 
secondes  tangentes  menées  de  ces  points  à  la  conicjue 
sont  parallèles  respectivement  aux  tangentes  prin- 
cipales t'y,  t^. 

33.  De  la  projectivité 

(M,  Cl,  G2,  A,  B,  G,  S);^(n,  ^1,  ^2,  mi,  m^,  Wg,  d), 

on  déduit  : 

Une  surface  réglée  du  troisième  ordre  ^3,  ayant 
pour  cône  directeur  le  cône  (M)  du  complexe  des 
droites  normales  à  leurs  conjuguées^  est  déterminée 
par  la  directrice  double  n  et  les  génératrices  a,  hy  c. 
Les  génératrices  de  ^^  passant  par  les  centres  de 
courbure  principaux  sont  parallèles  aux  tangentes 
principales  t^,  t^- 

Remarcjue.  —  La  génératrice  à  l'infini  de  la  surface 
S3  est  dans  le  plan  diamétral  nd. 

34.  Les  plans  projetant  les  génératrices  de  S3  nor- 
malement au  plan  a  enveloppent  un  cylindre  parabo- 
lique langent  au  plan  {an)  le  long  de  la  génératrice  /??<  ; 
la  génératrice  à  l'infini  de  ce  cylindre  est  dans  le 
plan  m^d.  En  coupant  ce  cylindre  par  le  plan  a, 
on  a  : 

Soient  t\^  ^2,  Ml,  d' ^  6',  C, ,  G!>  les  projections 
orthogonales  sur  le  plan  de  symétrie  a  des  éléments 
tf,  t.2^  M,  <i,  6,  Ci,  Co  ;  la  droite  d'  est  le  diamètre 
d^ une  parabole  tangente  aux  droites  AM,  et  b'  et 
passant  par  M,.  Les  tangentes  à  cette  parabole 
parallèles  aux  droites  t\^  t[^  passent  respectivement 
par  les  points  G'j,  G2. 

35.  La  section  de  la  surface  S3  par  un  plan  a,  mené 
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par  A  normalement  à  l'axe  de  symétrie  a[^  se  compose 
de  la  droite  a  et  d'une  conique  (a,)  tangente  en  A  au 
cône  (M);  ses  directions  asjmptotiques  sont  b  et  l'in- 
terjection des  plans  a,  et  nd\  Ja  conique  passe  parle 
point  (a,,  c).  On  a  la  construction  suivante  du  plan 
tangent  en  A  au  cône  (M)  du  complexe.  Le  rayon  MA 
rencontre  les  faces  du  tétraèdre  principal  aux  points  A, 
B,  C,  S;  on  détermine  le  conjugué  K  du  point  M  dans 
l'involution  (AB,  CS),  la  droite  menée  par  K  s'appuyant 
sur  le  couple  d'arêtes  opposées  ap,  yo-  du  tétraèdre  est 
dans  le  plan  tangent  cherché  (').  On  en  conclut  : 

Du  conjugué  de  M  dans  V involution  (AB,  Goo) 
on  abaisse  une  perpendiculaire  k  sur  V axe  a^.  Dans 
le  plan  a,  mené  par  A  normalement  à  Vaxe  a^,  une 
conique  (a,)  est  déterminée  par  le  point  K^  la  tan- 
gente k^  en  ce  point  parallèle  à  A-,  le  point  (a,,  c), 
les  directions  asymptotiques  ay  et  OC,  O  étant  le 
centre  de  là  quadrique.  Les  plans  des  sections  prin- 
cipales nti,  nt2  coupent  cette  conique  en  deux  points 
dont  les  projections  sur  la  normale  n  sont  les  centres 
de  courbure  principaux  G,,  G2. 

36.  Si  l'on  coupe  S3  par  un  plan  parallèle  au  plan  nd 
on  a  la  propriété  suivante  : 

Un  plan  7:  parallèle  au  plan  diamétral  normal  nd 
est  coupé  par  le  plan  nk  et  les  droites  a,  6,  c  suivant 
une  asymptote  n!'  et  trois  points  A",  B",  G^  d^ une 
hyperbole.  Cette  courbe  est  rencontrée  par  les  plans 
principaux  nt^^  nt^  en  deux  points  dont  les  projec- 
tions sur  la  normale  n  sont  les  centres  de  courbure 
principaux  G,,  G2. 

(M  C.  Servais,  Mathesis,   1909,   p.  5. 
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37.  On  coupe  par  le  plan  a  les  plans  projetant  les 
générarrices  de  Sg  parallèlement  au  diamètre  d.  Ces 
plans  enveloppent  un  cylindre  parabolique  tangent  au 
plan  nd  le  long  de  la  génératrice  d.  Par  suite  : 

Les  plans  menés  par  les  droites  h,  c  parallèlement 
au  diamètre  d  rencontrent  le  plan  de  symétrie  a 
suivant  les  droites  b\  é.  La  parabole  tangente  aux 
droites  OA,  b" ,  c"  et  passant  par  le  centre  O  de  ^  a 
deux  tangentes  parallèles  respectivement  aux  plans 
Ot^,  Ot.>]  ces  tangentes  rencontrent  OA  en  deux 
points  situés  sur  les  parallèles  menées  par  les  centres 
de  courbure  principaux  C,,  Co  au  diamètre  d. 

Remarque.  —  Cette  propriété  est  applicable  au 
paraboloïde,  si,  au  lieu  du  plan  a,  on  choisit  un  plan 
normal  à  l'axe  ^y  du  paraboloïde;  il  suCfit  de  rem- 
placer O  et  A  par  les  traces  de  d  et  n  sur  le  plan 
sécant. 

38.  On  coupe  parle  plan  nt^  les  plans  projetant  les 
génératrices  de  Sg  parallèlement  à  ^2  ;  on  a  la  pro- 
priété : 

La  normale  n  et  les  projections  orthogonales  des 
droites  <2,  6,  c  sur  le  plan  principal  nt^  déterminent 
une  parabole  dont  la  directrice  passe  par  le  centre 
de  courbure  G,. 

Remarque.  —  Cette  parabole  est  tangente  à  la  nor- 
male n  au  point  M,  ce  qui  permet  de  supprimer  la 
projection  de  c  dans  la  détermination  de  la  parabole; 
la  propriété  est  alors  applicable  au  paraboloïde. 

39.  Construction  des  centres  de  courbure  princi- 
paux C,,  Co  dhine  quadrique  ^,  le  centre  O  étant  à 
distance  finie  ou  infirme.  —  Soient  A',  B',  C'ies  traces 
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des  axes  de  syniélrie  [^y,  ya,  ajîi  sur  le  plan  tangent 
en  M  (');  B\  C"  celle  des  droites  MB',  iMC  respecli- 
veinent  sur  les  plans  [^  et  y;  B^,  G«  celles  de  Taxe  [iy 
sur  deux  plans,  l'un  mené  par  B"  normalement  à  la 
droite  A'C,  l'autre  mené  par  C'^  normalement  à  la 
droite  A'B';  a'  la  droite  commune  aux  plans  BOB', 
COG';  B'^  C"  les  points  (BG«,  B"B«),  (GB«,  G"G«). 
T.c  cône  déterminé  par  les  droites  a' ,  OW ^  OC,  ap, 
ay  rencontre  la  normale  n  aux  centres  de  courbure 
principaux  G,,  G2. 

En  effet,  les  perpendiculaires  abaissées  des  points 
de  la  droite  MB'  sur  leurs  plans  polaires  appartiennent 
à  un  système  réglé  ;  la  normale  /i,  Taxe  ay,  la  droite  B"Ba 
font  partie  de  ce  système.  Les  diiectrices  du  système 
réglé  sont  les  conjuguées  de  la  tangente  en  M  parallèle 
à  A' G/,  relativement  aux  quadriques  homolbcales  à  la 
quadrique  S.  J^es  droites  BO,  GB^  sont  les  conjuguées 
de  cette  tangente  par  rapport  aux  coniques  focales  des 
plans  3  et  y.  En  considérant  la  tangente  en  M  parallèle 
à  A'B',  on  aura  un  second  système  réglé  (/i,  aj3,  C"Ga,...) 
ayant  pour  directrices  GO,  BG^.  Ges  deux  surfaces  ont 
une  génératrice  commune  n  et  sont  tangentes  aux 
centres  de  courbure  principaux  G» ,  G2  ;  elles  se  coupent 
donc  suivant  une  cubique  gaucbe  passant  par  G,,  Go. 
Les  génératrices  et  les  directrices  qui  précèdent 
donnent  les  points  de  la  cubique 

O,     B'",     C"     (ay,  C'C),   '(ap,B"B«)- 

La  tangente  à  la  cubique  au  point  O  est  l'intersection  a 
des  plans  BOB',  GOG'  tangents  en  O  aux  deux  para- 
boloïdes;  par  suite,  le  cône  ayant  pour  génératrices  a'. 


(')   Dans  le  cas   d'un    paraholoïde.    le    plan    de   symétrie  a  est 
rinfmi. 
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Oï^'"y  0C"^  ay,  a^  est  le  cône  de  sommet  O  perspectif 
à  la  cubique;  il  passe  par  Gj  et  Go. 

Remarque.  —  La  droite  à  l'infini  du  plan  mené  par 
le  diamètre  BO  parallèlement  à  la  droite  GB^  appartient 
au  système  réglé  (/i,  ay,  B'^B^);  celle  du  plan  mené  par 
le  diamètre  GO  parallèlement  à  la  droite  BG^  appartient 
au  système  réglé  (/i,  a^,  G'^G^);  [)ar  suite,  la  droite 
commune  à  ces  deux  plans  est  une  génératrice  du 
cône  (O). 


[K'2e] 

GÉNÉRALISATION  DP  TIIÉOHÉME  M  M.  T.  LElOYiXE; 

Par  m.  V.  THÉBAULT, 

Professeur  à  Ernée  (Mayenne). 


M.  T.  Lemoyne  a  donné  dans  ce  Journal,  1904, 
p.  400,  le  théorème  suivant,  sans  démonstration  : 

Les  axes  radicaux  des  cercles  podaires  de  chacun 
des  points  dune  transversale  A,  par  rapport  à  un 
triangle  ABG,  passent  par  un  point  fixe  iù]  ce  qui 
revient  à  dire  que  w  a  même  puissance  par  rapport  à 
tous  ces  cercles.  Lorsque  A  coupe  le  cercle  ABG,  en 
deux  points  P,  Q,  les  droites  de  Simson  de  Pe^  Q  se 
rencontrent  au  point  to. 

Gette  proposition  a  été  l'objet  d'une  étude  géomé- 
trique de  M.  Neuberg,  professeur  à  l'Université  de 
Liège  {Bulletin  de  C Académie  Royale  de  Belgique^ 
juillet  et  août  1910). 

La  deuxième  partie  a  été  aussi  établie  analytiquement 
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dans  Mathesis:  Sur  le  cercle podaire ^no\einhre  1912, 
p.  238. 

Je  me  propose  ici,  tout  en  présentant  cette  dernière 
partie  d'une  manière  un  peu  plus  générale,  d'en  donner 
une  démonstration  géométrique  élémentaire  assez  élé- 


1.  Je  donnerai  tout  d'abord  le  théorème  suivant 
généralisant  celui  que  j'ai  signalé  en  juin  1910, 
p.  272  ('): 

On  coupe  les  cotés  d^ un  triangle  ABC  par  une 
transversale  A,  et  des  sommets^  on  mène  trois  paral- 
lèles quelconques  Aa,  Bj^,  Cr^  faisant  avec  A  un  r^^^y^^^aJl^ô^ 
angle  aigu  o.  Puis  de  a,  [^,  y,  on  trace  les  droites  'at^^/^^iT^ 
aM,  pN,  -^V  faisant  des  angles  égaux  à  cp,  avec  BC, 
GA,  AB,  dans  le  même  sens  de  rotation.  Les  droites 
aM,  j^N,  yP  concourent  en  un  point  w.     ^'s-".-;-  ' 

Considérons  le  cas  particulier  d'une  transversale  Ai, 
parallèle  à  A,  qui  contient  le  sommet  B  {fig-  i).  Le  cas 
général  s'en  déduira  par  une  translation  suivant  Va  qui 
amène  le  sommet  B  sur  A.  Traçons  les  droites  a,a), 
et  Yi(Oi  faisant  respectivement  avec  BC  et  AB,  dans  le 
même  sens,  l'angle  o.  Ces  droites  se  coupant  en  w,,  je 
dis  que  Ba>,B'  fait  avec  GA  le  même  angle  ». 

Les  quadrilatères  inscriptibles  a,A'Cy  et  a,C'Ar,, 
donnent 

Ba,.BYi  =  BG'.B\  =  BA'.BC; 

le  quadrilatère  A'G'AG  est  inscriptible,  et 
Ba>\A'=  BG'A'=  G. 


(')  Ce  théorème  énoncé,  page  ^7^  (  1910),  est  di'i   à   M.  NKiBKnd. 
Projections  et  contre-projections  d'un  trians^le  fixe,  1890.  p.  7') 
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Les  triangles  B^ù^  A.'  et  BB'G  sont  alors  semblables,  et 

Fig.  I.  . 


a,  A' et  Bco,B'    sont   antiparallèles    par   rapport  à  BC 
et  GA. 

2.  La  théorie  des  droites  isogonales  par  rapport  aux 
côtés  d'un  triangle  ABC  permet  de  généraliser  les 
propriétés  de  la  droite  de  Simson. 

Si  d^  un  point  M  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
ABC  on  mène  les  droites  MP,  MQ,  MK^  faisant  des 
angles  égaux  avec  BC,  G  A,  AB,  dans  le  même  sens 
de  rotation  y  les  points  P,  Q,  B  sont  en  ligne  droite. 
Réciproquement  y  d^  aille  urs^  si  les  droites  MP,  MQ, 
MR,  également  inclinées  sur  BC,  CA,  AB,  ont  leurs 
pieds  en  ligne  droite ^  le  point  M  appartient  au  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC. 

On  obtient  même  ce  résultat  qui  mérite  peut-être 
d'être  signalé  : 

Les  droites  A|  et  A2,  contenant  les  trois  points  en 


(    22,    ) 

ligne  droite  obtenus  comme  précédemment  en  menant 
de  deux  points  M  et  M'  du  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  des  droites  MP,  MQ,  MR,  M'P',  M'Q  ,  M'R' 
faisant  avec  les  côtés  des  angles  égaux ^  font  entre 
elles  un  angle  égal  à  V angle  inscrit  sous-tendu  par 
la  corde  MM.'  ou  à  son  supplément^  et  récipro- 
quement. 

En  particulier,  si  MM'  est  un  diamètre  du  cercle 
circonscrit^  les  droites  A,  et  ^2  sont  rectangulaires. 

3.  Soient  A,  et  A2  deux  droites  précédentes  obte- 
nues en  traçant  des  points  M,  et  Mo,  où  la  transver- 
sale A  du  paragraphe  1  rencontre  le  cercle  circons- 
crit au  triangle  ABC^  des  droitesM^P^,  M,Q,,  M,R,, 
MoPj,  M2Q2,  M2R2  faisant  avec  BG,  CA,  AB,  dans 


le  même  sens^  des  angles  égaux  à  C angle  o  de  1  avec 
les  parallèles  A  a,  Bp,  Gy.  Les   droites  A,  et  Ao  se    y 
rencontrent    au   point  (o    de   concours    de    aM,  fiN 

et  -{P{fig.  2). 
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C'est  le  théorème  de  M.  Lemoyne  sous  une  forme 
plus  générale.  Il  sera  démontré  si  nous  prouvons  que 
le  point  iû  appartient  à  A, ,  car  nous  aurons  ainsi  montré 
que  l'une  quelconque  des  droites,  aw  par  exemple,  est 
rencontrée  par  l'une  quelconque  des  deux  autres  droites 
analogues  sur  l'une  quelconque  des  droites  A,  et  A2 
relatives  à  M,  et  Mo.  Or,  les  quadrilatères  inscriptibles 
MiyCB'et  M^PBC,  donnent 

angle  MiyB'  =  i8o"— MtGB' 

et 

angle  Ml  p  C  =  angle  Ml  BC, 

c'est-à-dire  que 

angle  MiGB'=angleMi  BC. 

On  en  conclut  que  les  angles  (180°  —  MiyB/)  et 
M,  j^C  sont  égaux,  et  que  les  droites  ,8G'  et  yB'  sont 
parallèles. 

Considérons  alors  l'hexagone  pwyB'M<C';  pC'etyB^ 
sont  parallèles;  ^to  et  MjB'  sont  |)arallèles  par  cons- 
truction, de  même  que  yw  et  M,C^ 

Cet  hexagone  est  donc  un  hexagone  de  Pascal,  où  la 
droite  de  Pascal  est  à  l'infini.  Trois  sommets,  [^,  y.  M, 
étant  en  ligne  droite,  il  en  est  de  même  des  trois  autres, 
co,  B'  C  et  le  point  to  est  sur  A,. 

Remarques.  —  a.  M.  Neuberg  a  donné  dans  le 
Wiskundlg  Tydschrift^  10®  année,  p.  80,  le  théorème 
suivant  : 

Par  les  sommets  cVuii  ti'iangle  A^Çi^ontnène  trois 
parallèles  Kt.^  B[3,  Cy  qui  rencontrent  une  trans- 
versale quelconque  A  en  a,  p,  y.  Les  parallèles  aux 
côtés  BC,  CA,  AB  menés  par  a,  |â,  y  forment  un 
triangle  A,  B,  C<  égal  à  ABC  ; 
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qu'il  a  d'ailleurs  étendu  au  tétraèdre  (Mathesis^  ^9*^5 
question  1939). 

En  appliquant  la  réciproque  de  l'une  des  propriétés 
du  paragraphe  2,  on  obtient  ce  résultat  : 

Le  cercle  circonscrit  au  triangle  A,B,C,  contient 
le  point  03  correspondant  à  V angle  z>  des  paral- 
lèles Aa,  Bj3,  Gy  avec  la  transversale  A. 

b.  Enfin,  dans  le  cas  particulier  où  o  =  90°  et  où  la 
corde  M,  Mo  devient  tangente  au  cercle  O  circonscrit 
à  ABC,  A,  et  A2  sont  confondues  et  co  devient  le  point 
où  ces  droites  louchent  leur  enveloppe,  une  hypocy- 
cloïde  à  trois  rebroussements. 

Si  la  transversale  A  se  déplace  parallèlement  à  une 
direction  donnée,  oj  décrit  une  tangente  à  l'hypocy- 
cioïde  perpendiculaire  à  A. 

Ces  résultats  se  trou  vent  dans  rOuvrage  de  M. Neuberg, 
précédemment  cité  :  Sur  les  projections  et  contre- 
projections  d'un  triangle  fixe  ^  p.  -^ô. 

Dans  le  cas  plus  général  envisagé  dans  cette  Note, 
quand  M,  Mo  est  tangente  au  cercle  circonscrit  O,  w  est 
encore  le  contact  de  A,  avec  son  enveloppe. 


CEKTIFICATS  DE  AIÉCA^IQVE  RATIO iVNELLE. 


Lille. 


Épreuve  théorique.  —  I.  Etablir  les  formules  qui  don- 
nent la  vitesse  et  l'accélération  d'un  point  dans  un  sys- 
tème de  coordonnées  curvilignes  quelconque  :  les  appliquer 
au  cas  du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  de  révo- 
lution^ en  prenant  comme  lignes  de  coordonnées  sur  cette 
surface  les  méridiens  et  les  parallèles. 
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If.  Un  corps  solide  présentant  un  point  fixe  O  est  animé 
diin  mouvement  à  la  Poinsot,  Sur  les  trois  axes  princi- 
paux d'inertie  relatifs  au  point  0,  on  porte  des  seg- 
ments 

A,  B,  G  étant  les  moments  d'inertie  correspondants.  Soient 
o),  a,  [3,  Y  les  projections  orthogonales  des  points  O,  a,  b,  c 
sur  un  point  perpendiculaire  au  moment  cinétique  résul- 
tant. Démontrer  que  la  somme  des  aires  balayées  par  coa, 
w^,  ojy,  dans  le  mouvement  du  solide  .^r  este  proportionnelle 
au  temps. 

Épreuve  pratique.  —  I.  Une  sphère  homogène  S,  de 
masse  m,  animée  d'un  mouvement  de  translation  recti- 
ligne  et  uniforme ^  de  vitesse  Vq^  heurte  à  un  certain  ins- 
tant, en  un  point  M,  un  solide  S'  immobile  et  de  très 
grande  masse.  Déterminer  l'état  dynamique  de  la  sphère 
après  le  choc,  et  la  perte  de  force  vive,  en  supposant  que 
la  masse  m  de  S  soit  assez  petite  relativement  à  celle  de  S', 
pour  que  ce  dernier  solide  puisse  encore  être  considéré 
comme  immobile  après  le  choc. 

II.  Forme  d'équilibre  d'un  fil  flexible,  inextensible,  non 
pesant,  traversé  par  un  courant  uniforme  et  soumis  à 
l'influence  d'un  pôle  d'aimant.  On  donne  les  positions  des 
extrémités  du  fil  ainsi  que  sa  longueur. 

Nota.  —  Le  pôle  étant  pris  pour  origine  d'axes  rectan- 
gulaires, l'élément  {dx,  dy,  dz)  du  fil,  issu  du  point 
{x,  y,  z),  à  la  distance  r  du  pôle,  est  soumis  à  une  force 
totale,  dont  les  composantes  suivant  les  axes  sont,  en 
vertu  de  la  loi  de  Laplace  et  d'Ampère, 


^^      ydz-zdy 
'  r^ 

[JL  étant  une  constante  donnée. 

Lyon. 


(Novembre  1912.) 


Épreuve  théorique.  —  Un  corps  solide,  homogène,  pesant^ 
de  forme  quelconque  est  tel  que,  aux  deux  points  où  une 
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droite  D,  qui  lui  est  invariablement  liée^  rencontrerait  sa 
surface^  ce  corps  se  prolonge  en  deux  tourillons  dont  les 
surfaces  font  partie  d'un  même  cylindre  de  révolution  de 
rayon  r,  ayant  pour  axe  cette  droite  D.  Le  corps  repose, 
au  moyen  de  ces  deux  tourillons^  A  e^  B,  sur  deux  coussi- 
nets fixes  ^  faisant  eux-mêmes  partie  d'un  deuxième  cy- 
lindre de  révolution  horizontal  et  de  rayon  R=5r.  On 
suppose  le  corps  solide  parfaitement  rigide^  et  les  coussi- 
nets assez  solidement  établis  pour  que,  maigrie  la  distance 
qui  sépare  l'un  de  Vautre  les  pieds  des  deux  tourillons^ 
distance  qui  est  aussi  sensiblement  celle  des  deux  coussi- 
nets, les  deux  cylindres  se  touchent  toujours  également  le 
long  d'une  même  génératrice  de  contact,  c'est-à-dire  que 
cela  doit  avoir  lieu  dans  chaque  coussinet,  ces  deux  por- 
tions de  génératrice  faisant  partie  de  la  même  génératrice 
prolongée  idéalement  à  travers  le  corps.  Au  début  du  mou- 
vement, cette  génératrice  de  contact  est  une  génératrice 
quelconque  du  cylindre  fixe  des  coussinets,  et  la  posi- 
tion du  solide  par  rapport  à  cette  génératrice  est  aussi 
quelconque;  mais  les  vitesses  initiales  dont  peuvent  être 
animés  les  divers  points  du  corps  sont  toutes  dirigées  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  commune  des  géné- 
ratrices des  cylindres.  Enfin  ces  vitesses  initiales  et  la 
nature  des  cylindres  en  contact  sont  teiles  que  le  cylindre 
des  tourillons  ne  peut  jamais  que  rouler  sans  glisser  à  l'in- 
térieur du  cylindre  des  coussinets.  On  demande  d'établir 
la  ou  les  équations  différentielles  du  mouvement  dans  le 
cas  le  plus  général  et  d'en  déduire  ensuite  celles  qui  con- 
viennent au  cas  des  petits  mouvements,  qu'on  étudiera 
spécialement. 

(Juillet  1912.) 

Épreuve  théorique.  —  i"  On  considère  une  ellipse  maté- 
rielle qui  tourne  d'un  mouvement  uniforme  donné  autour 
de  son  centre  dans  son  plan  supposé  fixe,  la  position  ini- 
tiale du  grand  axe  étant  horizontale.  Un  point  matériel 
pesant  M  est  astreint  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur 
VellipsCy  sa  position  et  sa  vitesse  initiales  étant  d'ailleurs 
quelconques.  Etablir  V équation  dijférentielle  du  mouve- 
ment. 

•2°  Particulariser  cette  équation  pour  le  cas  où  l'ellipse 

Ann.  de  Afathémat.,  4*  série,  t.  XI\ .  (Mai  1914)  ^^ 
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se  réduit  à  une  circonférence  de  cercle  toujours  mobile 
uniformément  dans  son  plan  autour  de  son  centre.  Dire  si 
r  on  ne  pourrait  pas  ^  dans  ce  cas  particulier  ^  établir  V  équa- 
tion différentielle  directement  par  une  méthode  plus 
simple  {sans  parler  de  mouvement  relatif).  Dire  enfin  ce 
à  quoi  se  réduit  la  discussion  du  mouvement  dans  le  même 
cas  de  la  circonférence. 

3^  Toujours  dans  le  cas  de  la  circonférence  mobile 
établir  Véquation  du  mouvement  du  point  en  tenant 
compte  du  frottement. 

Epreuve  pratique.  —  Un  point  mobile  M  parcourt  une 
cardioïde  fixe  avec  une  vitesse  dont  la  grandeur  cj^oit pro- 
portionnellement à  une  puissance  d'exposant  entier  n  du 
temps.  A  r instant  initiai^  le  mobile  se  trouve  au  point  de 
rebroussemênt  O ,  avec  une  vitesse  nulle. 

1°  Déterminer  lliodographe  du  mouvement  ; 

•2"  Calcule?'  la  grandeur  du  vecteur-accélération  à  un 
instant  quelconque. 

(Novembre  1912.) 

Marseille, 

Kpréuve  TEiÉORiQUE.  —  Trouvcr  le  mouvement  d'une  sphère 
pesante  et  homogène  sur  un  plan  incliné  dépoli  dont  le 
frottement  est  suffisant  pour  ne  permettre  qu'un  roule- 
ment sans  glissement. 

Déterminer.,  dans  ce  cas.,  la  valeur  minimum  du  frotte- 
ment en  fonction  de  V  inclinaison  du  plan  sur  l'horizon. 

On  néglisrera  la  résistance  au  roulement. 


SOLUTION. 

Soient,  dans  le  plan  incliné,  un  axe  OX  horizontal  et  un 
axe  OY  suivant  la  ligne  de  pente  vers  le  haut. 

On  fait  passer  par  le  centre  G  de  la  sphère  mobile  trois  axes 
de  directions  fixes,  Cx  et  Cy  parallèles  à  OX  et  à  OY  et  le 
troisième  O^  normal  au  plan  incliné  vers  le  haut. 

Soient  X,  Y  et  N  les  composantes  de  la  réaction  du  plan 
incliné;  a  et  [3  l'abscisse  et  l'ordonnée  du  centre  G  ;  />,  ^,  /•  les 
composantes  de  la  rotation  de  la  sphère;  R  le  rayon. 

Puisqu'il  y  a  roulement,  la  vitesse  du  point  de  contact  est 
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nulle/ou  encore  ses  composantes  suivant  Cx  et  Cy  sont  nulles. 
On  a  ainsi 

M  étant  la  masse  de  la  sphère,  ie  mouvement  du  centre  de 
gravité  est  fourni  par  les  équations 

M  V-  =  Y— M^sina, 

dt^  ^  ' 

et   le    mouvement   autour   du    centre   de   gravité   s'obtient  en 
prenant  les  moments  par  rapport  à  Ccc  et  Cy,  ce  qui  donne 

j  dt 

(^> 

5  dt 

La  combinaison  des  équations  (2)  et  (3)  donn< 

d-(x        1  ^  dq 

-t R  — i-  -=  o, 

,    dt^         3       dt 

â?^  P         i  ^  dp 

Enfin,  en  vertu  de  (i),  on  a 

d^v.  d'^  5 

— —  —  o,  —7^  = ^sina. 

La  trajectoire  décrit  une  parabole,  celle  qui  s'ollVirait  si  l'on 
suppriuiait   le   frottement  'et   si    Ton    réduisait    la    pesanteur 

aux.  -  de  sa  valeur. 

Il  n'y  aura  pas  glissement  si  la  réaction  tangentiellc  du 
plan  est  inférieure  à  la  réaction  normale  multipliée  par  y. 
Il  faut  donc  qu'on  ait 

'2  > 

-  M7  sfna  <  M^'/cosa,         ou        />z'^'"'o^' 
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OU    encore   que    le   coefficient   de   frottement   soit    supérieur 

a  -  tanga. 

7 

Épreuve    pratique.     —      On     donne     un     quadrilatère 
articulé   ABCD.    Les    côtés    AB    et    AD    sont    égaux.   Les 


côtés  GB  et  CD  sont  aussi  égaux,  mais  doubles  des  pré- 
cédents. 

On  fixe  les  points  k  et  B  et  l'on  déplace  le  système  dans 
son  plan  en  faisant  tourner  la  barre  AD  uniformément 
autour  du  point  A. 

Déterminer  à  chaque  instant  la  vitesse  angulaire  de  la 
barre  BG  et  la  représenter  graphiquement  en  portant 
sur  BG  une  longueur  proportionnelle  à  cette  vitesse  angu- 
laire. 

Sur  l'axe  autour  duquel  tourne  BG  on  cale  un  volant 
formé  d'un  disque  circulaire  homogène.  Trouver  quelle 
est  à  chaque  instant  la  tension  de  la  barre  BG?  On  néglige 
les  masses  des  barres. 

On  suppose  la  longueur  AB  égale  à  i"",  le  rayon  du 
volant  égal  à  si'",  et  le  poids  du  volant  égal  à  looo''».  Enfin 
la  barre  kY)  fait  un  tour  par  seconde. 

SOLUTION. 

La  vitesse  angulaire  w  de  AD  est 

d^ 
dt 

La  vitesse  angulaire  o/  de  BG  est 


db  _  doL       d^ 


dt        dt    '    dt 
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Mais  on  a 

siiia  =  2  sin  ^, 
d'où 

cos  a  -7-  =  2  cos  a  -^  • 
at  at 

On  voit  aussi  facilement  que  l'on  a 

1  -h  2  cos  6  r.  >■  --  cos  G 

cosa  =  — =:=:  et 


v/i)-i-4cos0  V'^-+-4cos6 

On  en  conclut 


w  =  —  (  2 


i ) 

2  cosO/ 


Si,  sur  BG,  on  porte  BM  =  w',  le  lien  de  M  sera  la  courbe 
représentative  de  la  vitesse  angulaire  de  BG.  Gette  courbe  est 

la  conchoïde  de  l'ellipse  p  = ; ->  quand  on  au^^mente 

^       '         8  H- 4  cos  0      *  "^ 

les  rayons  p  de  w. 

Soit  T  la  tension  de  la  barre  DG,  soit  M  la  niasse  et  soit  K 
le  rayon  du  volant.  Le  théorème  des  moments  appliqué  au 
volant  donne 

-MR2-— 

2  dt- 


MR2-rT  =  T  2a  sin  2 p, 


,       d^  . 

et,  comme  H  =  ia  et  que  w  =  -7-»  on  en  tire 

d^  _       w2  fisinô  5-T-4COSÔ 

~dt^   ~~   Y    (4  -+-2COSO)2    (4   ^-2COSO}  ' 

et,  comme  conséquence, 

_  3  MacQg 

"~       8    cos*[i  ' 

Gette  valeur  de  T  convient  quand  0  varie  de  o  à  ~;  pour  0 
variant  de  tî  à  271,  il  faut  changer  le  signe  parce  que,  dans 
ce  cas,  l'angle  [i  ayant  changé  de  sens,  le  moment  de  T 
est  —  T'ia  sin 2  p. 

»,               .            ,             .      1          .       rr.             >     «ooo'^s     ^ 
La    plus    petite    valeur    absolue    de     l     est    -  • to-. 

Mais  to  =  2tt;  on  a  donc 

3 

T  =  -  IGOo"^  =  I  ")oo''. 


On  a  al 


ors 
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^  =  O,  0  =  0  ou  6  =  71. 


maximum;   ce  qui  arrive  quand  AD  est  sur  le  prolongement 
de  AB.  On  a  alors 


I^a  plus  grande  valeur   absolue  de    T   correspond    à    cos| 
;   ce  qui  arrive  quand  AD  est  sur  le 
I  a  alors 

:        P=60%  COSS^I,  _i_^_!.. 

.,.:-,_...  2  C0S*(3  16 

Le  maximum  est  donc  16  fois  plus  grand  que  le  minimum  et 
""^•"^^^^4  «««"'"•  (Juin  19,2.) 

ÉPREUVE  THÉORIQUE.  -  Une  plaque  carrée  pesante  et 
homogène  repose  par  un  de  ses  côtés  sur  un  plan  hori- 
zontaL  Uune  des  extrémités  de  ce  côté  est  fixe  et  le  côté 
peut  tourner  autour  de  cette  extrémité  et  glisser  sans 
Jrottement  sur  le  plan  horizontal. 

Primitivement,  la  plaque  est  sans  vitesse,  et  elle  est 
presque  verticale.  On  l'abandonne  «  elle-même  et  l'on 
demande  de  quel  angle  aura  tourné  le  côté  qui  glisse  sur 
le  plan  horizontal  lorsque  la  plaque  sera  devenue  hori- 
zontale. 

SOLUTION. 

Soient  trois  axes   fixes  oxyz   et   oz  vertical,   ox,   et  oy. 


deux  côtés  de  la  plaque,  a  la   longueur  d'un  côté,  J;  et  0  1( 
angles  xox^  et  zoy^. 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  plaque  sont 


X  =  x^  cos(j;  — j/,  sinO  sinj>, 
y  =  Xy  sin  (1/  H-  j^i  sin  6  cos  (j/, 
z  —  yx  COS0. 


(  ^3I  ) 

La  somme  des  moments  des   quantités  de  mouvement  par 
rapport  à  oz  étant  nulle,  on  a 

G  =  'S.m{xy'—yx')~  6'2m(^|  +  y\  sin2  6)4- cos60'Sm5ri  jki 


d'où 

r     r-'    cos60'  3,        ^  .    .J  3 

(1/  = /      : — -  = (arc  tan  g  sinQ)    = -t.. 

4J^      ,_^sin2f3  4^  "^  ^0  i6 

Épreuve  pratiquiî.  —  Un  losange  articulé  est  formé 
de  quatre  barres  identiques^  pesantes  et  homogènes  de 
longueur  a.  On  le  suspend  par  un  de  ses  sommets  à  un 
point  fixe,  et  l'on  place ^  entre  les  deux  barres  inférieures^ 

un  disque  circulaire  homogène  de   rayon  —  et  de  même 

poids  que  chacune  des  barres. 

Quelle  est,  dans  la  position  d'équilibre,  la  distance  du 
point  fixe  au  centre  du  disque,  et  quelle  est  la  réaction 
qu'exercent  l'une  sur  l'autre  les  deux  barres  inférieures, 
si  l'on  suppose  que  le  poids  de  l'une  des  barres  est  de  lo^^? 

SOLUTION. 

La  distance  z  du  centre  de  gravité  du  système  au  point  0 


est  fournie  par  le  théorème  des  moments 

'jz  =z  (C)  cosO Î7-77  )  a. 

\  losinb/ 
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Quand  il  y  a  équilibre,  z  est  maximum  et  l'on  a 
60  sin^B  — cosô  =  o. 

En  faisant  tangO  =  x,  on  a  l'équation 
6o^3_^2_i  =  o, 


d'où 

on  en  tire 


OG  =  a(.cos6-^^)=i,54^ 


Ensuite,  la  réaction  en  B  étant  évidemment  horizontale,  on 
a,  par  rapport  au  point  A  et  pour  la  tige  AB,  l'équation 
d'équilibre 

Xacose  =  PfsinO-.i^(a-^cote), 

où  X  est  la  réaction  en  B  et  P  le  poids  de  la  tige. 

On  tire  de  là  , 

X  =  i,5iP  =  i5Si. 

(Octobre  1912.) 

ÉPREUVE  THÉORIQUE.  —  Une  pUque  rectangulaire  k^C^l^ 
homogène  de  masse  M  est  mobile  sans  frottement  autour 
d'un  axe  PQ,  de  poids  négligeable,  qui  coïncide  avec  la 
diagonale  AC  et  dont  les  extrémités  P  ei  Q  reposent  sur 


deux  appuis  dépolis,  situés  dans  un  même  plan  horizontal. 

Le  milieu  de  l'axe  PQ  est  au  centre  0  de  la  plaque. 

Le  coefficient  du  frottement  des  extrémités  P,  Q  sur  les 
appuis  est  égal  à  tangSo*». 
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La  plaque  est  lancée  avec  une  vitesse  angulaire  w. 

A  quel  nombre  maximum  de  tours  par  seconde  doit 
correspondre  w  pour  que  les  points  P  e<  Q  îie  glissent  pas 
sur  leurs  appuis  ? 

Lorsque  w  dépasse  un  peu  sa  valeur  maximum,  quel 
angle  la  plaque  fait-elle  avec  le  plan  vertical  lorsque  le 
glissement  se  produit? 

Les  côtés  du  rectangle  sont  AB  =  lo*''"  et  BC  =  20*^"'.  La 
longueur  de  Vaxe  PQ  est  4o"". 

L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  0  coupe  le  plan  de 
la  plaque  suivant  une  ellipse  dont  l'équation  est,  en 
prenant  PQ  pour  axe  des  x  et  en  prenant  le  centimètre 
pour  unité 

~M{^x'^-^\ixy  +  17^2)  =  I. 


SOLUTION. 

La  plaque  tourne  évidemment  d'un  mouvement  uniforme. 
Gonsidérons  un  plan  qui  tournerait  autour  de  Ox  d'un  mou- 
ment  uniforme  avec  la  vitesse  angulaire  w. 

Par  rapport  à  ce  plan,  la  plaque  serait  en  repos  relatif. 

Les  conditions  de  cet  équilibre  relatif  s'obtiendront  en 
ajoutant,  aux  forces  qui  sollicitent  la  plaque,  sur  chaque 
point  une  force  mM^y,  dirigée  parallèlement  à  Oy.  Ces 
forces  mui^y,  qui  sont  parallèles,  ont  une  somme  Smw^^qui 
est  nulle.  Elles  se  réduisent  à  un  couple  dont  le  moment 
est  2  m  a»2  xy  =  to'^  S  mxy. 

La  plaque  est  donc  soumise  à  son  poids  et  au  couple  S  m  10' a^j. 
Mais  ILmxy  est  égal  à  — 10 M.  Si  l'on  donne  à  ce  couple  pour 
bras  de  levier  PQ,  il  donnera  en  P  et  Q  deux  forces  perpendi- 
culaires  à  PQ  situées   dans    le   plan    de   la    plaque   et   égales 

.      ,  loM         5   .-    , 

;i  (1)2— —  =  —  IVIw2. 

40  20 

Si  la  plaque  fait  un  angle  ^  avec  le  plan  vertical,  ces  forces 

5 
auront  une  composante  verticale  légale  à  —  Mto^cosç  et  une 
^  '^  20  ^ 

5 
composante  horizontale  égale  à  —  IVlw2sino. 

^  ^  'lO  ' 

D'ailleurs  le  poids  de  la  plaque  donne  en  F*  et  Q  deux  com- 
posantes verticales  égales  à  -M^. 
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On  aura  donc  en  P  une  force  verticale  égale  à 


-y[^±  -  Mw2coso 

2  'i 


et  une  force  horizontale  égale  à 


3 

-  M  0)2  sinca. 
2  * 


Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  (en  valeur  absolue) 
Mo)2  sin<p  <  l-Mg'±  —  Mco2  cosoj  tang3o% 


20 

5 


ol)2  sin(©  ±  3o°)  <  g  sin  3o", 


où  o  peut  varier  de  0°  à  36o";  il  faut  donc  que 

W2  <  ^. 

Si  n  désigne  le  nombre  de  tours  par  seconde,  on  a  w  =  atzii; 
on  a  donc 

40112/12 <;  980         ou         7125  environ         {n  =  \/'i^). 

Si  n  dépasse  cette  valeur  très  peu,  l'inégalité  cessera  d'être 
vérifiée  lorsque  sin(cpzfc3o°)  sera  maximum,  c'est-à-dire 
pour  cp  =  60°  ou  120". 

G'est-à-dire  que  le  point  Q  glissera  quand  ABC  fera  avec  la 
verticale  supérieure  un  angle  de|6o",  et  P  glissera  quand  BDC 
fera,  avec  la  verticale  supérieure,  un  angle  de  60". 

Épreuve  pratique.  —  On  prend  dans  un  plan  six  points 
Jixes  placés  aux  sommets  d'un  hexagone  régulier.  On  les 
numérote  1,  2,  3,  4,  o,  6  en  parcourant  le  périmètre  de 
l'hexagone  dans  un  sens  déterminé. 

A  ces  six  points.,  on  attache  six  fils  de  caoutchouc,  qu^on 
numérote  1,  2,  ii,  4-,  5,  6;  les  numéros  des  fils  étant  les 
numéros  des  sommets  auxquels  ils  sont  attachés. 

Ces  fiils  sont  de  même  nature,  et  leur  longueur  double- 
rait sous  l'action  d'une  tension  de  looo^. 

On  réunit  en  un  même  point  P  les  extrémités  qui  n'ont 
pas  encore  été  fixées. 
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On  demande  de  trouver  approximativement  la  tension 
des  fils  et  la  position  du  nœud  P,  sachant  que  les  lon- 
gueurs des  fils  non  tirés  sont  : 

N°  1,  102'^'";         N"  2,101'^'";         N"  3,  Too'^'"; 
Le  côté  de  l'hexagone  a  loo'^'"  de  longueur. 

SOLUTION. 

On  trouvera  que  les  fils  1,  3,  5  ne  sont  pas  tendus  et  que 
les  fils  2,  4,  6  ont  une  tension  de  10°. 

Pour  le  nœud  P,  par  rapport  aux  axes  dont  celui  des  x  est 
la  ligne  3,  6,  on  trouve 

X  =  o, 

y  =  —  2,3  centimètres. 

(Juin  191 3.) 


COXCOURS  D'ADIIISSIOIV  A  I;ÉG0LE  POLYTECll^lOllË  M  191 


I. 

Composition  d'Algèbre  et  Trigonométrie. 

On  considère  la  fonction  0  de  x  définie  par  la 
relation 

arctang:r=.^-^^, 

OÙ   le  premier  membre  représente  un  arc  compris 

-71  71 

entre et  -\ — • 

2  •>. 

i"*  Déterminer  les  valeurs limitesde  ^pour  x^=±cc 
et  X  =  o. 
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2^  Suivre  ces  variations  de  la  fonction  9  {x)  quand 
X  croit  de  —  oo  à  +  oo. 

3"  Dans  cette  fonction  6  (a:),  on  remplace  x 
par  nP ^  n  étant  un  entier  variable  et  p  un  nombre 
positif  donné  ;  on  considère  la  série  dont  le  terme 
de  rang  n  a  pour  valeur^  {nP).  Pour  quelles  valeurs 
de  p  la  série  est-elle  convergente  ? 

4*^  Calculer 


L 


(x)  dx. 


Etudier  la  variation  de  cette  intégrale   quand  a 
augmente  de  —  oo  à  4-  oo. 

5°   Calculer^    à    U approximation   de    la   règle   à 
calcul^  la  valeur  numérique  de 


s. 


l  -f-  X- 
v/3 


{x)da 


Solution  par  M.  Thié. 


«  On  a 


X  —  arc  tan  g  iT         i 
X-  arc  taiiir  ^7  2:  V  arc  la 


i 1) 

:ang.r        xj 


La  seconde  forme  de  9  montre  que  cette  fonction 
prend  la  valeur  o  pour  a?  =  ±  00.  Pour  x  tendant 
vers  o,  on  a,  par  le  développement  en  série  de  la  pre- 
mière forme, 

x^       x'^ 


6  = 


Donc,  pour  ^r  =:  o,  9  prend  la  valeur  -• 

2°  Gomme  la  fonction  9    est   visiblement    paire,    il 
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suffit  de  l'étudier  pour^  >  o.  Calculons  la  dérivée  de  h 


0'  = 


37- \arc  tanga?      x/       .r  L(arc  tang:r)2    i-f-a?^ 

X  étant  positif,  H'  a  le  signe  de  la  quantité 

xi 
u  =  x^(avc  tanga7)26'=  2  (arc  tang£P)2  —  x  arctanga?- 


^'r 


1  -h  X' 


Pour  ^  =  o,  w  s'annule.    Calculons    la    dérivée    de 
;ctte  fonction  : 

,  I  .77  o  nr 

/t  =  4  arc  tan  g  ic —  arc  tang^ 


arc  tang  .r 


J-+-:r2  ^  i-+-a72        (i_Ha;2)2 

:r2         :r  f  3  -4-  a^2  ) 


I  -h  372        (i  -^x^-y 


2  \2 


Pour  œ  ^  y/3,  w'est  négatif.  Pour^r  <<  y/3,  «'  a  le  signe 
de  la  quantité 

V  =  arc  tang  x  — — -— — - — -. 

^  (n-:r2)(3— ^2) 

V  s'annule  encore  pour  :r  =0.  Calculons  la  dérivée 


V 


(i-\-x'^)(3—x^-)(i^Zx^-)  —  x(3-i-x^')(^x—^x-i) 
(H-a;2)2(3— ;ï-2^2 


Par  un  calcul   sans  difficulté,   on   trouve  que   cetle 
expression  se  réduit  à 

—  8:r2 


V'  = 


(:\  ~  x'^)(\  -^  x-^ )■' 


y  est  donc  négatif  pour  o  <;  ^  <<  y/3,  et  la  fonc- 
tion V  est  décroissante  dans  cet  intervalle.  Elle  est 
donc  négative.  Par  suite,  la  dérivée  u'  est  négative  pour 
toutes  les  valeurs  positives  de  x.  On  conclut  de  même 
que  la  fonction  u  et  par  conséquent  la  dérivée  8'  sont 
négatives.  La  fonction  0  est  décroissante. 

En    résumé,   quand  x   varie  de  o  à  00,  la  foDCtion  0 
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décroît  de  -  à  o  ;  c'est  une  fonction  paire,  et  Ja  courbe 

représentative  se  construirait  sans  difficulté. 

3°  On  a 

„  ,       ,  I  I  I  /        arc  tana  /i/'\ 

7iPQ(n{>)  =  — = (1- 

arc  tang /i/'       nf       arclana /i/^  \ 


n/'         I 


Cette  expression  tend  vers  — ?  quand  n  augmente 
indéfiniment.  On  en  déduit  immédiatement,  par  appli- 
cation d'un  théorème  classique,  que  la  série  considérée 
est  convergente  pour  y?  >>  i    et  divergente  pour/?^i. 

4"   On  a 

f     -^-^0(x)dx=    f     '-—( ' l)dx 

J  ^     \  -\- x'^  J ^^     i  -\- x^  \arctanga;        xj 

J     1 -h  :<?^   arc  tan  g  a?  ,7     ^  J    \ -^  x- 

I  arc  tan  g  x  \/ 1  -h.?--    / 


Pour  X  =  00,  la  fonction  obtenue  prend  la  valeur  L 
On  a  donc,  en  appelant/  (a)  l'intégrale  donnée. 


/(«) 


TC  arc  tang  a  y^i  H- a- 


2 


2arc  tangay/i  -+- a- 


On  a  supprimé  le  signe  de  la  valeur  absolue  après 
le  symbole  L,  caria  quantité 


arc  tang  a  \/ 1  -i-  a- 


est  toujours  positive. 

La  fonction/ (a)  çst  paire.  Pour  a  =  o,  elle  prend 
la  valeur  L  —  •  Pour  a  ==  oo,  elle  prend  la  valeur  o.  Dans 
tout  l'intervalle  elle  est  décroissante.  On  a  en  effet 

•  /'(«)  =  - 7-^ e(«)<o. 
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La  courbe  représentative  de  celte  fonction  est  donc 
analogue  à  celle  de  la  fonction  9. 


5"  Il  s'agit  de  calculer 


V^ 


'^v^'-' 


1  arc  tang  -^  1  /  i 


'  (î)] 


/jV    ■       3 


I   —  arc  tan; 


v/^ 


=  L 


logipS  —  lo??io2  _  o,477  —  o,3or   _  0,176  _      ,    - 
logioc  ~"  0,434  ~  0,434 


SOLUTIOAS  DE  OHESTIO^S  PROPOSÉES 


1966. 

(1903,  p.  143.) 

Soit  a  un  nombre  positif  donné  ;  on  pose 
a"-  Un 


M, 


(a  H- !)«+>'  *       (1  — Wo)- 

Démontrer  que  pour  n  infini 

h  m  u,i— 


Maillard. 


SOLUTION 
I*ar  M.  R.  Cardelopim. 


r°  On  a,  quel  que  soit  n. 


(«) 


o  <  Ua  < 


a  -+-  i 


(   Mo  ) 

En  effet,  cette  double  inégalité  est  vérifiée  pour  /i  =  o  ;  sup- 
posé qu'elle  le  soit  jusqu'à  une  certaine  valeur  de  n,  établis- 
sons-la pour  la  valeur  immédiatement  supérieure.  On  a 


(I— w«)« 

Gomme  a„  est  <[  d'après  (i)  on  voit  d'abord  que  m„ 
est  positif.  Il  faut  ensuite  démontrer  que  l'on  a 


(  !  —  /«„)«  (rt-l-   I)«^-»    (l— M„)« 

ou 

a 
—  <  I  —  Un, 


ce  qui  résulte  d«  la  deuxième  inégalité  (i). 
2"  On  voit  encore,  par  récurrence,  que 

W/,-M  >  Un  ; 

en  effet,  cette  inégalité  peut  s'écrire 


Ho  Uq 


< 


{l  —  Unr  (I  — U„_,)« 

ou 

lhi>  Un-i» 

D'autre  part,  elle  est  vérifiée  pour  71  =  0;  donc,  etc. 

3"  La  suite  des  u  étant,  d'après  ce  qui  précède,  bornée  et 
croissante,  Un  tend  vers  une  limite  X  que  l'on  déterminera 
en  écrivant  qu'elle  satisfait  à  l'équation 

««  i 


(a -h  i)«+i  (i  — X)"* 
ou 


qui  admet  la  racine  (double)  X=   dans  l'intervalle  de 

o  à  I  et  n'en  admet   pas  d'autre.  La  proposition  énoncée  est 
donc  bien  établie. 


i 
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[P'2a] 

SIR  l.\E  CERTAIXE  CLASSE  DE  COURBES  ET  DE  SURFACES; 

Pau  m.  Cii.  FRANÇOIS. 


1.  Proposons-nous  de  déterminer  les  surfaces  jouis- 
sant de  la  propriété  suivante  :  En  un  point  quelconque 
IVI  (^,  y,  z)  de  la  surface^  nienotis  le  plan  tangent  tj., 
qui  intercepte  sur  les  axes  coordonnés  Ox^  Oj^,  O2, 
des  longueurs  OA  =  S,  OB  =  yj,  OC  =  Ç,  telles  qu^ on 
ait 

0)  1=..  ^=6„  i  =  o„ 

rt,,  6|,  c,  étant  des  constantes.  Celles-ci  doivent  véri- 
fier la  relation 

I  I         1 

«1  61  c, 

car  les  coordonnées  du  point  M  satisfont  à  l'équation 
du  plan  u,  qui  est 

Soit  F(:^-,y,  g)  =  o  l'équation  de  la  surface  cher- 
chée. Celle  du  plan  jx  est 

(X-:r)Fl.H-(Y-jK)F;.  +  (Z-^)Fi  =  o, 

où  X,  Y,  Z  sont  les  coordonnées  courantes;   on  en  dé- 
duit 

X^F^  _  :LxV[,  ,  _  S.rFi.. 

*^  »y  *^ 

d  ou 

'  X  = '  '    V  =    -7—— >  I'  r  = 


Ann.  de  Matliémat.,  'j«  série,  t.  XIV.  (Juin  1914.)  ï'> 
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Substituons  ces  valeurs  de  ï\.,  F^.,  F'_  dans  l'équalion 
F',,  dx  -4-  F;.  dy  +  F-  dz  =  o, 

nous  aurons 

dx  dy  dz 

en  intégrant,  il  vient 

— /.r -+- -7^/r  H lz  =  lm. 

cil  bx    -^         Cl 


m  étant  une  constante. 

L'équation  de  la  surface  cherchée  est  don 


pour  laquelle  nous  mettrons  encore 

(2)  cc^y'z^^  =  m, 

.    ,       I        f        I 
en  représentant  par  «,   0,   c  les  quantités  —1   -g-',   —  • 

Nous  aurons  maintenant  la  relation  constante 
a  -^h  -\-  c  —  \. 

Réciproquement,  toute   équation   de   la    forme    (2), 

même   lorsque  a -j- 6 -f- C  =2^  i ,   à   condition  que  cette 

expression   ne   soit  pas  nulle,   représente   une   surface 

telle  que  les  rapports  entre  les  coordonnées  à   l'origine 

d'un  plan  tangent  quelconque  aux  coordonnées  corres- 

.  .  a 

pondantes  di>  point  de  contact  sont  égaux  a  ^  ^  ^  _^  ^- ' 

^         ,  ^ On  est  ramené  au  cas  précédent  en 

remarquant  que  si  a  +  ^  +  c  =-  K  ^  o,  on  peut  écrire, 

!1    ^    £  i 

au   lieu  de  x" y^ z^  =- m,   l'équalion  ^'\)-'^^'^  =  m^  de 

telle  sorte  que  la  somme  des  exposants  est  maintenant 

égale  à  l'unité. 
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2.  Considérons  l'ensemble  des  valeurs  ralionnelles  de 
a,  6,  c  satisfaisant  à  la  relation  «  +  6  H-  c  =  i .  Celle-ci 
ne  peut  être  vérifiée  en  nombres  entiers  qu'en  attri- 
buant à  Tun  au  moins  de  ses  termes  des  valeurs  néga- 
tives. Généralement  a^  b,  c  seront  donnés  sous  forme 
de  fractions  irréductibles  et  l'on  pourra  écrire 

K  [x  V 

les  deux  termes  de  ces  fractions  étant  des  entiers  quel- 
conques, mais  satisfaisant  à  2  r-  =  i .  Pour  tout  déno- 
minateur pair,  la  variable  correspondante  sera  affectée 
d'un  double  signe. 

Si  X,  Y-y  ^^  sont  impairs,  les  deux  surfaces  représen- 
tées par  x^^y^  z^=  m  et  x^  y^ z^  ^  —  m  sont  distinctes 
et  symétriques  par  rapport  à  Foriginr. 

Soit  n  le  plus  petit  commun  multiple  de  X,  u.,  v  et 
posons 

X         n  [j,         n  V  n 

On  a  iiussi  2/- -—  n.  Si  n  est  paii-,  le  nombre  des  quan- 
tités /•  impaires  sera  égal  à  o  ou  à  2.  Ce  nombre  ne 
sera  toutefois  pas  égal  à  zéro,  car  on  vérifie  que,  dans 
ce  cas.  n  n'est  pas  le  plus  petit  commun  multiple  des 
quantités  A,  a,  v,  ce  c[ui  est  contraire  à  l'Iiypothèse. 
Donc  deux  des  quantités  /'  et  deux  seulement  seront 
impaires;  la  troisième  sera  nécessairement  paire.  Sup- 
posons que  /•,  et  r>  soient  les  numérateurs  impairs;  il 
est  clair  que  A  et  jjl  seront  pairs  et  contiendront  2  le 
même  nombre  de  fois  en  facteur.  Quant  au  dénomina- 
teur V,  il  pourra  être  pair  ou  impair.  Il  s'ensuit  qu'il  ne 
pourra  y  avoir  que  o,  2  ou  ?>  doubles  signes. 

Si  A  et  lA.  sont  j)airs  et  v  impair,  nous  écrirons  la  for- 
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mule  fondamentale  a:^y^z'-'=^  m  sous  la  forme 

avec 

(3)     X  =  /c/?,        jjt  =  /r/,        Â:  =  2'S        a,  =  a  :  ^,        p,  =  (3  :  / 

^^  étant  un  entier  positif  et  A,  /des  entiers  impairs  et 
positifs.  On  voit  que  x  et  y  pourront  prendre  simulta- 
nément des  valeurs  positives  ou  négatives.  Si  m  est 
positif,  on  devra  combiner  ensemble  des  valeurs  de 
même  signe  du  radical  et  de  z^' ',  si  m  est  négatif,  on 
combinera  ensemble  des  valeurs  du  radical  et  de  z^  de 
signe  contraire.  En  particulier,  si  y  est  pair,  le  radical 
sera  de  même  signe  que  m.  Dans  tous  les  cas,  les  sur- 
faces définies  par  x^y^z^=m  et  ^"j/^s^'=  —  /?z  sont 
identiques. 

Si  À,  [i-,  V  sont  pairs,  nous  écrirons 

en  posant  les  lelations  (3)  et  en  outre 

V  étant  un  entier  positif  et  b  un  entier  impair  et  positif  ; 

V  est  d'ailleurs,  dans  le  cas  considéré,  toujours  impair. 
Le  premier  membre  de  l'équation  précédente  sera  réel, 
dans  tous  les  cas  suivants  :  i*^  :r  >>  o,  j^  >>  o,  3  >>  o; 
2°  ^<o,  jK<o,  s>o;  3"  .^<o,  j>o,  5<o; 
4^^  ^  >>  o,  x<^o,  z<io.  On  voit  aussi  que  les  deux 
expressions  x^ y^ z^  =  m  et  .r"y^-.^'=  —  m  définissent 
la  même  surface. 

Nous  arrivons  finalement  à  cet  énoncé  :  Si  /i  est  im- 
pair, les  deux  surfaces  d'équations  x^ y^ z^ :=  m  et 
^aybr.c__  __  jYi  sont  distinctes;  si  n  est  pair,  elles  sont 
identiques. 
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3.  Désignons  les  surfaces  ('a)  par  la  leltre  S.  Lorsque 
m  varie,  les  surfaces  S  qu'on  oblienl  sont  coupées  par 
une  droite  menée  par  l'origine  O,  en  des  points  tels  que 
les  plans  tangents  correspondants  sonl  parallèles.  Getle 
propriété  résulte  Immédiatement  de  la  définition  de  ces 
surfaces. 

Les  formules  (i)  admettent  l'Interprétation  suivante  : 

Le  point  de  contact  ^Id^  un  plan  tangent  est  le  centre 

de  s-ra^^ité  des  niasses — ,  -n  —•  attackées  aux  points 

^  ai     bi     Cl  ' 

ail  ce  plan  rencontre  les  axes. 

A.  un  plan  ijl  dont  les  coordonnées  à  l'origine  sont  ;* 
7j,  Ç,  faisons  correspondre  le  point  N  de  coordonnées  \, 
7^,  Ç;  nous  dirons  que  le  point  N  est  le  transformé  cru- 
cial du  plan  ji.,  que  le  plan  ;j.  est  le  transformé  sous- 
cruclal  du  point  N  (  '  ). 

SI  le  plan  |x  touche  la  surface  S  au  point  M(^,  v,^), 
les  points  M  et  N  sont  liés  par  les  formules  (i)  qu'on 
peut  écrire 

(4)  ir=a^,         y  =  br^,         z  =  c^. 

On  volt  que  les  points  Al,  N  se  correspondent  dans  une 
transformation  affine. 

I^a surface  ^"y*^^=  /?«,  où  l'on  suppose  a-^b-{-  c=  i , 
se  change,  par  celte  tiansformation,  en  la  surface 

^     '   ^         a'^bi'cJ- 

Ce  résultat  pourrait  s'énoncer  ainsi  :  Les  surfaces  com- 
prises  dans  l'équallon  x^^y^z^=^ni,    où   «,   ^,   c  sont 

(')  Voir,  pour  la  Iraiisforinalion  cruciale,  nos  INlémoires  :  Sur 
une  certaine  transformation  et  son  inverse  {Matlicsis,  octobre 
1909);  Étude  sur  ta  transformation  cruciale  {/Ife'm.  de  la  Soc. 
Boy.  des  Se.  de  Liège,  3*  série,  t.  IX,  1910). 
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fixes  elm  variable,  foriiienl  un  groupe  relativement  à 
la  transformation  (4)  appliquée  plusieurs  fois  de  suite. 
Car  la  /-'^'"^  transformée  a  pour  équation 

(5)  ^«r/>Ç<'  = 


(a^  b''cc)> 


Considérons  deux  cas  particuliers  remarquables  : 
j"  La  surface  asymptote  xyz  =z  m 

1111 
a  pour  /•''^'"'^  transformée  affine  œ'-^  y''  z'^  =  îir^  3'-.  M  est 

le  centre  des  médianes  du  triangle  ABC;  le  r'^»»«  trans- 
formé de  M  a  pour  coordonnées  ?>'^x,  3'jr,  yz;  M  et 
ses  transformés  successifs  sont  donc  situés  sur  une 
même  droite  passant  par  l'origine. 

2«  L'équation  xjz-'  =  m  représente  un  paraboloïde 
hyperbolique.  La  première  transformée  de  cette  qua- 
drique  a  pour  équation  xyz~'z=—m',  elle  est  symé- 
trique de  la  surface  primitive  par  rapport  à  l'origine. 
La  seconde  transformée  coïncide  avec  la  surface  primi- 
tive et  ainsi  de  suite. 

I.  L'équation  du  plan  tangent  ;ji  au  point  M{x,y,  z) 
de  la  surface  ^«y*^^=  tn,  est,  si  a  +  6  +  c  =  i , 

,ç.  aX        /jY        cZ 

Si  ce  plan  doit  passer  par  un  point  donné  P  (X,  Y,  Z), 
l'équation  précédente,  oùx^y,  z  sont  des  coordonnées 
courantes,  représente,  une  surface  cubique,  lieu  des 
points  de  contact  des  plans  tangents  menés  par  P  aux 
surfaces  S  contenues  dans  l'équation  x^y^ z^  =:  tii^  où 
ni  est  un  paramètre  variable. 

Le  lieu    des  points  de  contact   des  plans   tangents, 


(  ■•^47  ) 
menés  par  V  à  une  même  surface  de  ce  système,   est  la 
courbe  représentée  par  les  deux  équations 

a\         bY        cl 

En  appliquant  ces  considérations  à  la  surface  asymp- 
tote, on  voit  que  la  courbe  de  contact  du  cône  circons- 
crit de  sommet  P(X,   Y,   Z)  est  représentée  par  les 

équations 

X        Y        Z        , 

xyz  =  m,  1 ! =  J, 

•^  '  X         y        z  ' 

dont  la  dernière,  simj)li(iée  au  moyen  de  la  précédente, 
donne  "^Xyz  =^  3  m.  Celte  courbe  est  donc  située  sur 
un  hvperboloïde  et  les  axes  coordonnés  sont  des  géné- 
ratrices du  cône  asymptote. 

o.  Soit  à  déterminer  la  trajectoire  orthogonale  de 
Fensemble  des  surfaces  x^^y^ z^=^  m,  où  m  est  variable. 
On  a  les  équations 

X  clx        y  dy        z  dz 


B. 


A  et  B  sont  deux  constantes  arbitraires.  Les  équa- 
tions (-)  définissent  deux  cylindres  du  second  degré; 
leur  intersection  est  donc  une  quartique.  Si  A  =  B  =  o, 
les  équalions  intégrales  sont 

y/a  s/  b  s/c 

elles  représentent  (pialre  droites  réelles  passant  par 
l'origine,  si  a,  b  et  c  sont  de  même  signe;  l'origine  cor- 


a 

b 

qui, 

intégrées,  donnent 

(J) 

a         b 

y' 
b 
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respond  à  m  =  o  ou  ?n  =00  suivant  les  signes  de  6^,  b^  c. 
Si  m  est  fixe  et  que,  c  étant  donné,  b  est  le  paramètre 
variable  et  a  une  fonction  donnée  de  />,   a  =  cp  (6),   la 
trajectoire  sera  définie  par 

X  dx        y  dy        z  dz 


(8) 


oiyh)  h         '      c 


6.  Reprenons  la  relation  x^y^'z^'=^m.  Supposons 
d'abord  que  l'un  des  exposants  soit  nul.  La  surface  cor- 
respondante est  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  un  axe  coordonné.  Si  a  -j-  6  -+-  c  =  o, 
l'équation  ^"j/*=  w?^'^^*  représente  un  cône  de  som- 
met O.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  point  de  contact 
d'un  plan  tangent  est  indéterminé.  Dans  ce  qui  suil, 
nous  écarterons  ces  deux  cas  exceptionnels. 

L'intersection  de  deux  surfaces  S,  données  par 
j.ayb ^c—-  jy^  gt  rjpff yb' ^c' __  ^  ggj.  yj-^g  courbe  que  nous 

désignerons  en  général  par  F.  Cette  intersection  appar- 
tient également  à  chacune  des  surfaces  S  définies  par 

(9)  ^«+/m'j/v4-«//3c+;K'=  mm'", 

OÙ  n  est  un  paramètre   variable.    Disposons  de  n   afin 
d'avoir 

<7  -1-  6  -h  c 


S(<7  -H  na'  )  =  o 


// 


La  surface  correspondante,  dont  l'équation  est  de  la 
forme 

(10)  iJ?«  "y''  "  =  m"  z""^''\ 

est  un  cône  A  centré  à  l'origine.  Un  tel  cône  est  déter- 
miné par  deux  points  (yX^^y^.  z^)^  {x^-,  JK27  ^2)  non  col- 
linéaires  avec  O;  car  de  (10)  on  déduit 

a"{lxi  —  Izi)  -h  b"{Iyi  —  Izf)  —  Im"  =  0         ( /  =  i ,  2 ), 


(  M9  ) 
et  de  ces  formules,   les  rapports  d  :  l>'  :  Inï'  qui  suffi- 
sent pour  déterminer  A. 

Celte  conclusion  subsiste  dans  le  cas  où   le  détermi- 
nant 

/.r,  —  /^i     lyx—  Izx 

Ixi — l  Zi     ly-2 — I  Zi 

est  nul.  Dans  ce  cas,  on  a  hri!'  ^^  o,  m"  =  i  et  a",  //'  sont 
encore  proportionnels  à  deux  nombres  donnés. 
Considérons  la  relation 

(il)  x^''^'^'^     yl)+nl>'  j^C+Hc'  ^:^    I\/[ 

OÙ  II  et  M  sont  donnés,  et  écrivons  l'équation  du  plan 
tangent  en  un  point  de  coordonnées  {x^y^  z)  à  la  sur- 
face correspondante 

D'où  l  énoncé  : 

Par  un  point  donné  (^,JK,  z)  de  V espace^  on  peut 
faire  passer  une  infinité  desurfacesde  la  famille  (  1 1  ), 
oii  n  et  iM  sont  des  paramètres  indéterminés  ;  tous 
les  plans  tangents  en  ce  point  à  ces  surfaces 
passent  par  une  même  droite. 

Les  deux  surfaces  x'^y^z^^^m  et  x^y^z'''=^m,  où 
nous  supposons  m  positif^  sont  symétriques  par  rap- 
port au  plan  bissecteur  passant  par  0>3,  dans  le  trièdre 
positif;  l'intersection  est  une  courbe  plane  située  dans 
ce  plan  et  ses  projections  sur  les  plans  zOx^  zOy  sont 
données  par  x^'^^z^^=^  w,  ym+b  ^c  ^  ,^^ 

L'intersection  dé|)end  donc  àe  a  -{-  b  et  de  m.  Donc  : 
Toutes  les  surfaces  S  de  paratnètre  m,  donnant  à 
a  -h  b  la  même  valeur,  passent  par  une  même  courbe 
plane. 

Cette  conclusion  se  généralise  aisément. 
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7.  Soient  A,,  A2,  A3  trois  points  de  l'espace  et 
(oT/,  )'i,  Z'i)  les  coordonnées  du  point  Ai(/=i,  2,  3). 
t*roposons-nous  de  faire  passer  une  surface  S  par  ces 
Irois  points.  Soit  x"^y^  z^  =  m  (a  -h  b  -\-  c  =  \)  l'équa- 
tion de  celte  surface,  où  a,  6,  /n  sont  inconnus.  On 
peut  encore  l'écrire 

a{lx  —  Iz)  -^  b{ly  —  /;;)  -^  l z  ■=  Im, 

et  en  remarquant  qu'elle  doit  èlre  vérifiée  par  les  coor- 
données des  points  A<,  Ao,  A3 

(i3)     a{lxi—lzi)-^b{lyi  —  lzi)  —  lin  =  —lzi      («  =  i,2,3), 

d'où 

(U) 
avec 


(iV) 


Si  les  quatre  déterminants  précédents  sont  diflerents 
de  zéro,  les  valeurs  de  «,  6,  Im  sont  bien  déterminées 
et  ces  quantités  définissent  entièrement  la  surface  S 
passant  par  A,,  Ao,  A3.  Si  A  =  o,  la  surface  S  corres- 
pondante est  un  cjlindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  l'axe  des  x^  et  dont  la  section  par  le  plan 
àes  yz  a  une  équation  de  la  forme  z  =  C)^;  un  raison- 
nement analogue  s'applique  au  cas  où  B  =  o.  Si  D  =:  o, 
la  surface  S  passant  par  A,,  A2,  A3  est  un  cône  A. 

Les  égalités  A  =:  B  =  o  ont  pour  conséquence 
G  :=  D  =  o.  Ce  cas  se  présente  quand  les  trois  points 
donnés  se  trouvent  sur  une  même  courbe  F.  Les  va- 
leurs de  a,  6,  bn  sont  alors  indéterminées.  D'où  le 
ihéorème  : 


a  — 

A 

D' 

h 

~  D 

■)              C 

G 

A  ^ 

1     - 

IZi 

lyi- 

-lz.i 

-•  K 

B  = 

\lxf 

-iZi 

— 

IZi 

-t  1, 

G  = 

\ljot 

-Izi 

lyt- 

-Iz.i 

-iz-i\. 

D  = 

1  Ixr 

-Iz-i 

lyi- 

-Izi 

-I  |. 
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Une  surface  S  est  complètement  déterminée  par 
trois  points  distincts  loiscjue  ceux-ci  ne  se  trouvent 
pas  sur  une  même  courbe  F. 

8.  De  réqualion  (9),  si  l'on  pose  successivement 
b  -\-  nb'  ^  o,  c  -\-  nc'=  o^  on  déduit  les  équations  de 
deux  projections  de  F.  Celles-ci  sont  de  la  forme 

z  —  Ccc^,        y  =  Da7"', 

où  C,  D,  ç^  (v  sont  des  conslantes.  Posons  ^  =  C,  A''', 
A  étant  un  paramètre  variable.  On  pourra  définir  toute 
courbe  F  par  trois  équations  paramétriques  telles  que 

les  Ci  et  ai  étant  des  constantes. 

Le  plan  osculateiir  en  un  point  (x,  y,  z)  d'une 
courbe  F  a  pour  équation 

S( X  —  x){dy  d^z  —  dz  d^y)  =  2:(X  —  .r)A'^^+"3-3Ki  =  o, 

les  K/  étant  des  constantes  appropriées.  Cette  relation 
peut  s'écrire 

2|k,c,  =  z,c,. 

L'examen  de  celte  équation  nous  conduit, à  l'énoncé 
suivant  : 

5"^' A,  B,  C  sont  les  segments  interceptés  sur  les 
axes  par  le  plan  osculateur  en  un  point  M  (a,  b^  c) 
d^ une  courbe  F,  on  a  les  relations 

^  _  p/  ^  _  r'  ^^  _  r' 

C',  ,C!,,  iJ.^  étant  indépendants  de  la  position  de  M 
sur  F. 
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Inversement,  considérons  un  plan 

(17)  M^-HNr  +  P5  =  r, 

dont  les  coefficienls  de  l'équalion  sont  des  fonctions 
inconnues  d'un  paramèUe  variable  t.  Supposons  qu'on 
ait  en  tout  point  (x,  y,  z)  de  i'arêle  de  rebroussement  d 
de  la  développable  décrite  par  ce  plan 

(18;  M^  =  A,,         NjK=A2,         Vz  =  k,, 

M,  N,  P  étant  les  coefficients  de  l'équation  du  plan 
passant  par  (^,  r,  ^)  et  A,,  A2,  A3  des  constantes.  11 
s'ensuit  que  les  plans  osculatenrs  de  d  jouissent  de  la 
même  propi'iété  que  ceux  des  courbes  I\ 

On  peut  alors  démontrer  que  d  est  nécessairement 
située  sur  une  surface  S.  En  efl'el^  d  est  donnée  par 
(17)  et 

([9)     M'.r  H- N>-i- P'z  =  o,         M".r -f- N"jK -+- P"2  =  o, 

en  désignant  par  IM',  ^F,  ...  les  dérivées  des  coeffi- 
cients par  rapport  à  t.  Eln  faisant  usage  des  relations(i8), 
on  peut  écrire  les  équations  (19) 

.     dr  ,     [  dx\^ 

SAi  —  =  o,  SA,     )    =0, 

X  \  ^  J 

dont  la  première,  intégrée,  donne 

(20)  I.iS.ilx—bn         ou         x^^y^-^z^i^^  m , 

m  étant  une  constante  arbitraire;  d esl  donc  bien  tracée 
sur  la  surface  S  définie  par  (20). 

On  a  aussi  cet  énoncé  qui  se  démontre  directe- 
ment : 

((  Si  l'on  applique  la  transformation  cruciale  à  une 
courbe  r  donnée  par  (16),  on  change  celle-ci  en  utie 
autre  courbe  du  même  genre  ne  différant  de  la  première 
qne  par  la  valeur  des  constantes  C,,  C2,  C3.  » 
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9.  r>'équation  des  surfaces  orlliogonales  aux  coinbesT 
définies  par  les  équalions  (16),  où  C,,  C^,  C3  sool  va- 
riables et  rt,,  rto,  «3  conslants,  satisfait  aux  rela- 
tions 

Portons  ces  valeurs  de/?  et  </  dans  la  formule 
dz  —  pdx  -\-  qdy  ; 

on    obtient    récjuation    Srt,  ^c/j;  =  o,   dont    l'inlëgrale 
définit  un  système  de  quadriques  centrées  à  l'origine. 

De  même,  si  a^,  «2,  «3  sont  variables  et  C,,  C2,  C3 
constants,  on  aura 

-fë)    ,^_  dû 


et 


^l(^^Jd.^yl^£)dy-^zl(^±^dz  =  o', 
cette  dernière  équation  a  pour  intégrale 


(21)  y:il  —  \x^=i.Ci — hcoiist. 

10.  La  forme  spéciale  des  équations  paramétriques 
des  courbes  V  permet  d'énoncer  certains  tbéorèmes 
assez  éléganls  relatifs  à  la  courbure  de  ces  lignes.  Si  0 
est  le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  de  la  courbe  F 
définie  par 


on  pourra  eciire 


|i:«Sai(«3-«î)2j»='-l' 
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L'examen  de  cette  équation  conduit  aux  énoncés 
suivants  : 

1°  Dans  toute  courbe  F,  les  points  possédant  le  même 
rajon  de  courbure  en  valeur  absolue  sont  situés  aux 
intersections  de  cette  courbe  avec  une  surface  du 
sixième  ordre  passant  par  Forigine. 

2"  Celte  surface  est  la  même  pour  toutes  les  courbes  F 
ne  différant  entre  elles  que  par  les  valeurs  de  G<,  Co, 
C3,  à  condition  de  définir  a  priori  la  valeur  attri- 
buée à  p. 

3^  Si  l'on  considère  toutes  les  courbes  F  passant  par 
un  point  donné,  il  en  exisie  une  infinité  possédant  en 
ce  point  le  même  rayon  de  courbure  en  valeur  absolue. 
Toute  surface  S  passant  par  le  point  donné,  contient 
au  plus  six  de  ces  courbes. 

On  a  aussi  ce  théorème  qui  se  démontre  facilement  : 

{(  Dans  toute  surface  S,  l'ensemble  des  points  où  la 
surface  a  la  même  courbure  se  trouve  à  l'intersection 
de  S  avec  une  surface  du  buitième  ordre.  Cette  dernière 
est  la  même  pour  toutes  les  surlaces  S  ne  différant  l'une 
de  l'autre  que  par  la  valeur  de  m,  -» 

11.  Toute  courbe  F  est  définie  complètement  par  deux 
points  réels  et  distincts.  Si  F  a  deux  points  communs 
avec  une  surface  S,  elle  est  entièrement  contenue 
dans  S;  car.  par  ces  deux  points,  on  peut  faire  passer 
une  surlace  S,,  qui  coupera  S  suivant  une  courbe  F'; 
F'   passant  par  les    deux  points  en  question,   on  aura 

i=r'. 

Recherchons  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'une  courbe  F  donnée  par  (22)  soit  contenue 
dans  la  surface  a^'^y^  z^=  m.  On  a  évidemment 

G'I  Gj  G'^  =  //?,         aai  -h  Oa^-i-  ca^  —  o. 


(  255  ) 
Considéfons  mainlenant  les  expressions  suivantes: 

(24)     X  =  C,>/'.;ji^^i,         y  =  C{h"i\jJ'^-,  z  =  C:il"^ix''\ 

OÙ  A,  a  sont  des  paramètres  variables  et  les  «/,  />,,  Ci  des 
constantes.  Ces  relations  définissent  une  surface  S; 
c'est  ce  qu'on  vérifie  en  partant  de  Téquation  du  plan 
langent,  mise  sous  la  forme 

2(X  -  ^)  <'(■>'' ^'-.- 


d  (  u ,  V  ) 


Cette  surface  coïncidera  avec  la  surfaire  x^'y^z^  =  tn, 
si  Ton  a  les  relations 

C'{ClC^^=^  m,       aai-\- ba-i-h  ca:i^=  o,       ab^^  bb-,-^  cbi^=  o. 

Donc,  en  astreignant  les  ai  et  bi  à  satisfaire  aux  rela- 
tions précédentes,  on  obtient  les  équations  paramé- 
triques de  la  surface  S.  Celle-ci  est  rapportée  aux  coor- 
donées  Â,  ;/. 

12.  On  peut  encore  arriver  à  ce  résullal  eu  appli- 
quant, après  les  avoir  transformées,  certaines  considé- 
rations dues  à  Lie  et  à  Klein.  Considérons,  en  effet,  les 
relations 

x  =  x^  X«  1  [^/^ ,         j  =  j„  X '^ .  [xi'^ ,         z  =  Zq  hi .  n'^^ , 

où  )v,  ti.  sont  des  paramètres  variables  et  Xq^^q,  Zq  ainsi 
que  les  «f  et  6/,  des  constantes.  Clierclions  la  surface 
décrite  par  le  point  x^  y^  z  loiscjue  ).  et  'jl  varienl.  On  a 
d'aljord 

Si  l'on  suppose  que  K  et  a  diffèrent  peu  de  l'unilé, 
c'esl-à-dire  que  x — Xo  =  dx  soit  une  petite  quantité 
du  premier  ordre,  il  viendra,  en  négligeant  les  quantités 
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d'ordre  supérieur  et  en  posant  cfk  =^  \ 

jt,-  =  ^y(i  H-  a,  <rA)  (i  -f-  hi  dix), 

d'où 

dx  =  crf^{ai  dl  ^  b^  d\x), 


\ ,  du,=: 


et,  en  éliminant  dX  et  <:/[/., 

dx 

{'i5)  —     -ai 


h, 


ce  qiii  est  l'équation  dilïerentielle  d'une  surface  S. 

13.  En  un  point  M  ()^,  [jl)  d'une  telle  surface,  l'angle 
des  lignes  coordonnées  est  donné  par 

F  2C  a  1  è  1  .r2 


(26) 


y/EG         /s  «f  ^2x^2  ^2 


On  déduit  de  cette  équation  que  le  lieu  des  points 
pour  lesquels  cos  a  est  le  même  en  module  est  donné 
par  l'intersection  de  la  surface  x^y^z^^=m  avec  une 
surface  du  quatrième  ordre.  Celle-ci  est  la  même  pour 
toutes  les  surfaces  S  ne  différant  l'une  de  l'autre  que 
par  la  valeur  attribuée  à  m.  On  voit  aussi  que  si  les  trois 
produits  ai6/(i^  i,  2,  3)  sont  de  même  signe,  il  n'exis- 
tera aucun  point  pour  lequel  les  lignes  coordonnées 
sont  orthogonales.  Dans  le  cas  contraire,  ces  points 
seront  situés  sur  une  courbe  gauche,  intersection  de  la 
surface  S  et  d'un  cône  du  second  ordre. 

Nos  lignes  coordonnées  seront  conjuguées  si  la  rela- 
tion bien  connue 

à'^-x       dy      dz 
â\  dyi.      du.      d\ 

est  vérifiée.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,   il  suffira  de 
disposer  des  ai  et  ùi  pour  satisfaire  à  l'égalité 


I  «1^1     «1     ^^1  I  =  o- 


[L*2c] 
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SUR  LES  COURBES  AIT0POL4IRES; 

Par  m.  René  BÉRARD. 


Dans  le  numéro  de  décembre  191 3,  M.  Mjller  a 
établi  par  le  calcul  certaines  propriétés  des  courbes 
autopolaires  ;  je  vais  reprendre  la  question  au  point  de 
vue  géométrique. 

1.  Soient  (S)  une  couiqiie  donnée  et  (ï)  une  co- 
nique autopolaire  par  rapport  à  (S)  ;  il  est  d'abord  évi- 
dent que  les  deux  coniques  doivent  être  bitangentes. 
Soient  A  et  B  les  contacts,  C  le  pôle  de  AB,  M  un 
point  quelconque  de  (S)  et  P  le  pôle  delà  sécante  GiMN. 

Considérons  le  faisceau  des  coniques  bitangentes 
à  (S)  en  A  et  B;  les  polaires  d'un  point  quelconque 
par  rapport  à  ces  coniques  passent  par  un  point  fixe 
de  AB.  Pour  le  point  M,  ces  polaires  passeront  par  le 
point  P  ;  si  donc  (S)  est  autopolaire  })ar  rapport  à  (S), 
la  polaire  de  M  relative  à  (S)  devant  être  tangente  à  (S) 
et  passer  par  P  sera  la  droite  PN. 

Considérons  maintenant  dans  le  faisceau  les  quatre 
coniques  suivantes  :  (S),  (S)  la  conique  formée  des 
droites  CA,  CB  et  la  conique  formée  par  la  droite 
double  AB  ;  leur  rapport  anbarnionique  est  égal  à  celui 
des  polaires  du  point  M,  les  droites  PN,  PM,  PC,  PA. 
Or,  ces  (juatres  droites  forment  un  faisceau  harmo- 
nique ;  donc  le  rapport  anliarnionique  des  quatre 
coniques  considérées  est  égal  à  —  1  et  réciproque- 
ment^ si  ce  rapport  anharmonique  est  égal  à  —  i, 

Ann.  de  Matliénial.,  4'  série,  t.  XIV.  (Juin  igi^-)  '7 
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(S)  est  une  conique  autopolaire ^  car  la  polaire  de  M 
par  rapport  à  (S)  sera  la  droite  PN. 

Ceci  nous  montre  que,  si  la  conique  (S)  est  auto- 
polaire  par  rapport  à  (S),  réciproquement  (S)  est 
autopolaire  par  rapport  à  (S). 

Il  en  résulte  aussi  un  moyen  commode  d'écrire 
l'équation  de  la  conique  (S). 

Soient  f  (x,r)  =  o  l'équation  de  (S)  et  ^o?  JKo  les 
coordonnées  du  point  G  ;  l'équation  générale  des  co- 
niques bitangentesà  (S)  en  A  et  B  est 

Les  valeurs   de  ^   correspondant  aux  coniques  (S), 

(AB,  AB),  (CA,  GB)sont 


G,       ce        — 


4/(^o,7o)' 
en  écrivant  que  le  rapport  anharmonique 

on  obtient 

A  =  —  — — > 

et  l'équation  de  (2)  est 

{■1)       ■^J{x,y)f{oc^.y^)  -  {^A;-^y/y,-^fiY  =  o. 

2.  Soit  (o  le  centre  de  courbure  au  point  A  d'une 
conique  du  faisceau  (i);  on  voit  de  suite  (|u'il  existe, 
en  ce  point,  une  relation  homograpliique  entre  À  et  y" 
et  par  suite  entre  ).  et  le  rayon  de  courbure  Aw.  Le 
rapport  anharmonique  de  quatre  coniques  du  faisceau 
est  donc  égal  à  celui  de  leurs  rayons  de  courbure  au 
point  A;  or,  pour  la  conique  (CA,  CB),  ce  rayon  de 
courbure  est  infini  et  pour  la  droite   double  AB  il  est 
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nul.  Donc  les  rayons  de  courbure  au  point  A  de  la 
conique  (S)  et  de  la  conique  autopolaire  (S)  sont 
égaux  et  opposés. 

3.  Soit  D  le  point  de  rencontre  de  AB  et  MN  ;  C  et  D 
sont  conjugués    par    rapport    à  (S),    et  il    en   est    de 


même  pour  les  points  M  et  IN  ;  en  outre  C  et  D  divi- 
sent harmoniquement  MN. 

Par  suite,  étant  donnés  deux  points  M  et  N  conju- 
gués par  rapport  à  (S)_,  on  pourra  construire  les  points 
C  et  D  qui  sont  points  homologues  dans  deux  involu- 
tions  connues  ;  en  les  joignant  au  pôle  P  d^  MN,  on 
aura  les  deux  sécantes  PAB  et  POR.  11  existe  une  co- 
nique et  une  seule  bilangente  à  (S)  en  A  et  B  et  autopo- 
laire par  rapport  à  (S)  ;  elle  coupe  CD  en  deux  points 
conjugués  par  rapport  à  (S)  et  conjugués  harmoni- 
ques par  rapj)ort  à  C,  D  ;  ce  sont  donc  les  points  M 
et  N.  De  même,  il  existe  une  seconde  conique  passant 
par  M  et  N,  hitangenle  à  (S)  en  (>  et  R  cl  aulopolaire. 

K'xnsï^  pai'  deux  points  cotij  ligués  par  lapport  n(S)^ 
on  peut  faire  passer  deux  coniques  autopolaires 
par  rapport  à  (S)  et  bitangentrs  en  ces  deux  points. 
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4.  Soient  M'  le  point  de  rencontre  de  QA.  et  RB, 
N'  le  point  de  rencontre  de  QB  et  RA  ;  ces  deux  points 
sont  situés  sur  la  polaire  de  P  par  rapport  à  (S).  Ils 
sont  conjugués  par  rapport  à  cette  conique  et  divisent 
liarmoniquement  CD  ;  par  suite^  M'  et  N'  coïncident 
avec  M  et  N.  La  conique  autopolaire  (S)  peut  donc 
être  engendrée  de  la  façon  suivante  : 

Une  sécante  pivote  autour  dUin  point  C  pôle  de 
AB  et  coupe  (S)  aux  points  Q  ei  R;  le  lieu  du  point 
de  rencontre  de  QA  et  RB  est  une  conique  autopo- 
laire par  rapport  à  (S). 

Nous  avons  vu  que,  par  deux  points  M  et  N  conju- 
gués par  rapport  à  (S),  on  peut  faire  passer  deux  co- 
niques autopolaires  (S)  et  (I')  bitangen les  entre  elles  en 
M  et  N  et  bitangentes  à  (S),  l'une  en  A  et  B,  l'autre  en 
Q  et  R.  Si  l'on  voulait  construire  la  conique  autopo- 
laire à  {Yi')  et  tangente  à  celle-ci  en  M  et  N,  le  mode  de 
génération  que  l'on  vient  d'indiquer,  montre  qu'elle 
passerait  par  les  points  A  et  B;  c'est  donc  la  co- 
nique (S). 

Ainsi,  chacune  des  coniques  (S),  (S),  (i")  est  auto- 
polaire par  rapport  à  chacune  des  deux  autres. 

5.  Faisons  décrire  au  point  G  une  courbe  quel- 
conque (y)  ;  on  sait  que  l'enveloppe  de  la  conique  (S)  est 
une  cotirbe  (C)  aulopolaire  par  rapport  à  (S)  [oulre  la 
conique  (S)  elle-même].  Soient  M  et  N  les  points  de 
contact  de  (S)  avec  l'enveloppe  (C)  ;  la  polaire  de  M 
par  rapporta  (S)  est  tangente  à  (2)  au  point  IN,  de 
sorte  que  la  droite  MN  passe  par  le  point  C. 

Soit  P  le  pôle  de  MN;  je  vais  montrer  que  PC  est  la 
tangente  en  C  à  la  courbe  (y). 

En  effet,  soient  G,  un  autre  point  de  (y),  (S,)  la  co- 
nique autopolaiie  correspondante  tangente  à  (S)  en  A, 
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et  B,.  Deux  des  sécantes  communes  à  (S)  et  (S,)  passenl 
par  le  point  de  rencontre  D,  de  AB  et  A|B,  et  sont 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  ces  deux  droites  ; 
lorsque  C|  tend  vers  C^  l'une  de  ces  sécantes  a  pour 
limite  la  droite  AB  et  l'autre  la  droite  jNIN. 

Le  point  de  rencontre  D  de  MN  et  AB  est  donc  la 
position  limite  du  point  D,  ;  or^,  D,  est  le  pôle  de  GC, 
par  rapport  à  (S).  Donc  D  est  le  pôle  de  la  tangente 
en  (C)  à  la  courbe  (y)  ;  cette  tangente  est  donc  la 
droite  PC. 

De  là  résulte  la  construction  des  points  M  et  N  qui 
a  été  indicjuée  par  M.  Myller. 

On  peut  aussi  construire  ces  points  comme  il  suit  : 

On  mène  la  tangente  en  G  à  (y)  qui  rencontre  AB 
au  point  P  ;  on  construit  la  polaire  GD  de  P  par  rapport 
à  (S).  Les  points  de  contact  de  (^)  avec  son  enve- 
lope  (G)  sont  les  points  M  et  N  qui  divisent  harmoni- 
quement  GD  et  sont  conjugués  par  rapport  à  (S). 

Ainsi  prenons  pour  la  courbe  (y)  une  conique  auto- 
polaire, soit  (2).  A  un  point  M  de  cette  conique  corres- 
pond une  conique  autopolaire  (R)  et  ce  qui  précède 
montre  que  cette  conique  doit  passer  par  les  points  G 
et  D.  L'enveloppe  de  (K)  se  compose  de  (S),  du  point  G 
et  de  la  droite  AB  ^  toutes  les  coniques  (K)  passent 
donc  par  un  point  fixe  G  lorsque  M  décrit  (ï).  Geci 
est  d'ailleursévident  si  l'on  remarque  que  l'équation  (:>.) 
ne  change  pas  si  Ton  permute  x  et  x^,  y  et  )'o. 

Si  donc  ou  veut  construire  une  conique  autopolaire  (ï) 
passant  par  deux  points  donnés  M  et  M|,  on  cons- 
truira les  coniques  autopolaires  (K)et  (K,).  Le  point  G 
sera  «m  |)oint  d'intersection  de  ces  coniques;  il  y  a 
donc  en  général  (piatre  solutions. 

Appelons  a  le  point  de  rencontre  de  AB  avec  MM,  ; 
ce  pointa  même  polaire  j)ar  rapport  à  (S)et(ï).  Donc, 
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en  appelant  [i  le  point  de  rencoûlre  de  cette  polaire 
avec  MM<^  on  voit  que  les  points  a  et  [i>  sont  déter- 
minés puisqu'ils  sont  conjugués  par  rapport  à  (S)  et 
divisent  liarnioniquement  MM,. 

Le  point  G  est  assujetti  à  se  trouver  sur  l'une  des 
droites  A,  A'  polaires  de  a,  [^  par  rapport  à  (S)  ;  on 
cherchera  donc  les  points  d'intersection  de  ces.  droites 
avec  l'une  des  coniques  (K),  (Ki). 

Comme  la  conique  (K)  est  engendrée  par  le  point 
de  rencontre  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux 
homographiques  ayant  pour  sommets  les  contacts  des 
tangentes  à  (S)  issues  du  point  M,  on  pourra  construire 
le  point  G  à  l'aide  de  consiruclions  connues  faites  avec 
la  règle  elle  compas. 

Lorsque  M  et  M,  sont  conjugués  par  rapport  à  (S), 
les  deux  coniques  (K)  et  (Ki)  sont  bitangentes,  la 
droite  joignant  les  contacts  étant  la  droite  MM,. 


CËRTfF(€4TS  DE  MÉCANIQUE  R4TI0MELLE. 


Montpellier. 


Épreuve  théoriqie.  —  Deux  points  pesants,  ayant 
chacun  une  masse  égale  à  l'unité^  sont  reliés  par  un  fd 
élastique  de  masse  négligeable. 

Lorsque  le  fil  n'est  pas  tendu,  sa  longueur  naturelle 
est  a:  s'il  est  tendu,  de  manière  à  prendre  la  lon- 
gueur l  {l  y^  a)  sa  tension  est  égale  à  ~  (  l  —  a). 

On  place  le  fil  verticalement,  et  on  le  tend  de  manière 
à  lui  donner  la  longueur  'ia\  puis,  le  point  placé  le  plus 
haut  étant  maintenu  fixe,  on  imprime  à  Vautre  point  une 
vitesse  liorizontale  to,  et  Von  abandonne  le  système  aux 
forces  qui  le  sollicitent. 

Étudier  le  mouvement  que  prend  le  système. 
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Nota.  —  S'il  arrive  que  le  fil  reprenne  la  longueur  a,  // 
sera  inutile  de  poursuivre  l'étude  du  mouvement. 

Éprelve  pratique.  —  Une  manivelle  OA,  de  longueur  r, 
tourne  autour  du  point  O  avec  la  vitesse  angulaire  to. 
Elle    est    articulée    en    A    avec    une    bielle    AH    de    lon- 


gueur 1(1^  r).  dont  l'extrémité  B  glisse  sans  frottement 
sur  une  droite  fixe  0  x. 

i"  Calculer  la  vitesse  du  point  B.  lorsque  la  manivelle 
fait  l'angle  a  avec  Ox. 

2"  On  suppose  que  la  manivelle  ait  une  longueur 
de  [*^'".  et  fasse  looo  tours  à  la  minute,  et  l'on  demande 
de  calculer  la  longueur  de  la  bielle  ainsi  que  la  valeur 
de  la  vitesse  maximum  du  point  B  sur  Ox,  sachant  que 
cette  vitesse  maximum  est  atteinte  pour  un  angle  a  dont 
la  tangente  a  pour  valeur  ->..  (Juin  1912.) 


Nancy. 

Épreuve  théorique.  —  Une  barre  rigide  homogène  AB  de 
longueur  -il  et  de  niasse  M  est  mobile  dans  un  plan  hori- 
zontal -;  l'une  de  ses  extrémités  A  ne  peut  quitter  une 
droite  donnée  (d)  de  ce  plan  t.. 

A  l'instant  initial,  la  barre  Ao  Bo  est  inclinée  de  3o" 
sur  (d)  et  elle  est  au  repos.  On  lui  imprime  une  percus- 
sion Bo  Po  appliquée  en  Bo,  située  dans  le  plan  7:  et  normale 
à  la  barre  \„Bo  dans  le  sens  qui  tend  à  augmenter  l'angle 
aigu  de  AoB,,  avec  (d). 
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On  demande  l'état  initial  des  vitesses  et  la  percussion 
de  réaction  en  Aq. 

L'extrémité  B  de  la  barre  AB  est^  à  chaque  instant  t, 
attirée  par  la  droite  {d)\  la  force  d'attraction  BF  est,  à 
chaque  instant,  perpendiculaire  à  (d);  on  désignera 
par  MK2  l'intensité  de  cette  force  à  l'unité  de  distance 
de  (d);  l'intensité  de  BF  est,  à  chaque  instant,  inversement 
proportionnelle  au  carré  de  la  distance  de  B  à  ( d)  à  cet 
instant. 

On  suppose  que  l'intensité  P,,  de  la  percussion  BqPo  est 
donnée  par 


Po 


>MK      /|3 

7     V    l 


On   demande   quel   sera   le   mouvement  de   la.  barre  et 
quelle  sera  la  réaction  de  {d)  sur  la  barre  en  A? 
Les  frottements  sont  supposés  nuls. 

(Juin  1911.  ) 

Epreuve  théorique.  —  Une  sphère  homogène  pesante 
de  5*="'  de  rayon  et  de  masse  égale  à  \^'^  repose  sur  un  plan 
horizontal  rugueux;  elle  est  mise  en  mouvement  par  un 
choc  appliqué  en  un  de  ses  points  B  dans  une  direction  DB 
dont  le  prolongement  rencontre  le  plan  horizontal  sous  un 
angle  de  3o".  Le  plan  vertical  t..  mené  par  la  droite  DB,  est 
à  une  distance  OOi  du  centre  de  la  sphère  égale  à  •;>'•",  5  ; 
la  distance  du  point  0\  à  la  droite  DB  est  aussi  égale 
à  i'"\  >. 

On  prendra  pour  plan  des  xz  un  plan  vertical  paral- 
lèle à  DB,  pour  axe  des  x  une  horizontale  de  ce  plan, 
pour  axe  des  z,  une  verticale  de  ce  plan;  Vaxe  des  y  est 
perpendiculaire  au  plan  des  xz. 

On  suppose  que  les  intensités  ¥x,  Fy  des  composantes  de 
la  percussion  du  frottement  suivant  les  axes  des  x  et  des  y 
sont  liées  à  V intensité  w  de  la  percussion  résultant  du 
choc  par  les  relations 

On  demande  : 

i"  D'exprimer  les  composantes  z/o,  «'o,  t^'o  ^^<i  ^«  vitesse 
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initiale  de  O  et  les  composantes  />o,  5^01  ''0  ^^  ^''^  vitesse 
angulaire  initiale  de  la  sphère  autour  de  0  au  moyen 
de  m  et  de  l'intensité  de  la  percussion  de  réaction; 

2"  D'évaluer  la  vitesse  initiale  du  point  de  contact  de  la 
sphère  et  du  plan: 

3"  D'étudier  le  mouvement  de  la  sphère  sur  le  plan 
rugueux.  (Octobre  1911.) 

Paris. 

KpRKuvE  THÉORIQUE.  —  Sur  un  plan  horizontal  fixe  xOy 
peut  glisser  sans  frottement  un  tube  rigide  rectiligne  OA, 
de  section  infiniment  petite,  en  tournant  autour  de  son 
extrémité  O  qui  est  fixe;  dans  l'intérieur  du  tube,  peut 
glisser  sans  frottement,  un  point  matériel  m,  de  même 
masse  m  que  le  tube  attaché  au  point  O  par  un  fil  élas- 
tique Om,  do7it  on  néglige  la  masse;  la  tension  de  ce  fil 


est  proportionnelle  à  son  allongement,  de  telle  sorte 
quen  appelant  a  la  longueur  naturelle  du  fil  et  r,  sa 
longueur  Om  quand  il  est  allongé,  la  valeur  absolue  de 
sa  tension  soit 

ml{r  —  a)         où         r^a, 

X  désignant  une  constante  positive. 

Trouver  le  mouvement  de  ce  système,  placé  dans  des 
conditions  initiales  quelconques,  telles  cjue  la  valeur 
initiale  /o  de  r  soit  supérieure  à  a. 

\otations.  —  On  appellera  niK-  le  moment  d'inertie  du 

tube  par  rapport  au  point    O,    0   l'angle  polaire   xOm, 

..,,,■•      ^ir       d% 
/„  et  Gq  les  valeurs  initiales  des  dcrivees  -j-  et  —  • 
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Cas  particulier.  —  Dans  r hypothèse  /-q  =  o,  on  cherchera 
si,  à  partir  de  l'instant  initial,  r  augmente  ou  diminue; 
on  déterminera,  dans  cette  même  hypothèse,  la  valeur  qu'il 
faut  donner  à  6'^  pour  que  r  reste  constamment  égala  r^. 

Epreuve  pratique.  —  Il  tant  donnés  deux  axes  rectan- 
gulaires Jixes  Ox  et  Oy^  Ox  étant  vertical  descendant, 
on   considère   deux  points   matériels  pesants   A    et   B,   de 


masses  a  et  0^  glissant  sans  frottement,  l'un  sur  Ox, 
l'autre  sur  Oy,  et  reliés  l'un  à  l'autre  par  une  ligne 
rectiligne  AB  sans  masse,  de  longueur  l. 

i"  En  appelant  6  l'angle  OAB  de  BA  ai>ec  Ox,  déter- 
miner la  valeur  de  0  pour  laquelle  le  système  est  en- 
équilibre  stable. 

2"  Le  système  étant  écarté  de  cette  position  et  abandonné 
à  lui-même  sans  vitesses,  écrire  l'intégrale  des  forces 
vives. 

3°  Calculer  la  durée  T  des  oscillations  infiniment 
petites  {aller  et  retour)  du  système,  autour  de  la  position 
d'équilibre. 

f\°  Calculer  T  en  secondes  avec  les  données  numériques 
suivantes  : 

/=  i"\ 

a  =  8S 

b  =  7,5. 


On  prendra   dans   le   système   C.G.S.,  pour  valeur  de 
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V accciération  due  à  la  pesanteur 

g  =  980. 


(Juillet   U)\'A.) 


Épreuve  théorique.  —  Deux  barres  rectilignes,  infini- 
ment minces,  homogènes  et  pesantes^  AG  et  BG,  de  même 
longueur  il  et   de  même   masse   m.   sont   articulées  sans 


frottement  à  leur  extrémité  commune  G.  tandis  que  leurs 
autres  extrémités  K  et  ^  peuvent  glisser  sans  frottement 
sur  un  axe  vertical  Oz. 

Trouver  le  mouvement  du  système  des  deux  barres, 
supposé  placé  dans  des  conditions  initiales  quelcot^ques 
compatibles  avec  les  liaisons. 

Notations.  —  Le  triangle  AB(;  reste  isoscèle  :  VG  =  BG. 
En  menant  la  hauteur  CD,  on  appellera  u.  le  segment 
variable  OD;  cp,  les  deux  angles  égaux  DGA,  DGB; 
6,  l'angle  irOE  que  fait  le  plan  du  triangle  ABC  avec  le 
plan  xO z.  {Dans  la  figure,  E  est  la  projection  du  point  G 
sur  le  plan  horizontal  rOy.)  On  pourra  supposer  (/u'à 
r instant  initial  t  =  0,  on  a 


Oo 


et 


du 
dt 


do 
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Epreuve  pratique.  —  Un  solide  homogène  de  masse  IM 
a  la  forme  d'an  cylindre  de  révolution  de  hauteur  GG'=  h 
et  de  rayon  de  base  R,  surmonté  à  ses  deux  bases  de  deux 
hémisphères  ayant  ces  bases  pour  grands  cercles. 


^''  o 


i"  Déterminer  l'ellipsoïde  d'inertie  de  ce  solide  relatif 
à  son  centre  O. 

2"  Calculer  le  moment  d'inertie  I  de  ce  solide  par 
rapport  à  un  axe  AB  passant  par  O  et  rencontrant  les 
deux  circonférences  de  base  du  cylindre. 

3°  Calcul  numérique  en  unités  G.  G.  S.  —  En  suppo- 
sant M  =  Toos,  h  =  lo"'",  R  =  5*^"',  oîi  fait  tourner  le  solide 
autour  de  l'axe  AB  supposé  fixe  avec  une  vitesse  angulaire 
de   3  tours  à  la  minute.    Calculer,   en  unités  C.G.S.,   la 

force  vive  ^^^mv~  du  solide.  (Octobre  i9i'>-) 


Poitiers. 

Epreuve  théorique.  —  f.  Un  certain  nombre  de  barres 
homogènes  minces  identiques  sont  articulées  sans  frotte- 
ment en  leur  extrémité  commune  A  qui  glisse  sans  frotte- 
ment sur  une  verticale  fixe  V. 

1°  Chercher  si  l'ensemble  de  ces  barres  peut  être  en 
équilibre  quand  les  barres  font  entre  elles  des  angles 
successifs  égaux  et  reposent  tangentiellement  sur  une 
sphère  polie  fixe  S  dont  le  centre  est  sur  V. 

•2"  Calculer  la  période  des  petites  oscillations  du  système 
près  d'une  position  d'équilibre  stable,  chaque  barre 
restant  dans  un  plan  diamétral  vertical  fixe.,  les  plans 
diamétraux  qui  correspondent  aux  diverses  barres  faisant 
encore  des  angles  égaux  entre  eux. 

On  appellera  l  la  longueur  commune  des  barres^  0  le 
demi-angle  au  sommet  du  cône  de  révolution  sur  lequel 


(  ^69) 

se  trouvent  les  barres^  a  la  valeur  de  0  dans  la  position 
d'équilibre,  R  le  rayon  de  la  sphère  S. 

H.  Trois  billes  P,  O,  R,  très  petites,  de  poids  />,  (j,  r,  sont 
reliées  par  un  fil  léger  flexible  et  inextensible  qui  glisse 
ainsi  que  les  billes  dans  un  tube  poli  de  très  petite  section. 

Ce  tube,  fixé  dans  un  plan  vertical,  a  la  forme  d'un 
triangle  ABC.  A  l'instant  initial,  P  est  dans  BG,  Q  dans  G  A, 
R  dans  AB.  Étudier  le  mouvement  du  fil  depuis  Vinstant 
initial  jusqu'au  moment  où,  pour  la  première  fois,  l'une 
des  billes  passe  en  l'un  des  sommets  du  triangle. 

On  appellera  a,  ^,  y  les  angles  que  font  avec  la  verticale 
ascendante  les  côtés  du  triangle  orientés  dans  les  sens 
respectifs  BG,  G  A,  AB. 

ÉpREUvrî  PRATIQUE.  —  Un  soUdc  S  homogène  a  la  forme 
d'un  secteur  sphérique  dont  la  méridienne  est  formée  par 
un  arc  de  cercle  ABC  et  par  deux  rayons  OA,  OB  faisant 
entre  eux  un  angle  droit.  Ce  solide  est  mobile  sans  frotte- 
ment autour  de  son  axe  OCplacé  verticalement,  le  sommet  O 
en  haut.  A  l'instant  initial,  il  tourne  avec  une  vitesse 
de  400  tours  par  minute. 

Un  anneau  circulaire  mince  homogène  de  poids  égal 
au  huitième  de  celui  du  solide  S,  de  rayon  r  égal  aux 
deux  tiers  rfe  R  =  OA  et  dont  Vaxe  coïncide  avec  OG  est 
abandonné  sans  vitesse  à  une  hauteur  assez  petite 
au-dessus  de  S. 

Au  bout  de  peu  de  temps  Vanneau  participera  au  mou- 
vement de  rotation  de  S  autour  de  OG.  Calculer  à  ce 
moment  la  nouvelle  vitesse  de  S. 

(Juillet  igri.) 

Epreuve  théorique.  —  i"  Une  barre  homogène  mince 
polie  AB  repose  sur  un  plan  horizontal.  On  applique  une 
percussion  horizontale  P  perpendiculaire  à  AB  en  un 
point  M  de  la  barre.  Celle-ci  se  met  en  mouvement. 

On  demande  de  déterminer  la  position  initiale  de  son 
centre  instantané  de  rotation  C  Peut-on  choisir  M  de  sorte 
que  Cj  soit  en  A  ? 

{On  appellera  -x  l  la  longueur  de  la  barre,  a  -\'  l  la  dis- 
tance AM.) 


(  27<^  ) 

■1°  Un  bloc  lioinogène  rugueux  ayant  la  forme  cVun 
cylindre  droit  est  placé  dans  une  cavité  ayant  la  forme 
d'un  cylindre  droit  dont  le  rayon  R  est  plus  grand  que 
le  diamètre  ir  du  bloc  et  dont  Vaxe  est  horizontal.  A 
Vinstant  initial,  les  deux  cylindres  se  touchent  le  long 
d'une  génératrice  commune  plus  basse  que  l'axe  de  la 
cavité  et  sont  abandonnés  sans  vitesse  initiale. 

On  formera  les  équations  du  mouvement  dans  l'hypo- 
thèse où  il  se  produit  un  roulement  sans  glissement  et  Von 
montrera  que  Vaxe  du  bloc  est  animé  d'^un  mouvement 
pendulaire. 

On  calculera  V angle  de  réaction  totale  et  de  la  réaction 
normale  et  on  le  comparera  avec  l'angle  de  frottement. 
On  en  conclura  que  le  mouvement  ne  peut  avoir  lieu  sans 
glissement  dans  des  conditions  initiales  données  que  si  le 
coejficient  de  frottement  est  suffisamment  grand. 

Épreuve  pratique.  —  Déterminer  la  position  du  centre 
de  pression  d'une  lame  mince  immergée  dans  Veau  et 
ayant  la  forme  d' un  secteur  circulaire.  On  suppose  que 
les  deux  rayons  limites  de  ce  secteur  font  un  angle  de  09'* 
et  que  le  sommet.,  O,  de  cet  angle  affleure  au  niveau  de 
l'eau.  Les  rayons  ont  pour  longueur  1^'",  et  leur  bissec- 
trice fait  un  angle  de  46"  avec  l'horizontale  Ox  du  plan 
du  secteur. 

La  position  du  centre  de  pression  sera  déterminée  par 
ses  coordonnées  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  Ox, 
Oy  du  plan  de  la  lame. 

(Novembre  rgi^.) 

l'>PREUVE  THÉORIQUE.  —  Deux  barres  minces  homogènes 
de  même  masse  m  sont  articulées  sans  frottement  en  A. 
V extrémité  O  de  Vune  est  fixe  ;  Vextrémité  B  de  Vautre 
peut  glisser  sur  une  horizontale  fixe  Ox  issue  de  O. 

\"  Trouver  les  positions  d'équilibre  du  système.  On  appel- 
lera i  a  la  longueur  commune  des  barres  et  f  le  coeffi- 
cient de  frottement  de  AB  sur  Ox. 

Etudier  le  mouvement  du  système  quand  on  néglige  le 
frottement  en  B,  ensupposant  qu'à  V instant  initial  0B  =  4  a 
et  que  le  système  est  du  repos.  On  ne  s' occupera  que  de  la 
période  où  B  reste  du  même  côté  de  O. 


(  2->  ) 

3"  Dans  les  hypothèses  précédentes  calculer  la  vitesse 
angulaire  niaximani  de  OA.  Comparer  la  valeur  de  la 
vitesse  angulaire  de  OA  quand  OA  est  verticale  avec  la 
vitesse  qu'elle  aurait  dans  la  même  position^  si  à  l'instant 
initial  on  avait  supprimé  AB,  OA  tournant  seul  sans 
vitesse  initiale  à  partir  de  la  position  horizontale. 


j^  Pendant  le  mouvement  étudié  dans  {-i").,  on  a  à  un 
certain  instant  une  percussion  P  parallèle  à  OB  et  de 
même  sens  en  un  point  déterminé  T  de  OA  (0T  =  6). 
Déterminer  la  variation  de  vitesse  angulaire  de  OA  pro- 
duite par  la  percussion  P. 

')"  Dans  les  mêmes  conditions,  calculer  la  percussion  de 
liaison  en  B  provoquée  par  la  percussion  P. 

KpREuvE  PRATIQUE.  —  Une  lame  mince  pesant  ^o^^  a  la 
forme  d'un  carré  de  i'"  de  côté.  Elle  attire.,  suivant  la  loi 


de  Neivton,  une  petite  particule  P  de  k  qui,  placée  comme 
dans  la  figure,  est  à  1 1"'"  de  AB  et  à  [W"^  de  AD. 

On  demande  de  calculer  r attraction  totale   de  la  lame 


(  27?-  ) 

sur  P  en  milligrammes-poids .  On  pourra  retrouver  approxi- 
mativement le  coefficient  d^ attraction  en  tenant  compte 
de  ce  que  V intensité  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la 
terre  est^  dans  le  système  G.  G.  S,,  ^-^  =  981  et  que  la  densité 
moyenne  de  la  terre  est  5. 

(Juin  19^.) 

Rennes. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Effet  dun  système  de  percus- 
sions sur  un  corps  solide.  Cas  d'un  solide  mobile  autour 
d'un  axe  fixe. 

II.  Une  tige  horizontale  homogène  AOB  tourne  libre- 
ment autour  d'une  verticale  passant  par  son  milieu  O.  Un 
petit  anneau  M,  qui  glisse  sans  frottement  sur  la  tige.,  est 
attiré  vers  le  point  O  proportionnellement  à  la   distance. 

Étudier  le  mouvement  du  système,  les  conditions  initiales 
étant  quelconques. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  un  pendule  formé 
d'un  solide  (S)  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  (0),  et 
d'un  curseur  {S')  dont  le  centre  de  gravité  G'  se  trouve 
dans  le  plan  P  déterminé  par  l'axe  (O)  et  le  centre  de 
gravité  G  du  solide  (S).  On  désigne  par  m  la  masse  du 
solide  (S),  par  a  l'abscisse  de  son  centre  de  gravité  G ., 
comptée  à  partir  de  l'axe  (O)  dans  le  plan  V ,  par  k  son 
rayon  de  gyrafionautourdUinaxe  central  parallèle  à  (  O). 
Les  éléments  analogues  pour  le  curseur  (S)  sont  désignés 
respectivement  par  [jl,  r,  p. 

1"  Déterminer.,  en  fonction  de  ces  quantités,  la  longueur  l 
du  pendule  simple  synchrone. 

2°  La  /liasse  [i  du  curseur  ayant  été  mesurée,  x  et  p 
étant  inconnus,  on  détermine  expérimentalement  la  lon- 
gueur l  ;  puis  on  déplace  le  curseur  (S')  de  manière  à 
augmenter  l'abscisse  x  d'une  quantité  connue  d  et  l'on 
détermine  encore  la  longueur  analogue  i .  On  demande 
de  déduire  de  ces  mesures  les  valeurs  des  inconnues  x  et  p. 

(Juin  19 1'^..) 

Épreuve  théorique.  —  I.  Equilibre  d'un  fil  tendu  sur 
une  surface,  avec  ou  sans  frottement. 


(  ^73  ) 

II.  Une  tige  horizontale  OA  tourne  uniforinénient  autour 
de  la  verticale  de  son  extrémité  O.  Une  barre  pesante^ 
homogène  AB,  articulée  en  A,  peut  se  mouvoir  librement 
dans  le  plan  perpendiculaire  à  OA.  Etudier  le  mouvement 
relatif  de  cette  barre  dans  le  plan  considéré.  Conditions 
d'équilibre.  Petits  mouvements. 

ÉpREUVK  PiiATiQUR.  —  Un  pendule  <2omposé  est  constitué 
par  un  solide  homogène  ayant  la  forme  d' un  cône  de 
révolution  de  hauteur  h  et  dont  le  demi-angle  au  sommet 
est  désigné  par  6,  L'axe  de  suspension  est  perpendiculaire 
à  l'axe  de  révolution  et  passe  par  le  sommet  du  cône  : 

i"  Trouver  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone. 

7."  Est-Il  possible  de  déterminer  0  de  telle  façon  que 
l'axe  conjugué  de  l'axe  de  suspension  soit  situé  dans  le 
plan  de  la  base. 

(Novembre  19  r  2.) 

Épreuve  théorique.  —  I.  Un  fil  XCBD^  flexible,  Inexten- 
sible, de  masse  négligeable,  de  longueur  l,  a  l'une  de  ses 
extrémités  fixée  en  A  et  passe  en  B  sans  frottement  sur 
une  poulie  Infiniment  petite. 

Au  point  G  II  supporte  un  poids  Q  de  masse  q,  par 
r  intermédiaire   d'un  petit   anneau   dans    lequel  II  glisse 


P 

sans  frottement  ;  la  portion  BD  pend  verticalement  et 
supporte  un  poids  P  de  masse  p.  Les  points  fixes  A  e/  B 
sont  sur  une  même  horizontale  ;  le  point  mobile  G  reste  à 
égale  distance  de  A  et  de  B  et  BD  reste  verticale,  l'étudier 
dans  ces  conditions  le  mouvement  des  deu.r  masses  pesantes 

Ann.  de  Matkémat.,  '^'  série,  t.  XIV.  (Juin  lyi/j-)  ^^ 


(  ^74  ) 

P  e^  Q.  Reconnaître  si  V équilibre  est  possible  et  étudier 
les  petits  mouvements.  On  néglige  les  masses  de  l'anneau  C 
et  de  la  poulie  B. 

II.  Les  ponts  suspendus. 

Ephkuvk  pratique.  —  Dans  un  plan  vertical  P  on  consi- 
dère une  tige  AB,  Iwmogène,  pesante,  de  longueur  a  et  de 
masse  ;?i,  qui  porte  à  son  extrémité  B  un  disque  homogène 
pesant^  de  masse  M,  situé  dans  le  plan  (P)  et  dont  le  centre 
se  trouve  en  B.  Le  point  A  ,  étant  Jlxe,  la  tige  oscille 
sans  frottement  autour  de  ce  point  dans  le  plan  {ï*)  et  le 
disque  tourne  librement  sans  frottement  autour  de  B  dans 
le  même  plan.  Démontrer  que  la  vitesse  de  rotation  du 
disque  est  constante^  et  trouver  la  durée  des  petites  oscil- 
lations de  la  tige. 

(Juin  1913.) 

Toulouse. 

Épreuvk  THKORiQUi:.  —  Une  plaque  Jiomogène,  pesante, 
est  mobile  dans  un  plan  vertical  qui  tourne  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  o)  autour  d'une  droite  verti- 
cale O y  fixe  dans  ce  plan.  Chaque  élément  de  la  plaque 
est  attiré  par  le  point  fixe  O  proportionnellement  à  la 
masse  et  à  la  distance .  On  désignera  par  k  l'intensité  de 
cette  attraction  sur  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance. 

i"   Trouver  et  discuter  le  mouvement  de  la  plaque. 

2°  La  plaque  étant  supposée  en  équilibre  relatif,  qu'arri- 
vera-t-il  si  on  l'écarté  légèrement  de  cette  position  sans 
vitesse  initiale  ? 

(Novembre  F909.) 

Éprkuvk  TinioRiQUH;.  —  Un  solide  invariable  est  constitué 
par  une  sphère  homogène.^  pesante,  de  centre  G,  traversée 
par  une  aiguille  sans  masse  GO,  dont  un  point  0  est  fixe 
dans  l'espace.  Soient  O  z  la  verticale  ascendante  du  point  O, 
et  P  la  projection  sur  Oz  d'un  point  quelconque  M  de  la 
sphère. 

L'élément  de  masse  m  qui  entoure  le  point  M  est  solli- 
cité par   une  force   dirigée    de    P    vers    M    et  ayant  pour 

g 
valeur  2  m  -  MP,  /  désignant  la  longueur  OG,  et  g  l'accé- 
lération de  la  pesanteur  : 


(   2-5   ) 

1°  Étudier  les  positions  d'équilibre  du  système. 

1°  Étudier  le  mouvement  du  système.  Examiner  en  parti- 
culier le  ras  où  le  mouvement  initial  serait  une  rotation 
très  grande  autour  de  OG.  Donner  dans  ce  cas  une  valeur 
approchée  de  l'amplitude  de  la  nutation,  et  indiquer  le 
sens  de  la  précession. 

On  rappelle  les  formules  suivantes  :  Oa-,  Oy,  Oz  étant 
trois  axes  rectan.;ulaires  liés  au  solide  et  dont  le  dernier 
coïncide  avec  OG,  les  composantes  p,  q,  r  de  la  rotation 
du  corps  sur  ces  axes  sont  données  par  les  formules 

p  =z  <y  sin  0  si  II  cp  -H  0'  coscp, 
^  =  (i^'  sin  6  sin  cp  —  6'  sincp, 

r  =  'l'cosO  -h  cp', 

dans  lesquelles  0,  vp",  cp  sont  respectivement  les   angles  de 
nutation\  de  précession  et  de  rotation  propre. 

On  désignera  par  C  le  moment  d'inertie  de  la  sphère 
par  rapport  à  nn  diamètre. 

Épreuve  puaïique,  —  Une  droite  kï^  de  longueur  inva- 
riable est  tracée  dans  un  plan  mobi  e  qui  glisse  sur  un 
plan  fixe.  Le  point  .\  décrit  une  droite  à  du  plan  fixe.,  et 
la  droite  AB  passe  constam'ment  par  un  point  fixe  O  de 
ce  plan  : 

i"  Trouver  la  base  et  la  roulette  qui  définissent  le  mou- 
vement du  plan  mobile.  Construire  le  cercle  des  infiexions. 

•i"  On  considère  AB  comme  la  diagonale  d' an  rectangle 
matériel,  homogène,  tracé  dans  le  plan  mobile  et  entraîné 
dans  son  mouvement.  Calculer  à  un  instant  donné  la  force 
vive  de  ce  rectangle,  sachant  qu'à  Vinstant  considéré  A 13 
fait  avec  la  droite  A  un  angle  de  3o"  et  que  la  vitesse  du 
point  A  est  égale  à  l'unité. 

La  distance  de  O  à  à.  est  égale  à  i"\  les  côtés  du  rectangle 
ont  6'"  et  8'",  la  densité  du  rectangle  est  égale  à  l'unité. 

(Juillet  1910.) 

Épreuve  théorique.  —  I.  C/n  losange  articulé  XOBC  formé 
de  quatre  tiges  égales  et  homogènes  est  mobile  sans  frot- 
tement dans  un  plan  horizontal  autour  d'un  de  ses  som- 
mets 0  qui  est  fixe.  Ltudier  le  mouvement  du  système,  et 


(  ^76) 

en  particulier  les  variations  de  l'angle  2  a  que  font  entre 
eux  les  deux  côtés  qui  aboutissent  en  0.  A  Vinstant  initial^ 


ces  deux  cotés  OA  et  OB  sont  rectangulaires  et  ont  des 
vitesses  angulaires  que  Von  désigne  par  wj  et  coj. 

On  examinera  notamment  les  deux  cas  particuliers  où 
l'on  a 

coj  —  co2=o         ou  bien         0)1=^2=0. 

(S'il  arrive  que  les  côtés  du  losange  se  disposent  en  ligne 
droite^  on  signalera  le  fait  sans  continuer  l'étude  du  mou- 
vement ultérieur.) 

II.  Trouver  la  courbe  plane  tautochrone  pour  une  attrac- 
tion centrale  constante. 


Épreuve  pratique.  —  Dans  un  disque  circulaire  pesant 
ayant  un  rayon  égal  à  i"",  la  densité  p  à  la  distance  x 
du  centre  a  pour  valeur  p  =  po  e^.  Ce  disque  peut  rouler 
et  glisser  sur  une  droite  horizontale  dans  un  plan  ver- 
tical. A  Vintant  initial.,  la  vitesse  du  centre  est  3'"  par 
seconde.,  celle  du  point  de  contact  est  i"",  toutes  deux 
dirigées  dans  le  même  sens.  On  tiendra  compte  à  la  fois 
d&  la  résistance  au  glissement  et  de  la  résistance  au  rou- 
lement. 

1°  .4  M  bout  de  combien  de  temps  le  mouvement  se  réduira- 
t-il  à  un  simple  roulement^  et  quel  sera  le  chemin  par- 
couru pendant  cette  première  période  ? 

1"  Combien  de  temps  s' écouler  a- 1- il  depuis  cet  instant 
fusqu'à  l'arrêt  complet  du  disque.,  et  quel  sera  le  chemin 
parcouru  pendant  cette  seconde  période  ? 

g.,f.,  0  désignant  l'intensité  de  la  pesanteur  et  les  coeffi- 
cients de  frottement  pour  le  glissement  et   le   roulement 


1 


(  '-77  ) 


respectivement^  on  donne 


et  Von  prendra 


^0  =  0,02 
e  =  2^^  18. 


(Novembre  1910.) 


Epreuve  théorique.  —  Un  pendule  simple  de  longueur  l, 
fixé  en  un  point  O,  est  assujetti  à  se  déplacer  sans  frotte- 
ment dans  un  plan  vertical  qui  tourne  avec  une  vitesse 
angulaire  constante  w  autour  de  la  verticale  Oz  dupoint  0  : 

1°  Chercher  s'il  existe  pour  le  pendule,  pour  un  choix 
convenable  de  tu,  des  positions  6^'équilibre  relatif  autres  que 
la  verticale  ? 

2°  Former  l'équation  différentielle  qui  définit  la  varia- 
tion de  r angle  6  que  fait  le  pendule  avec  la  verticale  Oz 
dirigée  vers  le  bas  et  l'intégrer  autant  qu'on  le  peut. 

Étudier  le  mouvement  qu'on  obtient  en  abandonnant  le 
pendule  à  lui-même  sans  vitesse  initiale  après  l'avoir 
écarté  de  la  verticale  d'un  angle  ^.  Positions  extrêmes. 
Durée  des  oscillations. 

3"  Soit^  dans  le  cas  où  elle  existe.,  a  l'angle  qui  définit 
l'écart  du  pendule  dans  la  position  d'équilibre  relatif  ;  en 
posant  o  =  a  -f-  cp  et  négligeant  les  puissances   de   cp  supé- 


rieures à  la  première .,  on  demande  d'étudier  la  variation 
de  tp,  c'est-à-dire  les  petites  oscillations  au  voisinai^o  de 
l'équilibre  relatif. 
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Épreuve  pratique.  —  On  considère  un  treuil,  mobile 
autour  d'un  axe  horizontal^  constitué  par  deux  disques 
circulaires  et  concentriques  très  minces  fixés  l'un  à  l'autre 
et  sur  lesquels  sont  enroulés  en  sens  inverse  deux  fils 
inextensibles  et  sans  masse  supportant  respectivement  des 
masses  m  et  m^.  Soient  M,  Mi  les  masses  des  deux  disques^ 
R  et  R|  leurs  rayons  ;  trouver  le  temps  que  met  le  treuil 
PARTANT  DU  REPOS  pour  tourjier  d'un  angle  6. 

Application  : 


6  =  45», 


M  =  'im, 


R, 


inix  =  m , 


R, 


9    '^ 


Épreuve  théorique.  —  Une  tige  rectiligne  x'Ox  de  masse 
négligeable^  dont  un  point  O  est  fixe^  est  assujettie  à  rester 
dans  le  plan  horizontal  x^Oy^.  Une  plaque  rectangulaire 
homogène  ABGD  est  fixée  à  la  tige  par  les  milieux  des 
côtés  parallèles  AB,  CD,  de  sorte  qu'elle  peut  tourner 
autour  de  la  tige  sans  pouvoir  glisser  le  long  de  cette  tige. 
On  définit  la  position  de  ce  système  par  l'angle  x^Ox  =  W 
et  par  l'angle  0  du  plan  de  la  plaque  avec  le  plan  hori- 
zontal XiOyi. 


1°  Etudier  le  mouvement  du  système  formé  par  la  tige 
et  par  la  plaque,  en  supposant  que  la  tige  reçoive  une 
certaine  vitesse  angulaire  initiale  W^  et  que  la  vitesse 
initiale  de  rotation  ây  de  la  plaque  autour  de  la  tige  soit 
nulle. 

2"  Étudier  le  mouvement  de  rotation  de  la  plaque  autour 
de  la  tige  lorsqu'on  assujettit  cette  dernière  à   avoir   un 
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mouvement  de  rotation  uni/orme  de  vitesse  angulaire  co, 
la  vitesse  initiale  de  rotation  de  la  plaque  autour  de  la 
tige  étant  ici  quelconque.  Dans  quel  cas  le  mouvement  de 
la  plaque  est-il  révolutif  ? 

N.B.  —  On  désignera  par  iM  la  masse  de  la  plaque, 
par  d  la  distance  OG  du  point  O  au  centre  G  de  la  plaque^ 
par  A,  B  les  moments  d'inertie  de  la  plaque  par  rap- 
port à  ses  axes  de  symétrie  et  Von  calculera  en  fonction 
de  M,  d^  A,  B,  si  cela  est  nécessaire^  les  moments  princi- 
paux d'inertie  de  la  plaque  par  rapport  à  l'origine  O. 


ÉpREUVK  PRATIQUE.  —  Dcux  disqucs  circulaires  homo- 
gènes de  centres  A  et  B,  de  même  masse  et  égaux^  se  meu- 
vent sans  frottement  sur  un  même  plan  horizontal.  Le 
disque  A  est  fixé  par  un  point  O  de  sa  circonférence  et 
par  suite  II  ne  peut  que  tourner  autour  de  ce  point  O.  Ce 
disque  A  étant  immobile.,  on  lance  avec  une  vitesse  de 
translation  donnée  le  disque  B  qui  vient  frapper  A  au 
point  M  situé  à  l'une  des  extrémités  du  diamètre  perpen- 
diculaire à  OA.  Les  disques  sont  supposés  parfaitement 
élastiques. 


i"  Trouver  à  un  tour  près  le  nombre  de  tours  par  seconde 
que  fera  le  disque  A  après  le  choc. 

•x"   Trouver  la  vitesse  du  disque  B  après  le  choc. 

Données  :  Rayon  commun  aux  deur  disques.,  B  =  î*"  ; 
vitesse  du  disque  B  avant  le  choc,  V  =  lo'"  à  la  seconde  ; 
angle  de  cette  vitesse  BV  avec  BA,  a  =  6)". 

{Le  point  O  et  F»\'  de  part  et  d'autre  de  BA.) 

(Juillet  Kji'^.) 
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Épreuve  théorique.  —  Une  barre  homogène  pesante  AB 
de  longueur -il,  de  niasse  M,  s  appuie  par  V  extrémité  Xsur 
un  plan  horizontal  xOy  ;  l'autre  extrémité  B  pof^le  un 
anneau  infiniment  petit   que   traverse    une   tige  fixe   Oz 


^y 


perpendiculaire  au  plan  xOy  et  située  au-dessus  de  ce 
plan.  Les  liaisons  sont  supposées  sans  frottement. 

\"  Écrire  les  équations  du  mouvement  de  la  barre  en 
prenant  pour  paramètres  V angle  xOk  =z  ^  et  l'angle 
BAO  =  6. 

2°  Etudier  le  mouvement  en  prenant  les  données  initiales 
suivantes  : 


60=30",      ô;  =  ( 

{n  étant  un  nombre  positif). 


.i  =  «/f 


On  calculera.,  avec  ces  données,  la  réaction  du  plan  sur 
la  barre  et  Von  cherchera  si  l'extrémité  A  de  la  barre  peut 
se  soulever  au-dessus  du  plan  au  cours  du  mouvement  :  on 
arrêtera  Vétude  du  mouvement  à  l'instant  où  cette  cir- 
constance se  produit  pour  la  première  fois.  En  particulier^ 
comment  faut-il  choisir  n  pour  que  dès  le  début  du  mou- 
veinent  la  barre  se  soulève  au-dessus  du  plan? 

N.  B.  —  Si,  à  un  instant  donné ^  la  barre  vient  se  placer 
dans  le  plan  horizontal  xOy.,  on  arrêtera  l'étude  du  mou- 
vement à  cet  instant. 


Épreuve  pratique.  —  Une  sphère  solide   de  masse   M   et 
de  rayon  R  se  meut  librement  dans  l'espace.    On  suppose 
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qu'à  un  instant  donné  son  mouvement  instantané  soit  une 
translation  horizontale  de  vitesse  V  et  qu'on  fixe  subite- 
ment à  cet  instant  le  point  le  plus  haut  de  la  sphère.  On 
demande  : 

i"  De  déterminer  les  conditions  initiales  du  mouvement 
que  prendra  la  sphère  après  l'introduction  de  cette 
liaison. 

2"  De  calculer  la  perte  de  force  vive  provenant  de  la 
liaison  ainsi  introduite. 

Application  numérique  :  M  =  100-  ;  V  =  7'™  à  la  seconde  ; 

R  =  5'^'". 

(Novembre  1912.) 


SOLiriO\S  DE  QUESTIONS  PUOPOSÉES. 


804. 

11867,  p.  188.) 


Etant  donnés  m  nombres  en  progression  arithmétique^ 
trouver  le  nombre  de  leurs  combinaisons  n  à  n,  ayant  la 
propriété  que  la  somme  des  n  nombres  composant  chaque 
combinaison  ne  dépasse  pas  le  plus  grand  des  nombres 
donnés. 

J.  Sacchi. 


Solution. 
Par  M.  T.  Ono,  à  Kagosliima 


Soient 


a,     a-\-d,     a  ^  id^      ...,     a-{-{n  —  i)<y,      ..., 
a  -4-  ( 5  —  \)d,      .  . . ,     a  -h  ( m  —  I ) <3?, 

m    nombres    en    progression    arillimétique,    et    F^^    '*)    '^ 
nombre  cherché. 

Supposons  qu'on  ail 

«  -f-  (*  —  '2) ^  <  a  -}-  (a  -h  c/)  H-  (a  -h  -2  c^)  H-. . . 

-h(«  -+-  n  —  \d)%a->r{s  —  i)d; 


(    v.S,    ) 

si  m  =  5,  on  a 

F(5. /*.-=!  ; 

mais,  si />i  >  5,  on  constate  aisf^meni  les   relations  suivantes  : 

Y{s-^  \,n)  =  F(5,  n)  -^  \ . 

F ( 5  +  2,  n )  =  F ( 5  -h  f ,  n )  -;-  •», 
F(5  -h  3,  /i)  =  ^(^  -^  ■-'-1  '^'     "  ''• 

F  (  m,   n)       —Y\^s-\-in  —  >.  //  »     :  F  (  m  —  i ,  /i)  -h  m  —  s  ; 

on  a  donc 

F  (  /;? ,  /i  )  =  I  -T-  I  -i-  ->.    -  3  -4- .  . .  4-  (  /«  —  5  ) 

(  /;/  —  .<  M  /n  —  s  -h  \) 

—  I  _| . 

i 

Or 

«  +  (>  +  <^)  +  (a  +  '2  <5?  )  -+-  .  . .  --  Wf  -^  n  —  I  <i?)  ^  rt  +  (5  —  I  ) <f , 

c'est  à-dire 

—  [  2  «  +  (  «  —  1  u/  J     ■  .^  -+-  (  5  —  1  )  <^ 


^  4-  I 


2r/ 
Donc,  si  l'on  pose  : 

(  2»  H-  nd)    n 


=  E+/, 


2*i 
où  E  désigne  la  partie  entière-  <i  /  la  partie  fractionnaire,  on  a 

^ ,  (m  —  E  —  1)1///  —  E  )  ,  ^    j, 

¥{m,n)  =  \-^- -;- (casou/=o), 


•1 

(  m  —  E  ^ —  1)  [  m  —  W  —  i) 

1969. 

(  l!Hi:;.   |..  1..'.) 


(cas  où  f  '^  o). 


Soit  PQ   une  corde  d'une  <lli/>se   de   centre  O.    Montrer 
que,  lorsque  la  corde   PQ  tend    vers   zéro,  V orthocentre  II 
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du  triangle  OPQ  a  une  limite.  Le  lieu  de  ce  point  limite 
est  une  sextique  unicursale  dont  l'aire  est  équivalente  à 
la  somme  des-  aires  de  l'ellipse  et  de  sa  développée. 

E.-N.  Barisien. 

Solution. 
Par  M,   W,' .  Gakdecke. 

Soient  M  (a,  ^)  le  pôle  de  la  corde  PQ  par  rapport  à  l'ellipse, 
G,  C,  H  le  centre  de  gravité,  le  centre  du  cercle  circonscrit  et 
l'orthocentre  de  OPQ.  On  calcule  d'abord  les  coordonnées 
de  G  et  G,  et  l'on  en  déduira  celles  de  H,  sachant  que  G,  C,  H 
sont  en  ligne  droite  et  que  HG  =  2GG. 

Calcul  du  centre  de  gravité  G.  —  La  combinaison  des 
équations  de  l'ellipse  6°^ x"^ -^  a^ y"^  =  a- b^  et  de  sa  seconde 
polaire  PQ 

b'*-ix  ^  a'^'iy  =  a^- bi- 
donne les  relations  suivantes  entre  les  coordonnées  de  V(xi,yi) 
et  Q(^2,  JK2)  : 


Xi  -+-  Xi 

2  «2  ^2  3j 

2a-'62  3 

-    ((,2^2^  ^2^2' 

}   ^     ^     J--    ^2^,2^  ^232 

Or 

3a7G=  Xi-i-X2, 

'^yc.  =  .ri-^y2- 

Donc 

^-r.^ 

la-^b'^oL 

2a262S 

"       b^oi^-ha'^'i'-  ■"'•       ^2a2-ha2p2 

Calcul  du  centre  du  cercle  circonscrit  G.  —  Le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  OPQ  a  une  équation  de  la  forme 

l*our   que   cette  équation   représente  un  cercle  passant  par 
X  =■  o.,  y  =  (),  il  faut  avoir 

_        rt2^2c2  ^  />ia2-(-r/*p2   /       ^\ 

-  ^4a2  +  a*^2'  P-        a-ib-^cy      \k)' 
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Par  suite,  l'équation  du  cercle  considéré  sera 

«2  62(62^2+^2  j32)(.r2-hjK-)  —  è"2aa7(6ia2  +  rtVp2+rt2Z>2c2) 

—  a2pj^(6Va2-4-a*,32_a262c2)  =  o. 

Le  centre  de  ce  cercle  a  donc  pour  coordonnées 
_  a(a^p2_j_  6ia2-+- ^2  6-^c2) 

^^^  2a2(62a2-^   «2^2)  ' 

_  ^(a'>|^2_|_6^a2-  a'-b'-c-^) 

Calcul  de  Vorthocentre  H.  —  On  voit  facilement  qu'on   a 

x\i  =  3  :rr.  —  i  xv. ,         y\\  =  Sjc.  —  ^^c  ; 
donc 

_    g  [^2  62(^2,^  6'^)  —  a^32_  64  a2] 

^^  ~  a2(6--;a2_^,j2  3-i^  ' 

_  ['J[a2  62(a2+6M  — «^^-— ^^s^-] 
^H-  62(62a-^+a2  32) 

Lorsque  la  corde  PQ  tend  vers  zéro^  le  point  M  vient  sur 
l'ellipse  ;  par  conséquent,  il  faut  poser  a  =  acoscp,  ^  =  6sin  ^• 
Alors  les  coordonnées  du  point  limite  H  sont,  en  fonction  de 
sincp  et  cos(f, 


cos  CD  sin  o 

(i)     a:ii=  — ^(62-hc2  cos2cp),         y^^=  -^(a'^— c''- sm^-to). 


Si  M  parcourt  l'ellipse,  le  point  limite  H  décrit  une  courbe 
unicursale    du    sixième    degré,    ce    que    l'on    voit   en    posant 

tang  -  :=  t.   L'équation  cartésienne  de  H  est  facile  à  déduire  ; 

elle  est 

(a^x^-hb^y^)^={a'*x-^-^b'*y^)\ 


Aire  du  lieu  FL  —  Les  équations  (i)  ont  la  forme  générale 
a:- =  A  coscp -I- B  cos'cp,         jk  =  C  sincp -h  D  sin^o. 
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La  différentielle  clU  de  l'aire  est 

— ;—  =  X j—  =  (A  coscp-hB  005^9)  (G  coso-i-3D  sin2c5  coscp) 

=  AC  cos^cp  -+-  BG  cos^cp  -h  3  AD  «in^cp  cos^cp 
-h  3  BD  sin^cp  cos^cp. 

Donc,  l'aire  totale  de  la  courbe  est 
U=       AG  /       cos2cp  â?cp  4- BC  /       cos^çû^cp 

^271  ^271 

-+- AD   /        sin^cp  cos^cp  6/cp  H- 3BD   /        sin^cp  cos*^  c^^. 
Or 

^271  ^271  3^ 

/        cos^o  c/çp  =  7T,  /        cos^cp  do  =  — -> 

^ST:  _  ^271  ^ 

/        sin^cp  cos^ci  ^/c-  =  — ,  /        sin^o  cos*©  â?çp  =  —  • 


Donc 

U  =  irAG  H- ^  (  AD -h  BG)  ^  ^^^ 

4  o 


En  portant  dans  celte  relation  les  valeurs  de  A,  B,  G,  D,  on 
obtient 

ri  ,3c* 

8      ab 

Or,  l'aire  de  l'ellipse  donnée  est  E  =  izab,  celle  de  sa  déve- 
loppée 

8      ab 
donc 

U  =  E  +  D. 


Remarque.  —  Sur  des  questions  semblables,  voir  E.-N.  Ba- 
RisiiîN,  Sur  certains  points  remarquables  d'une  conique 
(Association  française  pour  l'Avancennent  des  Sciences  : 
Congrès  d'Angers,  1904,  t.  12,  p.  121-IV17,  et  Mathesis, 
3*  série,  t.  VIII,  ujo8,  Question  1087,  p.  219-221. 
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2035. 

(1908,  p.  240.) 

Si  deux  quadriques  ont  en  commun  deux  généra- 
trices Ox^  0_/,  le  long  desquelles  elles  se  raccordent,  elles 
ont  en  O  un  contact  du  troisième  ordre,  c  est-à-dire  quune 
perpendiculaire  au  plan  xOy  rencontre  les  deux  qua- 
driques en  deux  points  M  et  M'  dont  la  distance  est  un 
infiniment  petit  du  quatrième  ordre  en  prenant  OM  comme 
iïifinimeiit  petit  principal. 

G.  F. 

Seconde  solution  (i). 
(  Par  l'auleur.  ) 

Les  deux  quadriques  et  le  plan  double  tangent  en  0  font 
partie  d'un  faisceau  ponctuel  de  quadriques.  Les  axes  de 
coordonnées  étant  deux  droites  quelconques  menées  par  le 
point  O  dans  le  plan  tangent  en  ce  point  et  la  normale  en  O, 
les  équations  des  deux  quadriques  sont  de  la  forme 

z  ^=  ax'*'^  by'^  -^  X  z'^-+-  ifyz  -\-  1  g zx  -\-  -i  k  xy, 
z  —  a  x^  -h  by""-  -+-  [j.  2  ^  -f-  ifyz  -^  -2  g  zx  -^  1  h  xy  ; 

on  a  donc,  pour  les  points  M  et  M' relatifs  aux  mêmes  valeurs 
des  coordonnées  x  el  y^ 

i^z'  ~-z){\  —  ify—'igx)  =  tas'2  — X22. 

Avec  OM  comme  infiniment  petit  principal,  z  et  z'  ont  pour 
partie  principale  commune  ax"-  -{-  by^  -^'ihxy.,  et  l'on  voit  que 
z'  — z  di  pour  partie  principale 

(fji— X)(rta:'2-4-  by^-i-'xhxyy, 
ce  qui  démontre  la  proposition. 


(*)  Voir  une  première  solution,  1909,  p.  55,  Voir  aussi  la  Note 
qui  accompagnait  l'énoncé,  1908,  p.  240,  et  qui  montre  l'intérêt  de 
la  question. 


(  '^^:  y 

2200. 


Soient  ABCD  un  ccuTt  <!<■  centre  O,  M  un  point  quel- 
conque du  cercle  circonsrtit  au  carré,  E  le  point  où  la 
tangente  en  iM  au  cercle  rfmnntre  la  diagonale  BD.  Mon- 
trer que  les  centres  des  iu-rrles  trilangents  au  triangle 
OME  sont  chacun  sur  un  >lfs  ratés  du  carré  ABCD. 

E.-N.  Bahisien. 

Soi.iTlON. 
Pai     M.    l'ARROD. 

Supposons  le  point  M  sui-  I  juc  AB  el  considérons  le  triangle 
symt^riqiie  de  OiNIE  par  rapp«>i  r,  à  la  bissectrice  intérieure  de 
l'angle  iSIOE;  on  obtient  le  itiangle  OBE',  le  côté  BE'  est 
tangent  au  cercle;  le  cercU;  inscrit  dans  le  triangle  OBE'  est 
le  même  que  celui  qui  e?f  in-crit  dans  le  triangle  OME  et  la 
la  bissectrice  de  l'angle  ()\\\.  est  BA;  donc  le  centre  de  ce 
cercle  inscrit  est  sur  le  côi*-    \\\  du  carré. 

On  voit  de  même  que  le>  deux  cercles  exinscrits  dans 
l'angle  EOE'  sont  les  mêmes  et  par  suite  le  centre  est  situé  sur 
le  côté  BG  qui  est  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  E'BE. 

Par  le  même  procédé,  ;i  laide  de  la  bissectrice  extérieure 
de  l'angle  MOE;  on  montrerait  que  les  deux  autres  centres 
sont  sur  les  côtés  AD  et  CI». 

Autres  solutions,  de  MM.  lî.  Uolvaist,  R.  Goormaghtigh,  L.  Klug 
et  T.   Ono. 

2201. 

(l'.'i:;.    p.    4<.) 

Démontrer  la  relation 


r-  .-inWj  cohWj  ^0 

J^^      («2  cosMj  -K  l,i  >\\\i^f{a'*  sinMJ  ^-  6^cos20;2 

r-  sinU)  cosU)  r/O 

^  Vo      (a"^  sin2  0  -h  /'-  CM<^i)){a^  sinMJ  n-  0^  cos"-"T]2 

E.-N.  Baiusien. 


Jo      (« 
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Solution. 
Par  M.  T.  Ono,  à  Kagoshima. 

sin^e  cos^6  d% 


2cos20  -+-  62  sin20)2(aVsin-^e  +  6^00526)' 


r  taiig*9rfb  ^     . 

j(      (a2-^62,ang26)2(lè*4-aUano26)  (««'t    langO  =  O 

(soit  u  ■=  tangO) 


,( 


O  dt 
aba'*  du 


{i-^u'^)Hb^-^a^u'')-{b-^^a^u') 
tangue  ^6 


=  "^X'û^iû;i 


0(6'î+a6  tang2  0)2(62  4-  a2  tang26) 
sin*e  ces* G  ^8 


0  -+-  62  cos2e)(a6  sin2  0  -j-  66  cos2  0)2 


a' 
N.B.  —  Dans  le  calcul  ci-dessus,  si  l'on  pose  t  =  —  u,   on 

obtiendra  aussi 

siniBcos'^e  r/e 


i      («^ 


cos2b  -f-  62  sin2(3)2(a*  si  1)2 6  +  6*cos2  6j2 

0^6 


0 

71 


J^,      (a*cos2e+6*sin2  0)(a6 


cos2e  4-  b^  sin2  6)2 


De   plus,    d'après   la  méthode  des  résidus,   on  trouve  pour 
valeur  des  deux  intégrales  : 

^r      I a6(a2_362) 

a2  ^2(3^4_^t)  a^  b(a^-ha^b^-^  b-)! 

4(a4_  è4^2(rt6_  ^6)2  ~    («4—  b'*){a^—  b^Y  J* 


(  289  ) 


[C2a] 

POUR  m  QUELCO^QUK  ET  p  E^TIEU; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Cette  Note  contient  les  expressions  de  quelques  inté- 
grales de  la  forme    /  U^'^â?^,/?  étant  entier.  Le  résultat 

obtenu  pour  U  = (m  quelconque)  est  sur- 

tout  intéressant,  parce  que  ^intégration  par  parties  ne 
le  donnerait  pas  aisément,  au  moins  d'une  manière 
formelle;  et  l'on  remarquera  le  cas  singulier  où  Jti  est 
entier,  avec  p^m. 

1.   On  a,  d'une  j)ait. 


ï  -h  X 


=  L(,^-a.)-(---  +  ...-(-,)"y; 


(  -2  )     (—1  )/'   / dx 


X        x^  x'~  p — ^ 

arc  tang:r  —  (  —  —  '— — h. .  .—  ( —  i)p 


I  3  ip  —  i 

X^p-hl 


Ann.  de  Mathéniat.,  4"  série,  t.  XIV.  (Juillet  1914-) 


x'^P 


(  ^^9<^   ) 
une  intégration  par  parties  conduirait  aux  intégrales 

/x-P  arc  tanga?  dx. 

On  a,  d'autre  part, 

in{in  —  \).  .  .{m  —  p)  •  T         ocp 
; /   7 ^ r  dx 


(3) 


I  — 


I  +  Ai^r  -h.  .  .-4-  kpXP 
(H-;r)'« 


pour  m  quelconque,  en  posant 


m        ,          m  (m  —  i  ) 
A,=  — ,      A2=-^ — j -,      "-, 

I  21 

_    Tn{m  —  i)...(/n— />-+-i) 
cette    formule    est   illusoire    si,    ni    étant    entier,    on 


A  p^m] 


(4) 


I  H 

I 


7T 


(- 


o^/^  cos.^  dx 


X' 


•(5) 


J  /x       x^  \ 

f   _cos.(^-— -+...J 

(—1)9   r 

; —    /  xP  smx  dx 

_j        cos^{i-^  +  ...) 

(X         x^  \ 


P=  2^—1- 


COSa?  (I     ■;— j-  +.  . 

X        x^ 


-S'«^[l --+■■■) 


I X         x^  \ 


(     29Ï     ) 

où  le  degré  de  chaque  polynôme  en  x  est  le  degré  de 
la  puissance  de  x  qui  figure  sous  le  signe  /  ,  ou  ce 
degré  moins  i  ;  on  remarquera  la  forme  des  expressions 
placées  dans  les  deux  diagonales  du  Tableau. 

Dans  celles  de  ces  formules  qui  contiennent  des 
fonctions  circulaires,  on  peut  introduire  des  fondions 
hyperboliques  en  changeant  x  en  xi\  dans  la  for- 
mule (i ,  2)  on  peut  remplacer  x'^  par  —  x'-. 

Les  intégrales  (i,  3,  4 5  5),  par  exemple,  sont  a 
priori  des  infiniment  petits  d'ordre  p  A-  \  s\  x  est 
infiniment  petit  principal;  c'est  pour  cela  que,  au 
second  membre  de  la  formule  (3),  l'expression 

(i  -ha?)'»— (i-t-  Ai.r  +  .  .  .^  kpXP), 

après  qu'on  a  développé  [\ -{- xY^  par  la  formule  du 
binôme,  commence  au  terme  en  xP"^^ . 

Pour  m  entier  et  p^  m^\a  formule  (3)  est  illusoire. 
On  a  alors,  en  désignant  par  M  le  produit 

m(m  —  I )  ...  (m  —  y? ) 
débarrassé  du  facteur  égal  à  zéro, 

(3')    ^  r^   ^\    d. 


L(i 


(1  -^x)' 


avec 


I         .,        \m(ni  —  \)\'  [m(m-i)...i] 


ou 


_   I  _  m  {m  —  \) 


L  m        m  —  I  J 
et,  pour  p  >  /7i, 


A■/n^-1.  —  A//;_(-2, 


(  29^  ) 
le  trait  indiquant  que  l'on   supprime  le   facteur  égal 
à  zéro. 

2.  On  vérifierait  directement  ces  diverses  formules, 
à  l'exception  de  la  formule  (3'),  par  dérivation  ;  nous 
obtiendrons  chacune  d'elles  par  une  intégration,  simple 
quadrature  pour  les  formules  (i)  et  (2),  intégration 
d'une  équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre 
à  partir  de  la  formule  (3). 

La  formule  (i)  s'obtienl  en  écrivant 

y=  L(i-+-^), 
I  xP 


et  en  intégrant;  on  a  réellement  ainsi  le  développe- 
ment de  L(i  -h-p),  le  terme  complémentaire  étant  sous 
forme  d'intégrale  (Vallès,  Des  formes  imaginaires 
en  Algèbre^  Chap.  X);  au  point  de  vue  où  nous  nous 
plaçons,  on  déduit  au  contraire  de  là  l'expression  de 
cette  intégrale. 

Pour  la  formule  (2),  on  considère  arc  tangx. 

La  formule  (1,  2)  n'est  pas  autre  chose  que  la  for- 
mule (i)  où  l'on  remplace  x  par  x- ;  elle  complète  la 
formule  (2). 

Pour  la  formule  (3),  on  pose  (Vallès,  loc.  cit.) 

y  =  (i  -h  x}"^=  Ao^  Aix  -h. .  .+  Ay;a7/'-f-  R(.r), 

les  A  étant  des  coefficients  indéterminés,  et  l'on  se  sert 
de  l'équation  différentielle 

(i^x)y—  /ny  =  o, 

qui  donne  pour  l\(x)  une  équation  dilïérentielle 
linéaire.  On  la  simplifie,  en  disposant  des  A  de  manière 
que  le  poljnume  en  x  obtenu  se  réduise  au  terme  de 


(  '-93  ) 
degré/?;  cela  revient,  en  supposant  que  l'on  a  écrit 

à  identifier  dans  la  mesure  du  possible  les  polynômes 
placés  dans   les  deux   membres.    On  obtient    Ao==i, 

A<  ^z=  —  ,   .  • . ,  et  l'équation  différentielle  se  réduit  à 


{i-\-x)^'{x)  —  ni^{x)=  — ^ ^-~ '—^xP\ 


l'équation  sans  second  membre  admettant  la  solution 

^{x)  =  {i -^  x)"\   on    pose   K{x)  =  {\ -\- xY^x  v^  et 
l'on  arrive  à  la  formule 

niijn  —  i)...(m  —  p) , 

X    /   — -dx. 


r       xp 


On  en  déduit  ja  formule  (3). 

Pour /n  entier  et  Pyfn,  le  calcul  précédent  ne  j)eut 
rien  donner  relativement  à  l'intégrale  considérée;  nous 
reviendrons  sur  ce  cas  singulier. 

La  formule  (4)  est  un  cas  limite  de   la  formule  (3)  ; 

on   l'obtient  en   remplaçant  x  par—   et  en  faisant  m 

infini.  Le  traitement  direct  esl  d'ailleurs  |)lus  aisé. 

Les  formules  (5)  se  déduisent  de  la  formule  (4)  en 
remplaçant  x  par  xi^  et  en  mettant  ç.osx — is'vnx  au 
lieu  de  <?"•*'.  Au  premier  meml)re  de  la  formule  (4),  on 
a  alors  le  facteur  «>+',  et  il  faut  distinguer  deux  cas, 
p  =1  iq^  p^=.)q  —  I  [colonnes  du  Tableau  (5)]. 

3.  On  obtient  directement  les  formules (5), sous  une 
forme  plus  condensée,  en  opérant  comme  il  suii.  Con- 
sidérons les  fonctions 

y  =  cosx,         y  =  sin  x, 


(  294  ) 

qui  satisfont  à  réqualion  différenlielle  du  second  ordre 

Prenons;  par  exemple, 

y  =  cosx  =  1 -+...-+-(—  I  )'/—-  +  R(a:), 

•^  2  !  pi 

avec  p  =2  çtq;  nous  aurons  ainsi  les  deux  formules  de 
Ja  première  colonne  du  Tableau  (5).  On  a  pourR(:ir) 

xi' 

K'(x)-,-Kix)=-{-iyijj' 

L'équation  sans  second  membre  admettant  les  solu- 
tions R(.r)  =  cosx,  R(^)  =  sina?,  posons, par  exemple, 

ce  qui  donne 

p\ 


Ainsi  la  fonction 


,    /R(^)\'      I  '"ri" 


satisfait  à  l'équation  différentielle  linéaire  du  premier 
ordre 

XP 

W    COS^  —  2  M^  si  1137  =  —   ( \^'i  — r» 

p\ 

et  c'est  celte   fonction  w  qui  fournira   une   intégrale. 
L'équation  sans  second  membre  admettant  la  solution 


posons 


cos"^  X    ' 
ce  qui  donne 

r  =— -^-  xP  cos;r  ; 


(  295  ) 
d'ailleurs,   la  fonction  (^  étant  paire,   on  a   ^''(o)=:o, 
ou  7'(o)  =  o.  On  a  par  suite,  avec  p  ^^  iq^ 

'  xP  cosar  dx  =  —  r  =  —  cos^a;  x  w 


f/ 


0 

x'' 
=  cos^a; 


formule  équivalente  à  la  première  des  formules  (5).  Si 
l'on  pose  R(^)  ^=  sin^  x  v,  on  obtient 

/         x-^ 
I    „,. dx  —  i-^%in^x\  : 


/>! 


Jf  xi'  sin.r 
0 


avec  p  =:.  iq. 

PourjK  =  sin^,  on  obtient  les  deux  formules  de  la 
seconde  colonne  du  Tableau  (5)  lue  en  remontant, 
sous  les  formes  suivantes  : 


{—i)'ir      .      ,  .  „      I      3! 


— ; —    /   x„s\i\xdx 

f. 


=  —  ?,\n^x 


'   xP  cos.r  dx  =  i  —  cos^ar' 


avec  pz=z  '2q  — 


X        x'^ 


4.  L'application   réitérée  du    procédé  d'intégration 
par  parties  donne  généralement 

/  VxP  dx  =  \xP  —  pxP-'^yi-+-p(p  —  i)xP-^\2  —  . . . 

4_(_,)/.^(^_,)...iV„-hG, 

V  étant  une  primitive  de  U,  V,  étant  une  primitive 
de  V,  ...  Cela  permet  d'obtenir  très  aisément  les  for- 
mules (4)  et  (5).  Mais  il  tien  est  pas  de  même  de  la 
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formule  (3),  les  intégrales  V,  V,,  ...,  V^  étant  alors 


m(n-a:)'«        m(m  —  i)(  I +  ar)'«-i  ' 

m(m  —  i).  .  .(m—  p)(i  -hx)"'-p* 
on  a  ainsi 


'^^/i 


XP 

dx 


xP  p  xP- 


mii^x)'"^        m{m  —  i){i-hx)'^-^ 

p(p  —  i)...'ix 

.  m{m  —  i)..  .(m  —p  -\- i)  (i -\-  x)"^-p-^^ 
/>(/>  — i)...i 

m  {m  —  i)...(/n  —  p)' 

il  faudrait^  pour  arriver  à  la  formule  (3)^  connaître 
a  priori  V identité 

m{m  —  i).  .  .{m  — p) 

\^m  m(m  —  j)  '"       m(fn  -  \).  .  .{/n  —  p)] 

=  (n-  Al  a?  H- .  . .  +  A^a?/' ). 

On  pourrait  dire  toutefois  que  la  formule  [3]  peut 
prendre  la  forme  (3)  avec  des  valeurs  convenables  des 
coefficients  A,  et  déterminer  ces  coefficients  par  la 
condition  que  le  second  membre  de  la  formule  (3)  soit 
un  infiniment  petit  d'ordre  p  H- i  si  .r  est  infiniment 
petit  piincipal. 

5.  Reprenons  la  formule  (3),  pour  en  déduire  la 
formule  (3')  dans  le  cas  où,  m  étant  entier,  on  a  p^m. 
Soit  pour  cela  un  entier  |jl,  et  supposons  (jue  m, 
tende  vers  [i.,  avec  />  5  K-  ^^  appelant  011  le  produit 
m{m  —  i)...[m—p)^   débarrassé    du    facteur  m  —  [jl 
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qui  tend  vers  zéro,  la  formule  (3)  peut  s'écrire 
D\L(m—  ix)     r  _  (i+.r)^^^—  (i-h  Aiy-4-...-h  A;,^/^  ^ 


% 


pour  m  =  jji,  en  désignant  par  a, ,  ....,  ap  les  valeurs  cor- 
respondantes de  A, , ...,  Ap,  on  peut  écrire,  avec  (i  -f-^r)"* 
au  dénominateur, 

_  (i-i-a:)H- — (i^  a^x  -^. .  .-]-  apXP)  ^ 
°  ~  (i-^x)"'  ' 

on  a  donc,  en  retranchant  membre  à  membre  et  en 
divisant  par  m  —  pi, 

(i-hx)"'  —  (i-hcr)\^        (A,— a,) 


p\  .1 


m  —  [JL  m  —  fjL 


P-  Jo  (i-h.r)'«  (i-t-:r)'« 

Le  premier  terme  du  second  membre  peut  s'écrire 

I  — (iH-y)^ 
—  £ 

et  a  pour  limite  L(i  -|-  x),  quand  m  tend  vers  |jl. 
Le  second  terme  a  pour  limite 

A',  T  -h  J^'^  x^ -h  . .  . -h  X'pXP 

(l  -+-  X  )\>' 

les  accents  indiquent  des  dérivées  par  rapport  à  m,  et 
ces  dérivées  étant  calculées  pour  m  =  jjl.  On  a  d'ailleurs, 
pour  p  >  tx. 


le  trait  indiquant  que  l'on  supprime  le  facteur  égal  à 

,  les  tractions  —^ — ?  • 

/n  —  ;jL 

On  a  ainsi  la  formule  (3'). 


zéro;  en  effet,  les  fractions  -^ ^^j  •••  se  réduisent 


m  —  ji.  ' 


(]e   calcul   revient    d'ailleurs    à    multiplier  les   deux 
membres  de  la  formule  (3)  par  (i  -\- x)^,  à  prendre  les 


(^8  ) 
dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  m  pour  faire 
ensuite  m  =  |ji,  et  à  diviser  par  (i  -f-  xy-. 

6.  Cherchons  ce  que  devient  la  formule  [3],  résultat 
d'une  intégration  par  parties,  quand  m  tend  vers  une 
valeur  entière  [x,  avec  />  >  |Jt..  Si  l'on  fait,  par  exemple, 
m  =  3-h£,/^  =  5,la  formule  [3]  peut  s'écrire 

(£+3)(£-|-2)(£  +  l)e(£  —  l)(s-2) 


X 

'0 


(l  -+-37  )'-+-£ 

—  5.4.3:r2(i  -f-  a7)-£(£  — !)(e  — 2) 

—  5.4.3.2^(n-a7)(iH-a7)--(£  —  2) 

—  5.4.3.2.1(1  +  x)'{\  H-  x)-^ 

-h  5 . 4  •  3 . 2 . 1  ; 

en  retranchant  de  cette  formule  celle  que  l'on  obtient 
pour  £  =  o,  en  divisant  par  z,  en  faisant  tendre  £  vers 
zéro  et  en  divisant  par  3  .  2  .  i . —  i . —  2,  il  vient 


s. 


x^  5.4^^ 

0  Z{\-^-xY       "'       3.2.i(n-j7) 

5.4.3^72^.^   [-(t-H^)-£(£-i)(£-2)-(—  I) 


r(T  +  Xy-H.  £  -  T)  (£  -  2)  -  (-  I)  (-  2)1 

3-2.1      L  (-.)(-2)£  J 

5.4.3.237(14-37)  r(l  -f-  37)-£(£  —  2)  —  (—  2)1 

3.2.1(-I)  '""    L  J^~ï)l  J 

5.4.3.2.  I  (i -+- :r)2  ,.       r(,  +  ^)-£_n 

-  3.... (-,)(-.)  '■■"  I. 1 J ' 

les  limites  en  question   sont  des  dérivées  par  rapport 
à  £,  dérivées  prises  pour  £  =  o,  savoir 

-L(,  +  a:)-(i+i), 

-(.  +  .)-(!), 

-L(i-+-x), 


(  ^99  ) 
en  se  rappelant  que 

(iiv)'         II'         v' 

UV  U  V 

D'une  manière  générale,  on  a 


dx 


xi> 


m(i  -H  x)'"- 

p{p  —  i)...{p  —  m-\-  'i)xP~"^^'^ 

m  (m  —  i).  .  .  i(i  -+-  x) 
P(P  —  i). .  .(p  —fn-i-i) xP-"^ 
m  {ni  —  [)...! 

p{p  —  i). .  A p  —  m)a7/'-'"-'  (i  +  x) 
în{ni  —  \).  .  .1  ( —  i) 


p(p-\)...x{\-+-x)r->'^  L(n-:r) 

m(m  — I  )...!(— I  )...[-(/?  — m)]     \ 


Le  calcul  précédent  revient  à  multiplier  les  deux 
membres  de  la  formule  [3]  par  m  {m  —  i)...  [m  — /:>), 
à  prendre  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport 
à  m  pour  faire  ensuite  m  =  jjl,  et  à  diviser  par  D\L. 

Pour/?  :=  m,  on  a  simplement 


dx 


37  )'"-»-• 


m(\-^x)"i        (m  —  I)  (i -+- x)'"-' 

X 

h  L(i  -hx). 


(  3oo  ) 
7.   D'après  la  formule  (3'),  le  facteur  qui  mulliplie 
L(i-H^)  dans  la  formule  [3']  doit  se  réduire  à  •^; 
et,  en  effet,  ce  facteur  est 

pip — \)..Ap  —  m+i)r  p  —  m  ,.  ,  "I 

m\  \  I  J 


ou 


(—l\p-tnî^].x  —  (i  -4-.r)l/^- 


OU 

El 
M 


D'autre  part,  la  comparaison  des  formules  (3')  et  [3'] 
donne  l'identité 


M  r    xp      pxP-Hi  -1-  ^) 

pi  \        m  m  {m  —  i  ) 

m(m  —  I  ) ...  1 
p(p  —  i  )...(p —  w  +  1  )  .r /^ -'« ) (  I  +  .r)' 


/)(/)— i)...(yo—m).r/'-'«-V(i-+-.'r)'«+i  /i  I      \ 

^'"'^  p  —  m) 


m  (ni  —  [)...!  \  I 

(yo— m). r /'-'«• -1(1 -+ 
m  (  m  —  I  ) ...  I  ( —  I  ) 

p(p  —  r).  .  .ix(i  -+-  x)P-^ 
m  (m  —  i)  . .  .  I  (—  i)  . .  .  [  —  ip  —  m  —  i)  J  \p  —  m/  \ 
=  A'i  37  -h  . . . H-  Ap  xf\ 

pour   m    entier   et   pytn.    Avec    p  =  m^   le    premier 
membre  se  réduit  à  la  première  ligne. 

On  déduirait  cette  identité  de  celle  du  n"  4  en  faisant 
d'abord  entrer  le  facteur  /n{m  —  i)  ...  {m — p) 
dans  la  parenthèse,  etc.,  comme  au  n**  6. 

8.    Si  l'on  fait  directement  l'intégration  par  parties 


(  3o.  ) 
dans  le  cas  actuel,  on  a 

(-0'" 


V,n-1  = 


m  !  (  I  -t-  .r  ) 


V,«      =^- i-L(n-.r), 


(_,)m  (r_4_^)2  r  /  I         ,  ^  -j 


V  //j-1-0 


ru    I 


On  obtient  ainsi  une  formule  qui  diffère  de  la  for- 
mule [3']  en  ce  que 


L(i  +  ^)  +  ( 


I  p  —  m 

est  remplacé  par  L{i  -\-  x),  le  dernier  terme  étant 

p(p  —  i)...i{[^x)f'-"' 
m(m  —  i).  ..  i(—  I)..  .[—(/?  —  ?n)] 

mais  il  faut  ajouter  une  constanle 


m(m  —  i...[—(p  —  //i)]  \  I        '■■       p — m 


m  {m  —  i)...i  \i  p  —  m 

Voici  la  raison  de  cette  différence.  Dans  la  formule 
générale  d'intégration  par  parties  données  au  début  du 
n"  i,  on  peut  remj)lacer  V,  V, ,  ...  par 

Vh-G,     V,4-G^-+-G,,     ...; 
et,  à  partir  de  V,,^,  les  intégrales  V  écrites  au  début  du 


(     3o2     ) 

n°  7    ne  sont  pas  les  limites   des  intégrales  correspon- 
dantes du  n°  4.  On  avait 

^'       m( m  —  \). .  .{m  —  [JH-  i )  m  —  \i. 

et  il  faut  considérer 

—  (i  -4-.r)[A-'«-i-  I 


pour  avoir  comme  limite  L(i-+-^);  etc.  On  serait 
arrivé  à  la  formule  [3^]  en  remplaçant,  au  début  du  n^'S, 

L(i  +  :r)  par  L(i  -h  jr)  +  (  -  -i-  . . .  h j?  comme 

on  le  pouvait. 

Pour  passer  de  la  formule  [3']  à  celle  que  Ton  vient 
d'obtenir,  on  pose 

L(n-;r)+  (-  +...H ' )  =X; 

V 1  p  —  ^nj 

le  facteur  qui  multiplie  X  est,  d'après  ce  qu'on  a  vu 
au  début  du  n°  7, 

ou 

£!. 

M  ' 

on  retrouve  ainsi  la  constante  G.  Inversement,  si  l'on 
multiplie  la  constante  G  par  le  développement  de 
l'expression 

[(i  ^  x)  —  xy-"^ 

qui  est  égale  à  i,  afin  de  rendre  le  second  membre  de 
la  formule  actuelle  homogène  par  rapport  à  ic  et  i  +  .r, 
et  si  l'on  réduit  les  termes  semblables,  on  obtient  la 
formule  [3']  qui  présente  cette  homogénéité. 


(  3o3  ) 


[H5e] 

SIR  l]\E  CLASSE  D'ÉOIIATIO\S  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES, 

TRAlVSFORyiARLES  M  ELLES  MÊMES  PAR  UI\  CHANGEMENT 

DE  LA  FONCTION  ET  DE  LA  VARIARLE; 

Par  m.   Paul  SUGHAR, 

Professeur  au    Lycée  de  Pau. 


1.  M.  Appell,  dans  son  Mémoire  (Acta  mathema- 
tica^  1891),  avait  étudié  et  avait  donné  l'intégrale  d'une 
classe  étendue  des  équations  différentielles  linéaires  et 
homogènes,  transformables  en  elles-mêmes  par  un 
cliangement  de  la  variable  et  par  un  changement 
linéaire  de  la  fonction.  Je  me  propose  d'intégrer  une 
classe  d'équations  différentielles,  différente  de  celle 
étudiée  par  M.  Appell  et  transformables  en  elles-mêmes 
par  un  changement  de  la  variable  et  de  la  fonction  qui 
n'est  plus  linéaire. 

2.  Toute  équation  différentielle  linéaire  et  homo- 
gène du  second  ordre  peut  toujours  être  ramenée, 
comme  on  sait,  à  la  forme 

(0  g  =/(-)r. 

Effectuons  le  changement  de  la  variable  et  de  la  fonc- 
tion en  posant 

(2)  ar  =  cp(0, 

<^)  -£' 

où  'f  (^)  est  continue,  admet  une  dérivée  et  de  plus  la 
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fonction  o(t)  —  ^  a  au  moins  nn  zéro.  Supposons  que 
l'équation  (()  soit  transformable  en  elle-même,  c'est- 
à-dire  soit  transformable  en  une  autre  qui  ne  dififère 
de  (i)  que  par  le  changement  de  ^  en  ^  et  de  y  en  z. 
Si  cette  condition  est  réalisée,  l'équation  (i)  admet  au 
moins  une  solution  j  =  F(^),  vérifiant  la  relation 

(Fi):r=çw  =  AF(.r), 

OÙ  A  est  une  constante,  c'est-à-dire  que  l'équation  (i) 
admet  au  moins  une  solution  telle  que,  si  sur  la  dérivée 
de  cette  fonction  on  effectue  la  substitution  x  =cp(^), 
on  obtient  sa  primitive  à  un  facteur  constant  près. 

En   effet,   si   F^(x)  et   F.(x)    sont   deux   solutions 
linéairement  indépendantes  de  (i),  les  fonctions 

sont  aussi  solutions  de  la  même  équation  et  l'on  aura 

[F'i  (^)].r=9,/,  =  a,  Fi  (O  4- è,  F2( ^), 
[ F'2  ( ^ )].r=9(/)  =  «2  Fi  (0  +  62^2(0. 
Si  l'on  pose 

on  pourra  déterminer  les  constantes  l,,  l,  de  manière 
à  avoir 

(F'^).,.^ç(,)  =  AF(0, 

où  A  est  une  solution  de  Péquatiou 

«1 — A  «2 

^1         ^-2— A 


3.   Différentions  la  relation  (3),  on 


dz 


^  =  ?'(0/[?(0]7; 
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différentions  à  nouveau  celle  dernière  relallon,  on  a, 
en  ayant  égard  à  (3), 

^=r^|î'(0/[ï(0];+¥''(0/[?(0]^- 

L'équation  (i)   sera   transformable  en  elle-même   si 
l'on  a 


d 


La  première  nous  donne 

(4)  <p'(n/['f(r)]  =  a, 

a  étant  la  constante  d'intégration,  d'où  l'on  déduit 

(5)  /(0  =  a'f'(0- 

La  fonction  f  (^t)  sera  donc  déterminée  si  l'on  se 
donne  la  fonction  î2(^).  Si  dans  celte  dernière  relation 
nous  changeons  t  en  C2(/)  et  si  nous  multiplions  les 
deux  membres  par  C5'(/),  on  aura 

?'(0/[?(OJ  =  «?'(0[?'(0]^=?(o, 

d'où  il  résulte,  d'après  (4), 

?'(0[?'(0]/=?(n=ï. 

qu'on  peut  encore  écrire 

^;9[?(0];=.; 

d'où,  en  inlégranl  cette  dernière  relation  depuis  /«  ;>  ^ 
^0  étant  un  zéro  de  C3(0  —  ^^  ^'^  trouve  que  la  fonc- 
tion cp(^)  suj)posée  donnée  doit  être  solution  de  ré(jua- 
lion  fonctionnelle 

'f[?(Oj  =  ^ 
Ann.  de  Mathémat.,  ',•  série,  t.  \IV.  (Juillet   191 'j.)  20 
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équations  dont  toutes  les  solutions  ont  été  déterminées 
par  M.  Lattes  dans  son  article  Su/'  les  coiu'bes  inva- 
riantes par  polaires  réciproques  [Nouvelles  A  anales^ 
juillet  1906),  en  posant,  comme  l'indique  son  raison- 
nement ainsi  que  son  calcul, 

^  =  y(<)  =  F(w)  +  ^{u), 

où  F  et  4>  sont  deux  fonctions  arbitraires,  l'une  paire, 
l'autre  impaire,  définies  dans  le  domaine  àe  u^=  o. 

En  résumé,  l'équation  (i)  est  transformable  en  elle- 
même  par  le  changement  (2)  et  (3)  si  la  fonction  C2(^) 
vérifie  la  relation 

?['f(0]  =  ^ 

et  si  la  fonction y(^)  est  le  produit  de  la  dérivée  d'une 
de  ces  solutions  ^{t)  par  une  constante  arbitraire.  Re- 
marquons que  l'on  peut  particulariser  la  valeur  de  la 
constante  a  sans  diminuer  la  généralité  de  la  fonction 
/"(z),  car  deux  déterminations  de/(/.)  qui  ne  diffèrent 
que  par  un  facteur  constant  peuvent  êtie  considérées 
comme  identiques;  on  aura  donc 

(7)  ■  ?[?(0]  =  ^ 

(8)  /(0/[?(0]-i; 

cette  dernière  s'obtient  en  différentiant  la  relation  (^). 
Il  s'ensuit,  d'après  ce  qui  précède,  que  la  dérivée 
dhine  solution  de  Inéquation  (1)  sur  laquelle  on  fait 
la  substitution  x  ^  o{x)  est  une  solution  de  la  même 
équation  et  ces  deux  solutions  forment  en  général  un 
système  fondamental  de  l'équation  (i). 

4.  Nous  allons  déterminer  l'intégrale  générale,  nous 
allons   la   donner   à   l'aide   d'un    développement    bien 
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connu.  Soient  Xq  une  valeur  de  x  pour  laquelle  la 
fonction/(:r)  est  finie  et  déterminée  et  Xq  à  x  un  in- 
tervalle donné  où  la  fonction  f{x)  est  finie  et  déter- 
minée pour  toutes  les  valeurs  de  x  dans  cet  intervalle; 
enfin  désignons  par  A  et  B  les  valeurs  que  prennent 
la  fonction  y  et  sa  dérivée  pour  ^  =  :ro.  Intégrons  deux 
fois  entre  Xq  et  x  les  deux  membres  de  l'équation  (i), 
on  aura 

jK  =  A -h  B(a:  —  Xo) -h   /      dx  I     f(x)dx; 

multiplions  les  deux  membres  par  /(x),  on  a,  d'a- 
près (i), 


d^ 
dx^ 


kf{x)-^B{x-x,)f{x)-^f{x)J    dxj  f{x)dx: 


en  intégrant  à    nouveau    et   en    continuant    ainsi,    on 
trouve 

(9)    y=      Ai-^-j     dxj     f{x)dx 

-\-  I      dx  j     /(x)dx  j      dx  /     f{x)dxT^...\ 
4- Bhr  — .ro-f-   /      dx         (x  —  x^)  f(x) 

L  «^.'o      ^  »•» 

4-/      dx        f{x)dx  I      dx         {x  —  XQ)/(x)dx 

Le  terme  complémentaire 

n„  =    /      dx  I     f{x)dx...   I      dx  I     f(x)ydx 

est  une  intégrale  multiple  d'ordre  2//,  si  les  deux  suites 
précédentes  renferment  n  termes.  La  loi  de  formation 


(  3o8  ) 

des  termes  est  déterminée,  chaque  terme  se  déduit  du 
précédent  en  le  multipliant  par  f(x)dx-^  et  en  eflec- 
tuant  deux  intégrations  successives  entre  Xq  et  x.  Je  dis 
que  le  terme  complémentaire  Kri  tend  vers  zéro  lorsque 
n  croît  et  que  les  deux  suites  sont  absolument  conver- 
gentes. En  effet,  soient  m  et  M  le  maximum  du  modiUe 
de  la  fonction y(^)  et  y,  dans  l'intervalle  de  Xq  à  x; 
on  a 

mod   /      dcc  I     f{x)dx<,  m.mod ^-j 7 

dx  I     f(x)dx  I      dx  I     f(x)dx<i  m- mod —^ r 

r 

de  même  pour  les  termes  coefficients  de  B, 

dx  I      (x  —  Xq)/(x)  dx  <i  r?i.  mod —^ ?      •••>• 

et 

mod  R„ <  M m«  mod  (^~^'>)''' . 
•ml 

donc,  a  fortiori^ 


\dy  <  -modA(e(^--^o'/^-i-  e-(a:-Xo)v//«) 

H — :modB(e^-^--^o)v/'«—  e-ix-.ro)/' 

2  sfm 


or,  mod  "^-^ -^ — ^—  peut  devenir  plus  petit  qu  une 

quantité  donnée  s,   si  n   croît,   et  si  nous    désignons 
par  a  le  maximum  de  l'ex[)res5ion 


I 

-  m 
1 


\ =modB(e^^-^o'/^— e-'-^"  •^oV'"), 

2  y/'» 
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dans  l'intervaJle  de  Xq  à  x,  valeur  qui  d'ailleurs  est 
indépendante  de  /i,  on  aura 

mod^  <  a  -h  Me, 

inégalité  qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dans 

l'intervalle  considéré;  on    peut  donc  remplacer,  dans 

l'inégalité  précédente,    mody    par   son    maximum    et 

l'on  a 

M  <  a  -f-  M  e, 

d'où 

a 
M  < 

l  —  £ 

Par  conséquent  M  ne  peut  pas  devenir  infini;  donc 
le    terme    complémentaire    R,i,  dont    le    module    est 

moindre  que  Mmod!^^ ,    ^  -^ — >  tend  vers  zéro,  et 

les  deux  séries  précédentes  sont  absolument  conver- 
gentes, puisque  R,,  tend  encore  vers  zéro  si  A  ou  B 
est  nul.  On  remarque  que  les  deux  fonctions  définies 
par  ces  séries  sont  linéairement  indépendantes  et 
comme  chacune  d'elles  est  une  solution  de  l'équation 
difTérenlielle  (i),  l'intégrale  générale  est  donc    ' 

(lo)  y  =  \  u(x) -i-B  v(x), 

en  posant 

(il)      u(x)  =  i  -h  I      dx  j     f{x)dx 

-+-  /      dx  j     f{x)  dx  i     dx  l     f{x)  dx  -h  ..  ., 

(i2)     v{x)  =  X  —  Xq-\-  I     dx  i      {x  —  XQ.)f{x)  dx 

-h  j     dx  I     f(x)dx  I     dx  j     (x  —  x^,)/(x)dx  - 


i 
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5.  Supposons  ,que  la  fonction  f{x)  au  lieu  d'être 
arbitraire,  soit  donnée  par  la  relation  (6)  et  que  la 
fonction  cp  vérifie  la  relation  (7);  supposons  de  plus 
que  la  limite  inférieure  des  intégrales  qui  figurent 
dans  (i  1)  et  (12)  soit  un  zéro  de  la  fonction 

(i3)  ?(^)  —  ^; 

on  remarque,  d'après  (8),  qu'on  a 

mod/(a7o)  =  i; 

par  conséquent  la  fonction /*(^)  est  finie  pour  x  =^  Xq 
et  les  deux  séries  définies  par  (i  i)  et  (12)  sont  encore 
convergentes.  Je  dis  que  l'une  quelconque  de  ces  fonc- 
tions est  égale  à  la  dérivée  de  l'autre  après  avoir  rem- 
placé X  par  çp(^).  En  effet,  les  termes  de  (i  i)  s'écrivent 
en  effectuant  une  première  intégration 

(i4)     u{x)=^i^j      [o{x)  —  XQ']dx 

'      dx  j     /(x)dx  I     [o(x)  —  xo]dx-^.... 

Xo  ^x„  *^Xo 

Remarquons  (|ue  l'on  peut  encore  écrire  les  termes 
de  cette  dernière  série,  à  partir  du  troisième,  comme  il 
suit  :  la  dérivée  du  troisième  terme  étant 

/     f{x)dx   l      [cp(a7)  — .ro]«^.r, 

^    J-O  ^X^ 

on  a  identiquement 

(i5)  /    f{x)dx  I     [^{x)  —  Xo]dx 

'^Xo  ^xo 

Xcp  ( .r  )  ^^(■^-) 

dx  I  [(o{x)  —  Xo]dx^ 

obtenue  en  remplaçant  dans  la  limite  de  l'intégrale  et 
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dans  l'élément  dififérentiel  :r  par  o[x)  et  en  ayant  égard 
à  (8).  En  effet,  posons 

s  =    i  dx  j  [^(^7)  —  Xq 


dx 


changeons  dans  cette  fonction  x  en  <f{x)  et  prenons 
la  dérivée  par  rapport  à  x^  on  aura 

changeons  dans  cette  dernière  égalité  x  en  ^{x),  on  a, 
en  ayant  égard  à  (7)  et  (8), 

s'x  =  f(^)  [^(x)  —  Xo]dx, 

fonction  qui  est  aussi  la  dérivée  par  rapport  à  x  de  la 
fonction 

y     f{x)dx  I     [o{x)  —Xo\dx; 

donc  cette  fonction  et  la  fonction  s,  ayant  même  dérivée, 
diffèrent  par  une  constante,  et  comme  ces  fonctions 
s'annulent  pour  x  ■=  Xq,  cette  fonction  est  donc  nulle 
et  la  relation  (i5)  a  donc  lieu;  on  a  donc,  en  multi- 
pliant les  deux  membres  de  (i5)  par  dx  et  en  intégrant 
entre  Xo  et  x^ 

XX'  ^  .X'  -,  ,X' 

dx  j      f(x)  dx  j      [(f>{x)  —  XQJdx 
-  0  •'"o  •*'o 

dx  j  dx  I  [^(^)  —  Xo]dx. 

La  dérivée  du  quatrième  terme  de  (i4)  étant 

/X  ^  X  ^  X  y%  X 

f(x)dxj     dx  I     f(x)dxj      ['■:^(x)  — Xo\dXj 


(3l2) 

on  démontre  de   la  même  manière  qu'on  a  identique- 


ment 


/    f{^)dx  I     dxf  f{x)dxf    [<:^{x)  —  xç,]dx 

f  dx  j  dx  dx  [o{x)  —  Xo]dx', 

d'où,  en  multipliant  les  deux  membres  par  dx  et  en 
intégrant  entre  x^  et^,  le  quatrième  terme  de  (i  4)  sera 
donc  remplacé  par 

<i^  y  c?a7  /  dx  dx  [(^(x)  — Xo]dx, 

•'  0  J"o  •'"o  ■'"o  J"o 

et  ainsi  de  suite;  donc  la  fonction  u(x)  peut  s'écrire 

(16)    u{x)  =  i -h  j      [^(^)  —  Xo]dx 

-H   /      <ijc  /  dx  j  [^{x)  —  Xo]dx-^..., 

■■^Xo  *^x.  ^  x„ 


où  chaque  terme  se  déduit  du  précédent  en  changeante 
en  cp(e),  en  le  multipliant  par  dx-  et  en  intégrant  une 
première  fois  entre  Xq  et  o(x)  et  une  deuxième  fois 
entre  Xq  et  x. 

Une  remarque  analogue  sera  faite  sur  les  termes  de 
la  ("onction  i^{x)  donnée  par  (12);  ainsi  la  dérivée  par 
rapport  à  e  du  deuxième  terme  de  ^'(x)  étant 

y(x  —  Xo)f{x)  dx, 
•'0 

si  l'on  change  dans  la  limite  de  l'intégrale  et  dans  l'élé- 
ment différentiel  x  en  'f(x)  et  en  ayant  égard  à  (8), 
on  a  identiquement 

{x  —  Xo)f(x)dx=  [^{x)  —  Xo]dx; 
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posons,  comme  précédemment, 

[(f{x)  —  Xo]  dx, 

changeons  dans  cette  relation  x  en  (d[x)  et  en  dérivant 
par  rapport  à  a;,  on  a 

/(^)  (al-).r=cp(.r)  =<J^{x)  —  Xq. 

Changeons  dans  cette  relation  x  en  f  (^),  on  aura, 
d'après  (7)  et  (8), 

^'x  =  (^  — ^o)/(-^); 

on  a  donc 

OL  =  j     (x  —  XQ)f(x)dx, 

puisque  les  deux  fonctions 

j     (x  —  Xo)f(x)dx     et        /  ['f>(^)  —  Xo]dx 

s'annulent  pour  x  =  Xq]  donc  ces  deux  fonctions  sont 
identiques,  par  conséquent, 

dx  \      (x  —  XQ)/(x)dx=j     dx  j  [^(^)  —  Xo]dx. 

On  démontre  de  même  que  le  terme  suivant  de  ^^{x) 
peut  être  remplacé  par 

/J^-  ^'i(-r)  ^Cp(x)  ^?(.r) 

dx  I  dx  j  dx  j  [o{x)  —  XQ]dx, 

et  ainsi  de  suite,  la  loi  de  formation  des  termes  étant 
la  même  que  pour  la  fonction  u{x)',  donc  la  fonction 
i^{x)  sera  définie  par 


(ly  )     ç{x)  =  x  —  Xo^  I      dx  j  [o(x)~Xo]dx 

-+-  dx  dx  j  dx  j  \(^(x)  —  Xo]dx^ 
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Sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  chacune  des 
fonctions  u{x)  et  v{x)  données  par  (i6)  et  (17)  est  la 
dérivée  de  l'autre  après  avoir  fait  la  substitution 
x=z  o(^);  on  peut  donc  poser 

(18)  p(a7)  =  (?<:^)^^ç(.r), 

et  comme  ces  fonctions,  comme  nous  l'avons  vu,  sont 
deux  solutions  linéairement  indépendantes  de  l'équa- 
tion (i),  son  intégrale  générale  est  donc 


y  =  Xu{x)  -+-  B(u'^)x. 


Cp(X)- 


6.  Les  deux  fonctions  u{x)  et  {u'^)x=:f(x)  étant  deux 
solutions  linéairement  indépendantes  de  l'équation 
différentielle  (i),  les  fonctions 


(19) 


M{x)  =  U(x)-^  (Wx).r=:p(.r), 
71(37)=  W(^)  — (w'^).r=9W, 


forment  aussi  un  système  fondamental  de  l'équation  (i). 
Si  nous  prenons  la  dérivée  de  ces  fonctions,  on  a,  en 
ayant  égard  à  l'équation  (i)  et  (8), 

{^'x)x=(f(x)=  w(a7),      (-jt;^)^^^^;^)^  —  11(37). 

Il  s'ensuit  qu'à  chaque  fonction  o(x),  solution  de  (7), 
correspond  une  équation  différentielle  (i)  et  cette 
équation  admet  un  couple  de  solutions  formant  un 
système  fondamental  et  tel  que  si  dans  l'une  d^elles 
on  fait  la  substitution  x  ^=0  (x),  on  obtient  au  signe 
près  sa  dérivée^  de  même  si  sur  la  dérivée  de  Vune 
d^ elles  on  fait  la  même  substitution,  on  obtient  sa 
primitive  au  signe  près  et  à  une  constante  près. 

M.  Lattes,  dans  sa  Thèse  {Sur  les  équations  fonc- 
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tionnelles,  etc.,  Paris,  1906),  et  en  se  plaçant  à  un 
autre  point  de  vue,  a  donné,  à  la  page  92,  un  exemple 
d'une  fonction  telle  que  sa  dérivée  se  déduise  de  la 
fonction  en  effectuant  sur  la  variable  une  substitution 
donnée. 

7.  Comme  application,  considérons  le  cas  où 
(^{x)  =  X,  dans  ce  cas  la  fonction  (i3)  admet  en  parti- 
culier pour  zéro  x  =  o,  en  prenant  pour  limite  infé- 
rieure des  intégrales  ^0=05  et  en  mettant  à  la  place 
de  ^(x)  sa  valeur  x  dans  les  fonctions  u{x)  et  (^(^), 
c'est-à-dire  (uj)a;^(^(^x)^  on  trouve  que  les  fonctions  iù(x) 
et  7:(x)  sont  représentées  par  les  développements  des 
fonctions  exponentielles  e^  et  e~^.  Ce  résultat  est 
d'ailleurs  évident,  car  dans  ce  cas  particulier/*(^)  =1 
el  l'équation  (i)  est  alors 

'i""  Si  o{x)=^  —  X,  la  fonction  (i3)  n'admet  qu'un 
seul  zéro,  ^  =  o,  en  le  prenant  [)our  limite  inférieure 
des  intégrales,  on  trouve  que  les  fonctions  u{x)  et 
v{x)  représentent  la  première  le  développement  de 
cosa:  et  la  dernière  le  sin^,  donc  w(^)  et  '^{x)  sont 
données  par 

to(a7)  =  cos:r -I- sina?, 
71  (.r)  =  coso-  —  sinic. 

Quant  à  l'équation  différentielle  (i),  elle  est,  dans  ce 

cas, 

d'y  ^_ 
dx'^  ^' 

3°  Considérons  en   dernier  lieu  z>(x)=^  -»  les  zéros 

'  ^    ^        X 

delà  fonclion  (i3)  sont  ^  =  ±1    si   l'on   prend   pour 
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limite  inférieure  des  intégrales  ^Tq  =  i ,  on  trouve 

10(^7)  =  \J X    3  cos  {  —  loga:  )  -+-  y/S  sin  (  —  loga?  )    , 

71  {x)  =  sfx       cos  (  —  loga7  )  —  v^3  sin  (  —  logir  )    . 

On  remarque,   en    effet,    qu'il    suffit   de  changer  x 

en  —  pour  obtenir  les  dérivées  de  ces  fonctions  au  signe 

près.  Enfin,  on  remarque  aussi  que  dans  ce  cas  l'équa- 
tion (i)  est 

Clx^  ip2    ^' 

équation  qui  se  ramène,  comme  on  sait,  à  une  équation 
du  même  ordre  à  coefficients  constants. 


AGRÉGATION  UES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 
(COXCOIUS  DE  1913). 


Mathématiques  spéciales. 

I.  Paj'  deux  points  fixes  A  et  k!  (AA.'=  ia),  on 
fait  passer  un  cercle  variable  de  centre  G;  un  cercle 
de  rayon  a  passe  par  le  point  G  et  son  centre  C!  est 
sur  la  perpendiculaire  à  AA'  en  son  milieu^  le  vec~ 
teur  GG'  ayant  toujours  le  même  sens.  Construire 
le  lieu  r  des  points  communs  aux  deux  cercles.  [On 
pourra  exprimer  les  coordonnées  d^ un  point  du  lieu 
en  fonctions  d^un  paramètre.) 

II.  Une  droite  variable  D  perpendiculaire  à  KM 
rencontre  Y  en   quatre  points  M,,  M',,  M2,  M2;  au 
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point  M,  on  peut  associer  un  point  Mj  tel  que  le  mi- 
lieu du  segment  M,  M',  décrive  un  cercle  F,  ;  mon- 
trer que  les  droites  AM,,  A'M',  sont  rectangulaires. 
Construire  le  lieu  des  milieux  de  tous  les  segments 
déterminés  sur  D  par  F. 

m.  Les  hyperboles  équilatères  qui  passent  par  A 
et  k!. rencontrent  F  en  quatre  points  formant  deux 
couples  de  points  associés  M,  et  M\  ;  si  Von  suppose 
un  de  ces  couples  constitué  par  deux  points  fixes  ^  le 
lieu  des  centres  des  hyperboles  correspondantes  est 
un  cercle  ;  quel  est  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle  et 
quelle  est  V enveloppe  de  ce  cercle^  quand  on  fait 
varier  les  points  associés  supposés  fixes  primiti- 
vement ? 

IV.  Les  hyperboles  équilatères  qui  passent  par  A 
et  A'  et  sont  tangentes  à  T  se  distribuent  en  plu- 
sieurs faisceaux  ponctuels  et  une  famille  constituée 
par  des  hyperboles  bitangentes  à  F. 

On  considère  deux  hyperboles  H,  et  Ho  qui  font 
partie  de  cette  famille  et  sont  tangentes  à  F,  l'une 
en  M<  et  M'^,  L'autre  en  M2  et  M.',,  ces  quatre  points 
étant  en  ligne  droite;  montrer  que  la  droite  qui 
joint  le  milieu  de  ]\J,Mj  au  point  de  rencontre  M 
des  tangentes  à  F  en  M,  et  M',  est  tangente  au 
cercle  F,. 

Hi  et  Ho  ont  une  corde  commune  qui  ne  passe  par 
aucun  des  points  A,  A';  soit  P  le  point  oii  cette 
corde  rencontre  AA';  trouver  V enveloppe  de  MF. 

Solution  pah  M""  L.  GRUMEAU,  à  Poitiers. 

I.  Prenons  pour  axes  AA'  et  la  perpendiculaire  en 
son   milieu   O.  Soient  (G)  et  (C)  les  cercles  mobiles 
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de  centre  G  et  C  Si  l'ordonnée  de  G  est  X,  leurs  équa- 
tions respectives  sont 

(G)  :r2H- j2_2XjK=  «S 

(C)  a72_^JK2_(2X  -+-rt)jK-4-  ^-+?.X«  =  O, 

qui  donnent  pour  les  points  de  rencontre 

v=    ,  X^— — • 

-^  la  4  « 

Pour  simplifier  l'écriture,  posons 
d'où 


X  =  ±  y/a {-ip  —  a). 
Alors 

y  =  p -^\^  x'^  =  p{'?.a  —  p)\ 

on  en  déduit  pour  l'écpiation  de  F 

A  chaque   valeur  de  p  correspondent  deux  valeurs 
opposées  de  X,  donc  quatre  points,  d'abscisses 

±  s/p{->.a-  p) 

et  d'ordonnées 

p  ±  \/a{-ip  —  a) 

que  nous  désignerons  par  y,  ely^- 

Pour  construire  P,   il   nous   suffit  de  faire   varier/; 

de  -  à  2a  et  à  cause  de  la  symétrie  par  rapport  à  Ojk, 

nous  ne  prendrons  que  la  valeur  positive  de  x.  La  va- 


nation  se  résume  en 
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On  en  déduit  la  forme  de  la  courbe  donnée  sur  la 
figure.  Elle  piésente  deux  rebroussements  en  A  et  A' 
et  les  tangentes  sont  à  45'*  sur  les  axes. 

H.  Quand  on  se  donne  ^,  on  a  /?  par  l'équation 
p'^ — lap  -\-  x-^=zo,  A  chaque  racine  correspondent 
deux  valeurs  opposées  pour  )^,  donc  deux  points  réels 
ou  imaginaires  dont  le  milieu  [jl,  a  pour  ordonnée  p  et 
la  relation  x--\-p- — lap  =^  o  montre  que  jji,  est  sur 
un  cercle  F,  de  rayon  a  tangent  à  AA'  en  O,  ce  qui 
détermine  l'association  demandée  des  points  M,, -M',  ; 
ceux-ci  devront  donc  correspondre  à  la  même  valeur 
de  p. 

Des  considérations  géométriques  donnent  facilement 
ce  résultat.  Faisons  subir  :  i"  une  symétrie  par  rapport 
à  AA'  à  toute  la  figure,  (G)  vient  en  (G,)  et  (G) 
en  (Gj);  2"  une  symétrie  par  rapport  à  une  parallèle 
à  AA'  menée  par  G)  au  cercle  (Gj)  qui  vient  en  (G") 
et  coupe  (G|)  en  Mj.  Il  est  facile  de  reconnaître  qu'à 
un  point  M  du  lieu  correspond  ainsi  un  autre  point  M^ 
également  du  lieu,  mais  ces  deux  opérations  équivalent 
à  une  translation  —  aX  parallèle  à  Oy.  Le  milieu  a, 
de  M,  M',  se  déduit  donc  de  M,  j)ar  une  translation  pa- 
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rallèle  à  Oy  el  égale  à  —  X,  ce  qui  amène  le  cercle  (C) 
en  r,  langent  à  AA'.  Ces  opérations  montrent  en 
même  temps  que  M',  est  l'oilhocenlre  de  AM,  A'. 
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A  un  point  M,  donné  par  son  abscisse  x  et  corres- 
pondant aux  valeurs  p  et  a  des  p^iramètres,  on  peut 
faire  correspondre  son  associé  (/?,  —  X)  et  le  lieu  du 
milieu  est  F,  ou  l'aulre  racine  p'  de  p-  —  2ap-'rX^=^o 
avec   les  deux  valeurs  =b  V  correspondantes,   les  mi- 


n 
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lieux  ont  alors   pour  ordonnées  y=  — en 

tenant  compte  de /? +/>'=:  2a  et  pp'=x'',  on  en  dé- 
duit l'équation  du  lieu 

a^ x^-  =  (y  —  ay  —  a^~ (j  —  ay -h  a*. 

Le  lieu  se  compose  de  deux  branches  symétriques 
par  rapport  à  Oy.  En  ne  s'occupant  qiie  de  la  branche 
^  >>  o,  ou  voit  qu'elle  aura  même  forme  générale  que 
celle  de  la  courbe  représentant  la  variation  du  trinôme 

bicarré 

{y  —  a)'-*  -\-  a"- { y  —  a  y  -f-  a'* 

et  les  parties  pour  lesquelles   \x\^a  correspondent 
seules  à  des  points  réels  sur  F,. 

111.  Une  hyperbole  équilatère  Hi  passant  par  A,  A', 
rebroussements  de  F,  n'a  évidemment  que  quatre  autres 
points  communs  avec  cette  courbe  du  quatrième  degré. 
Soit  M,  l'un  d'eux,  nous  avons  vu  que  son  associé  M^ 
est  l'orthocentre  de  AM,  A',  il  est  donc  sur  H,  et  si  l'on 
suppose  M,,  M',  lixes,  le  lieu  du  centre  de  H,  est  le 
cercle  des  neuf  points  (y)  du  même  triangle.  Si  Ni,N', 
sont  les  deux  autres  points  associés  sur  H<  à  ANiA' 
ou  AN',  A'  correspondrait  un  second  cercle  (y'),  le 
centre  de  H,  est  à  l'intersection  de  y  et  y'  et  par  suite 
symétrique  de  O  par  rapport  à  la  ligne  des  centres  de 
ces  deux  cercles.  Le  centre  de  (y)  est  le  milieu  de  0[j.), 
il  décrit  donc  un  cercle  (F.^)  homothétique  à  (F,)  dans 
le  rapport  -  et  qui  sera  par  suite  tangent  lui-même 
à  AA'  en  O  avec  un  diamètre  a. 

Quand  M,  et  M\  varient,  (y)  varie  en  passant  par  O  ; 
il  touche  son  enveloppe  au  symétrique  de  O  par  rap- 
port à  la  tangente  au  lieu  de  son  centre,  c'est-à-dire 
au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  la  tan- 

Ann.  de  Matliémat.,  \'  série,  l.  MV.  (Juillet   ujih.)  '-2' 
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génie  à  (F,)  menée  en  pi,  ;  celte  enveloppe  est  donc  la 
podaire  de  (I^)  pour  le  point  O,  c'est-à-dire  une  car- 
dioïde  ayant  O  pour  rebroussement  et  (Fo)  pour  base. 

IV.  Une  hyperbole  H,  passant  par  A,  A'  et  M,  sera 
tangente  à  (T)  en  ce  point  si  un  deuxième  point  vient 
se  confondre  avec  lui.  Ce  deuxième  point  peut  être  son 
associé  M\  mais  nous  avons  vu  que  deux  points  asso- 
ciés correspondent  à  la  même  valeur  de  p  et  à  des  va- 
leurs opposées  de  X,  ce  qui  entraîne  K=  o,  p=  --   Jl 

[  X  ^=dz  a, 
y  a  ainsi  deux  points  M,  <       a 

Rn  chacun  de  ces  poinis  les  hyperboles  sont  tan- 
gentes à  la  courbe  et  par  suite  à  une  parallèle  à  Oy. 
Comme  elles  passent  par  A  et  A',  elles  forment  deux 
faisceaux  ponctuels.  Si  le  point  qui  vient  se  confondre 
avec  M,  n'est  pas  son  associé,  soit  N,  ce  point,  alors 
l'associé  Nj  de  N<  vient  aussi  se  confondre  avec  M\ 
associé  de  M,  et  l'hyperbole  est  bitangente  à  (T).  Une 
telle  hyperbole  aura  pour  centre  le  point  où  (y)  touche 
son  enveloppe,  c'est-à-dire  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  O  sur  la  tangente  en  |j.,  à  F,. 

Considérons  une  hyperbole  H,  rencontrant  F  aux 
points  associés  M,,  M',  et  N,,  N'^,  les  milieux  des 
segments  correspondants  étant  p.,  et  v,,  la  figure 
N,M|  M',  INj  est  un  trapèze  et  les  côtés  non  parallèles 
sont  concourants  avec  la  droite  joignant  les  milieux 
des  bases.  Cette  propriété  aura  encore  lieu  si  N,  se 
rapproche  indéliniment  de  M,  et  montre  que  les  tan- 
gentes en  M,  et  M',  à  (F)  sont  concourantes  avec  la 
tangente  en  [jl,  à  (F,).  M[jl,  est  pour  H,  le  diamètre 
conjugué  de  la  direction  Oy. 

Les  hyperboles  H,  et  Ho  dé  terminées  par  les  points 
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associés  M,,  M'j  (milieu  jji.,)  et  Mg,  M!,  (milieu  ijlo)  au- 
ront leur  seconde  corde  commune  BB'  perpendiculaire 
à  A.\',  car  par  A,  A',  B,  B'  passent  deux  hyperboles  équi- 
latères  et  par  suite  l'un  des  quatres  points  est  l'ortlio- 
centre  du  triangle  formé  par  les  Irois  autres.  Le  milieu  I 
de  BB'  est  donc  à  la  fois  sur  les  tangentes  à  (F,  )  en  u, 
et  iji.2,  donc  à  leur  point  de  rencontre,  par  suite  si  H 
est  le  pied  de  M,  M',  sur  AA',  AH  V  P  forment  une 
division  harmonique.  La  polaire  de  H  par  rapport  à 
l'hyperbole  H,  passe  donc  par  P;  elle  passe  d'autre 
part  au  pôle  M  de  M,  M',,  c'est  donc  la  droite  MP 
et  elle  rencontre  HM|M',  en  H'  conjugué  de  H  [)ar 
rapport  à  M,M'^.  Les  coordonnées  de  P  sont — et  O 
{x  étant  l'abscisse  de  H). 

Celles  de  H' sont  ^  et  ^^^-^'^ 
de  MP  est  donc 

i.  Y 


{p-aY 


eauation 


fi 


ou 


ip-ay- 


\x  -4-/?Y—  «2  =  o 


en  tenant  compte  de  a-  —  x-^[p  —  «)-  ;  cette  équa- 
tion montre  que  MP  est  encore  la  polaire  du  point 
[i.)  (.r,  p)  par  rapport  au  cercle  fixe 

^'^+J'-  — «"  =  o- 

Quand  le  point  |ji,  décrit  (F,),  la  droite  enveloppe 
donc  la  conique,  polaire  récij^roque  de  (F,)  par  rap- 
port à 

x'^  -h y-  —  a-  =  o. 


(Ti)  passant  par  O,  centre  de  ce  cercle,  cette  polaire 
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réciproque    sera    une    parabole    ayant   O    pour   foyer, 
Oy  pour  axe,  y  =  a  pour  direclrice  et  d'équation 

^2  -f-  2  ay  —  «2—0. 

Il  est  évident  que  toutes  les  propriétés  de  Ténoncé 
peuvent  s'étendre  à  des  coniques  en  en  faisant  soit  une 
tr  an  formation  homographi(|ue,  soit  une  perspective. 
Si  I  et  J  sont  les  homologues  des  points  cycliques, 
Thomologue  de  (C)  sera  une  conique  passant  par  les 
homologues  de  A,  A'  et  par  I  et  J,  le  pôle  de  IJ  décri- 
vant j'homologue  de  Oy.  L'homologue  de  (C)  sera 
une  conique  passant  par  I,  J  et  le  pôle  de  IJ,  tangente 
aux  deux  droites  allant  de  A  et  A'  au  point  de  ren- 
contre de  IJ  avec  l'homologue  de  Oy.  Mais  il  est  à 
remarquer  qu'à  un  cercle  (G)  ne  correspondait  qu'un 
cercle  (G)  parce  que  le  vecteur  CC  avait  un  sens  déter- 
miné, cette  restriction  n'est  plus  possible  quand  on 
passe  aux  coniques.  On  trouverait  donc,  en  même 
temps  que  la  quartique  homologue  de  (F),  une 
deuxième  quartique  homologue  de  (F),  (Y')  étant  la 
symétrique  de  (F)  par  rapport  à  AA'. 
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CEUTIFICATS  DE  IIATIIÉMATIOIES  GÉNÉRALES. 


Caen. 


ÉpRKUvii:  THÉORIQUE.  —  I.  1°  Intégrer  l'équation  différen- 
tielle 

y  —  2JK " -+-  ^y  —  ^y  ==  cosix  -{-  x- e^^. 

2"  Déterminer  la  solution  y  de  cette  équation  telle  que, 
si  X  est  infiniment  petit  principal,  y  soit  un  infiniment  petit 
du  troisième  ordre.  Quelle  est  alors  la  partie  principale 
des  infiniment  petits  y,  i  —  cos  j^,  arc  s\\\y,  y  —  arc  sinj)^? 

II.  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ  : 
1°  Montrer  que  les  surfaces  ayant  pour  équation 

où  R  désigne  une  longueur  constante  donnée  et  \  un 
paramètre  arbitraire^  sont  des  cônes  de  révolution  autour 
de  OZ. 

2°  Chercher  Venveloppe  des  génératrices  de  ces  cônes 
situées  dans  le  plan  XOZ.  En  déduire  la  surface  enveloppe 
de  ces  cônes. 

3"  Considérant,  parmi  les  trajectoires  orthogonales  des 
génératrices  précédentes,  celles  qui  passent  par  un  point 
donné  (quelconque)  du  plan  XOZ,  dire  à  l'aide  de  quelle 
construction  géométrique  on  peut  obtenir  les  centres  de 
courbure  en  ce  point  des  trajectoires  considérées. 

Épreuve  pratique.  —  r  En  désignant  par  OX,  OY  deux 
axes  rectangulaires,  et  par  x,  y  les  mesures  de  l'abscisse 
et  de  l'ordonnée  d'un  point  en  centimètres,  construire  la 

courbe 

y  =z  10  e^**  sin  ix. 

Déterminer  en  particulier,  à  i"""  près,  la  valeur  de  la  pre- 
mière ordonnée  maxima  à  droite  de  OY. 

2"  A  partir  de  quelle  valeur  absolue  de  x  la  valeur 
absolue  de  l'ordonnée  y  reste-t-elle  constamment  infé- 
rieure à  Y^  de  millimètre  ? 
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3°  Calculer,  d'une  façon  approchée^  Vair-e  comprise 
entre  OX  et  l'arc  de  courbe  qui  va  du  point  O  jusqu'au 
premier  point  de  rencontre  avec  OX  à  droite  de  0.  Indi- 
quer l'approximation  obtenue. 

(Juin  1912.) 

Épreuve  théorique.  —  I.  i"  Étudier  la  convergence  de 
la  série 

2 

2"  Vérifier  que  dans  l'intervalle  de  convergence  la 
somme  y {x)  de  cette  série  vérifie  la  relation  différentielle 

{\  —  x^)y'—^x'^y  =  o. 

Déduire  de  là  une  expression  de  la  fonction  y  {x)  qui 
la  définisse  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

3"  Calculer  Y  =    /     x^ydx,  et  développer  cette  fonction  Y 

en  série  entière  suivant  les  puissances  de  x. 

II.  i"  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY,  on 
propose  de  déterminer  dans  le  plan  XOY  la  courbe  la 
plus  générale  satisfaisant  à  la  condition  suivante  :  si  l'on 
désigne  par  M  un  point  quelconque  de  la  courbe.,  par  G  le 
centre  de  courbure  de  la  courbe  en  M,  et  par  N  le  point 
d'intersection  de  la  normale  en  M  avec  OX,  le  point  N 
doit  être  le  milieu  de  la  distance  MC.  Faire  voir  que  cette 
courbe  est  une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle  de  rayon 
arbitraire  roulant  sans  glissement  sur  OX,  et  à  laquelle 
on  a  imprimé,  parallèlement  à  OX,  une  translation 
arbitraire. 

2"  Assujettissant  désormais  la  courbe  à  passer  par  le 
point  O,  considérant.,  parmi  ses  points  d'intersection  avec 
la  partie  positive  de  OX,  celui  qui  est  à  la  plus  petite 
distance  de  O,  et  désignant  par  A  le  point  dont  il  s'agit, 
on  propose  de  déterminer  le  centre  de  gravité  de  Varc  OA. 

Épreuve  pratique.  —  Les  trois  axes  OX,  OY,  OZ  étant 
rectangulaires,  on  considère  l'ellipsoïde  de  révolution 
dont  les  trois  demi-axes,  respectivement  dirigés  suivant  OX, 
OY,  OZ,  ont  pour  longueurs 

OA  =  OB  =  i'",         OC  =  2'". 
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i'^  Déterminer  à  i*^™^  près  le  volume  limité  par  l'ellip- 
soïde, le  plan  XOY,  et  le  plan  parallèle  à  XOY  de  cote  75""". 

2"  Déterminer  à  i'^^^  près  la  cote  d'un  plan  P  parallèle 
à  XOY,  tel  que  le  volume  compris  entre  le  plan  XOY,  le 
plan  P  et  l'ellipsoïde  soit  égal  à  2"^*. 

Nota.  —  On  donne  -  =  3,  i4  «  39^6535.. .  ;  on  prendra  dans 
les  calculs  le  nombre  de  décimales  utiles. 

(  Novembre  1912.  ) 

Épreuve  théorique.  —  I.  »"  Intégrer  l'équation  dij}é- 
rentielle 

(i)  y" — "iay' ~\- 'la'^ y  =  {bx -\- \)  e^^^^ 

où  a  et  b  désignent  des  constantes  données. 

On  exprimera  l'intégrale  générale  dans  les  quatre  cas 
suivants  : 

(cl)  a  ^  o^         b  ^  a.,         b^-).a\ 
<  ^  )  a  y^  o,         b  =  a: 

(y)  a  ^  o,         b  =  'ia\ 

<S)  a  =  o. 

2"  Dans  le  cas 

a  ^  o,         b  =  a^ 

déterminer  l'intégrale  particulière  de  l'équation   dijfé- 

2 

rentielle{\)  qui  s'annule  ainsi  que  sa  dérivée  pour  .r  = 

Quelle  est,  lorsqu'on  fait  varier  a.,  l'enveloppe  de  la  courbe 
intégrale  correspondante  ? 

3°  Pour  b  =  a  =  i,  la  courbe  intégrale  particulière 
spécifiée  dans  2"  est 

y=-^(x-^-l)\ 


Calculer  l'aire  comprise  entre  cette  courbe^  l'axe  OY  et 
l'axe  OX. 

II.  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  OX,  OV,   on 
considère  les  deux  paraboles 

<P)  y'^—xpx  =  o, 

<Q)  x'^—  iqy  =  0. 

Sur  (P)  on  prend  un  point  M  de  coordonnées  x,y:  ta 
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tangente  en  M  à  (P)  rencontre  la  parabole  (Q;  en  deux 
points  N,  N'. 

1°  Former  V équation  dont  les  racines  sont  les  abscisses 
des  points   N   et  N',   et  calculer  les  coordonnées  X,  Y  du 
point  I,  milieu  de  NN',  en  fondions  de  y^  ordonnée  de  M. 
2"  Construire  la  courbe  G,  lieu  du  point  I, 
3"  Montrer  que  cette  courbe  G  est  tangente  à  la  para- 
bole (P)  en  un  point  A  dont  on  calculera  les  coordonnées. 

Calculer  le  rapport  des  rayons  de  courbure  de  la 
courbe  G  et  de  la  parabole  (P)  au  point  A. 

Epreuve  pratiqlh;.  —  Etant  donnés  deux  axes  rectangu- 
laires OX,  OY,  sur  lesquels  les  abscisses  x  et  les  ordonnées  y 
sont  mesurées  en  centimètres  : 

i'^  Construire  la  courbe 

y  =  xh{\  -\-  x"^) 

(L  désigne  le  logarithme  népérien.  On  donne  L.io  =  2,3o9.6). 

On  calculera  à  l'aide  des  Tables  de  logarithmes  les 
ordonnées  des  points  d'abscisses  i,  2,  3,  et  les  coefficients 
angulaires  des  tangentes  en  ces  points. 

2"  Calculer  avec  trois  décimales  exactes^  à  l'aide  du 
développement  de  y  en  une  série  entière  par  rapport  à  x., 
les  ordonnées  des  points  ayant  respectivement  pour  abscisses 

o,2j;     o,5;     0,75. 

3°  Calculer  avec  deux  décimales  exactes  l'abscisse  du 
point  ayant  pour  ordonnée  1.  (Juin  1913.) 


Clermont-Ferrand. 

Éprel'VE  théorique.  —  1°  Soient  deux  axes  rectangu- 
laires Oxy.  On  donne  sur  Ox  les  points  A  et  B  tels 
que  OA  =  /,  BA  =  ni  {ly^  o).  On  décrit  les  cercles  V  et  G 
qui  passent  par  A  et  ont  pour  centres  respectifs  les 
points  O  et  B.  On  fait  rouler,  sans  glissement,  G  sur  F  de 
manière  que  la  vitesse  angulaire  du  centre  O'  soit  égale 
à  I,  l'origine  des  temps  étant  l'instant  où  ce  centre  est  en  B. 
Calculer^  en  fonction  de  t^  les  coordonnées  du  point  M 
de  G  qui  se  trouvait  en  K  à  l'origine  des  temps. 
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•2"  Construire  le  centre  de  courbure  en  M  de  cette  trajec- 


toire. Montrer  qu'il  divise  MI  dans  un  rapport  constant^ 
I  désignant  le  point  de  contact  de  G  et  Y. 

3"  Construire  les  vecteurs  vitesse  et  accélération  du 
point  M.  On  montrera  que  le  vecteur  accélération  se 
trouve  sur  la  droite  symétrique  de  MO  par  rapport  à  MI. 

4"  Trouver  les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale 
sous  la  forme  canonique.  En  déduire  que  la  développée  se 
déduit  de  la  trajectoire  par  une  homothétie  de  centre  O, 
suivie  d'une  rotation  autour  de  0.  (Juin  1911-) 


Épreuve  théorfqui:.  —  On  considère  la  parabole  d'équa- 


tion polaire  r 


On  prend  son  sommet  A  pour 


I  -f-  cosO 
origine    des   arcs,   la   demi-tangente  positive  en  ce-  point 

ayant  pour  angle  polaire  -4-  -  • 

i"  Calculer,  en  fonction  de  0,  l'arc  AM  =  5,  V angle 
polaire  de  la  demi- tangente  positive  MT,  Vaire  du 
secteur  AOM  et  le  rayon  de  courbure  en  M.  On  vérifiera 
que  la  perpendiculaire  en  O  à  OM  coupe  le  rayon  de 
courbure  en  son  milieu. 

2"  Un  point  matériel,  de  masse  1,  est  assujetti  à  décrire 
la  parabole  sans  frottement.  Il  est,  en  outre,  attiré  par  O 

suivant  la  force  —  •  On  le  lance  de  A,  dans  le  sens  positif, 

avec  la  vitesse  Vq.  Déterminer  et  décrire  le  mouvement. 
Calculer  la  réaction  en  fonction  de  0.  \'érifier  que,  si  Vq 
est  convenablement  choisie,  cette  réaction  est  constamment 
nulle.  Expliquer  ce  résultat.  (Novembre  191  1.) 


Épreuve    théorique 


Soient    trois    axes    rectangu- 
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laires  Oxyz  et  le  point  A  de  O z  qui  a  pour  cote  i.  Sur  OA 
comme  diamètre^  on  décrit  un  cercle  (G)  dans  le  plan  yO  z. 

Soit  d'autre  part  D  la  première  bissectrice  de  zOx. 

i"  On  prend  un  point  P  sur  (G)  tel  que  l'angle  de  Oy 
avec  OP  soit  égal  à  cp.  On  le  joint  au  point  Q  de  D  qui  a 
même  cote.  On  obtient  une  droite  A,  dont  on  demande  les 
équations.  Trouver  l'équation  de  la  surface  (S)  qu'elle 
engendre  quand  P  décrit  (G), 

2"  On  oriente  ^  de  F  vers  Q.  Désignant  par  M  un  point 
quelconque  de  A,  on  pose  P!V1  =  p.  Calculer  les  coordonnées 
de  M  en  fonction  de  p  et  cp. 

3"  Ligne  de  striction  de  (S)  et  paramètre  de  distribution 
relatif  à  A. 

3 

4°  Construire  la  section  de  (S)  par  le  plan  x  —  --' 

o 

5"  Le  point  M,  supposé  de  masse  i,  est  attiré  par  O  sui- 
vant une  force  égale  à  OM.  On  l'abandonne  de  P  sans 
vitesse  initiale.  Calculer  p  en  fonction  du  temps.  Calculer 
la  réaction. 

Trouver  les  positions  d'équilibre  et  l'équation  polaire 
du  lieu  de  leurs  projections  sur  xOy.  Construire  ce  lieu. 

Épreuve  pratique.  —  Intégrer  le  système  d'équations 
différentielles 

dx  dy 

dt  -^  '         dt 

Déterminer  une  solution  telle  que  x  =  o^y  =^  o  pour  t  =  o. 
Construire  la  courbe  obtenue. 

Déterminer  :  1°  l'aire  comprise  entre  la  courbe  Ox  et  la 
droite  x  =  i  ;  2"  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  la 
droite  a?  =  1 . 

Trouver  les  coordonnées  des  points  d'inflexion  à  0,01  près. 

(Juin  I9r2.) 


Épreuve  théorique,  —  I.  La  droite  xcos(f  -^ y  sin(^ — p  —  o, 
où  p  désigne  une  certaine  fonction  de  cp,  enveloppe  une 
courbe  (C).  Soient  M  le  point  de  contact,  N  le  point  de  ren- 
contre de  la  normale  avec  Ox,V  la  projection  de  l'origine 
sur  la  tangente. 

1°  Déterminer  la  fonction  p  pour  que  l'on  ait  constam- 
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ment 


PO 


I  — n, 


n  désignant  une  constante  donnée. 

•i"  Montrer    que   pour    une    certaine    valeur    de    n    les 
courbes   (C)  [ainsi  obtenues  sont   telles   que   le  rayon  de 

Fig.  1. 


courbure  en  M  soit  fonction  linéaire  de  p.  Parmi  les 
courbes  parallèles  à  (G),  il  y  en  a  alors  une  dont  le 
rayon  de  courbure  est  triple  de  la  normale  limitée  àOx. 
3"  Construire  une  des  courbes  (G)  trouvées  dans  (?.")  et 
calculer  sa  longueur  totale. 

II,  Une  tige  homogène^  d'épaisseur  négligeable.,  de 
masse  m,  de  longueur  il.,  peut  tourner  autour  d'un  axe 
horizontal  0,  qui  lui  est  perpendiculaire  en  son  milieu. 
A    une   extrémité  A  est  fixée   une  sphère   homogène.,   de 


rayon  R,  de  masse  M  et  de  centre  A.  Le  long  de  Oh  peut 
glisser  une  sphère  identique  à  la  première  et  dont  on  fixe 
le  centre  à  une  distance  quelconque  x  de  O.  On  obtient  de 
la  sorte  un  pendule  composé  dont  on  demande  la  durée 
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d'oscillation.    Variations   de   cette   durée   quand   x    croit 

de    o    à    l.    Calculer    la    longueur    du    pendule    simple 

j  ,    ,.  ,  ni        R 

synchrone,  en  négligeant  les  rapports  irr  «^  -y 

Épreuve  pratique.  —  Intégrer  les  équations 

y  ±  y  =  Ae-^-nBe-^H-G  cos(a7  -t-  a)  -f-  a?^. 

(Novembre  1912.) 

Épreuve  théorique.  —  Soient  un  trièdre  trirectangleO xyz 
et  le  point  A  de  O  x  qui  a  pour  abscisse  -\-  i.  On  considère 
le  cylindre  (G),  qui  admet  pour  section  droite  le  cercle 
décrit  dans  xOy  sur  OA  comme  diamètre,  et  le  cône  de 
révolution  (G'),  qui  a  pour  sommet  A,  dont  l'axe  de  révo- 
lution est  parallèle  à  O z  et  dont  l'angle  au  sommet  vaut 
un  droit.  Ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une 
ligne  (F). 

1°  Calculer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de 
cette  ligne  en  fonction  de  l'angle  polaire  <p  de  sa  projec- 
tion sur  xOy. 

1°  Trouver  les  équations  des  projections  de  (F)  sur  les 
plans  de  coordonnées  et  construire  ces  projections. 

3°  Trouver  l'équation  du  conoïde  droit  qui  a  pour  axe  Oz 
et  dont  les  génératrices  s'appuient  sur  (F).  Prouver  que 
les  plans  qui  passent  par  Ox  coupent  ce  conoïde  suivant 
des  ellipses.  Lieux  des  sommets  et  des  foyers  de  ces  ellipses. 

^"Montrer  que  (F)  est  une  sphère  (2)  de  centre  0  et 
calculer  l'aire  de  la  surface  qui  limite  le  volume  commun 
à  (G)  et  (S). 

Épriîuve  pratique.  —  Trouver  une  solution  de  l'équation 
différentielle 

telle  que  y  =  /i,  y'  =  o,  pour  x  =  o. 

Construire  la  courbe  qui  représente  cette  fonction. 

Déterminer  les  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  Oxy 
et  le  rayon  de  courbure  en  ces  points.         (Juin  igiS.) 
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CORRESPONDANCE. 


M.  G.  Fontené.  —  On  a  inséré  dans  le  fascicule  du  mois 
de  mai  la  note  qui  annonçait  en  1892  la  publication  de  VHy- 
peresp.ace.  Je  dois  dire  que  ce  titre  était  mal  choisi,  car  il 
n'indique  pas  l'idée  nouvelle  que  j'ai  introduite;  et,  si  j'avais 
à  le  refaire,  je  me  bornerais  à  montrer  que,  dans  l'espace  réel, 
même  supposé  euclidien,  les  propriétés  métriques  d'une 
corrélation  générale  sont  analogues  à  celles  d'une  pola- 
rité réciproque,  en  un  mot  que  les  idées  de  Gayley  peuvent 
être  étendues.  Quoi  qu'il  en  soit,  je  conseille  à  ceux  qui  vou- 
draient prendre  connaissance  de  cette  théorie  de  lire  d'abord 
une  Note  insérée  au  Bulletin  de  la  Société  mathématique 
pour  1898,  Note  dans  laquelle  j'ai  considéré  les  choses  en 
Géométrie  plane,  et  peut-être  une  autre  Note  parue  dans  le 
même  recueil  en  1904.  Il  y  a  lieu,  d'ailleurs,  de  laisser  de 
côté,  dans  une  première  lecture,  l'Avertissement  placé  en 
tête  de  l'Ouvrage.  Si  le  point  de  vue  auquel  je  me  suis  placé 
rend  assez  pénible  la  lecture  de  cet  Ouvrage,  je  crois  pouvoir 
dire  qu'il  renferme  une  idée  susceptible  de  donner  lieu  à  des 
développements  intéressants. 

E.-N.  Barisien.  —  Au  sujet  de  la  solution  2201  (1914 
p.  287-288).  —  M.  T.  Ono  donne  comme  valeur  commune  des 
deux  intégrales  de  l'énoncé 


"[•lû 


abia'^—  3^2 


2  —  62  )2  (  a*  b'^  )2  4  (  «2  _  ^2  )2  (  ^6  _  ^fi  yi 

~~  \{a*—  6*)2(a6_<?,6)2  ~    (a*—  b'-){a^—b^Y  \  * 
alors  que  je  trouve 

/i(a-f-  6)3(a2H-  62)2(«3_^  ^3)(«4^  a'^b"--^  6^)2' 

Té'h\\\\.'A\.  dont  je  suis  certain  Q,\.    (|ui    n'est    pas  équivalent  au 
résultat  de  M.  T.  Ono. 
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2202. 

(  1913,  p.  96.) 

Soient  A,  B,  G,  D  quatre  sommets  d'un  parallélépipède ^ 
tels  que  deux  quelconques  d'entre  eux  soient  les  sommets 
opposés  d'une  même  face  du  polyèdre.  Soient  G^  un  cône  du 
second  ordre  inscrit  dans  le  trièdrc  formé  par  les  trois 
faces  qui  se  coupent  en  A;  G^,  GcCt  G^  les  cônes  parallèles 
à  Ga  ayant  leurs  sommets  respectifs  en  B,  G,   D. 

Démontrer  que  les  quatre  cônes  passent  par  un  même 

point. 

TiiiÉ. 
Solution. 
Par  M.   K.  B. 

Prenons  comme  tétraèdre  de  référence  A.BGD,  et  soit 

(i)  X  -i-y  -i-  z  -h  t  =  o 

l'équation  du  plan  de  l'infini. 

Les  faces  du  parallélépipède  qui  se  coupent  en  A  sont  les 
plans  menés  par  AB,  AG  et  AD  parallèlement  anx  arêtes  GD, 
DB  et  BG  respectivement.  Elles  ont  pour  équations 

5  H-  ^  =  O,  t-i-y  =  0^  y^z  =  0. 

L'équation  d'un  cône  G^  inscrite  ce  trièdre  peut  s'écrire 


{i)         ±i\/a{z  -^  t)±:  \/b{t  ^y)±  s/c{y  +  z)  =  o. 

On  forme  immédiatement  l'équation  du  cône  G^;,  en  rem- 
plaçant dans  l'équation  (2)  t -\- y  par  —  {x  ^  z)  et  y -\r- z 
par  —  {x  -V-  t)^  ce  qui  donne 


(3)     ±^a{z  -^  t)±  s/—  b(x-^  z)±  /—  c(x-+-  t)  =  o. 

En  effet,  cette  équation  est  bien  celle  d'un  cône  ayant  son 
sommet  en  B  et  ayant  la  même  conique  à  l'infini  que  le 
cône  G^,  à  cause  de  l'équation  (i). 

On  formera  de  môme  les  équations  des  cônes  G^  et  G^  : 


(4)  dz  /—  a{x  —y)  ±  \/b{t  +  j)       d= /— c(a7H-  t)  =  o, 

(5)  ±\/—  a{x  -^  y)±\/—  b{x-^z)±^c{y  -^z)      =  o. 


I 
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Dans  les  équations  (2),  (3)  (4)  et  (5),  les  signes  radicaux 
sont  arbitraires.  On  peut  les  choisir  de  manière  à  mettre  en 
évidence  le  fait  que  les  quatre  cônes  ont  un  point  commun. 
On   prendra  par  exemple  les  formes 


\J a{z  -^  t) 


^bit^y) 


y/ —  a{x 


t) 


sj —  hi^x  -\-  z)  -(- 


—  y/ —  aix 


■y^-s/bU 


y) 


bi  X 


v/c( 

r-^ 

^) 

=  0, 

v/- 

c{x 

-f-O 

=  0, 

v/- 

c{x 

-0 

=  0, 

v/c( 

y  + 

-) 

=  0. 

1    . 

En  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  on  obtient 
une  identité,  ce  qui  établit  la  proposition  énoncée. 

Remarque.  —  On  peut  supposer  que  les  quatre  cônes  G^, 
Çjbi  Oc,  (sfd  sont  de  révolution.  Si  M  est  leur  point  commun, 
ils  sont  tangents  à  un  mênje  cône  de  révolution,  de  sommet  M 
et  parallèle  à  chacun  d'eux. 

Si  l'on  coupe  la  figure  par  un  plan  P,  perpendiculaire  aux 
axes  des  cônes  de  révolution  G^,  G^r,,  etc.,  il  est  facile  de  voir 
qu'on  est  conduit  au  théorème  suivant  : 

Soient  a,  ^,  y  les  trois  côtés  d'un  triangle  et  ol\  (3',  y'  les 
côtés  d'un  second  triangle  respectivement  parallèles  à  ceux 
du  premier.  Les  cercles  inscrits  dans  les  quatre  triangles 
(a|2»Y),  («[^'y')»  (^'^T')'  (^'[^'y)  *^'*^  tangents  à  un  même 
cercle. 

J'ai    démontré    autrement    ce    théorème   (dont   on    précise  | 
l'énoncé   en   introfluisant  la  considération  des  demi-droites  et   » 
des  cycles),  dans  un  article  des  Nouvelles  Annales  (4"  série, 
t.    VII,    1907,  p.    490.    Voir  aussi,  dans  le  même  recueil,  un 
article  de  M.  M.  Fouché  (4'^  série,  t.  VIII,  1908,  p    116). 

Autre  solution  de  M.  T.   Ono. 


OiEsrio\s. 


2222.  —  Soient  (E)  une  ellipse  ayant  pour  axes  Ox  et  Oy, 
M  un  point  de  cette  ellipse.  La  tangente  en  M  à  (K)  coupe 
Ox  et  Oy  eu  a  et  ^;  la  normale  les  coupe  en  a'  et  3'.  Soient  (P) 
la  parabole  tangente  en  O  à  O.r  et  touchant  les  parallèles  à 
la  normale  et  à  la  tangente,  menées  respectivement  par  a  et  a'; 
n*' )  la  parabole  analogue,  obtenue  en  remplaçant  Ox  par  Or. 
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1°  Démontrer  que  les  paraboles  (P)  et  (  P')  ont  même  axe  et 
même  foyer; 

i"  Donner  une  construction  géométrique  simple  He  Taxe  et 
du  foyer  communs. 

F.     1>AL1THAND. 

•2223.  —  Soient  M  et  M'  les  extrémités  de  deux  demi-diamè- 
tres conjugués,  F  et  F'  les  foyers  d'une  ellipse.  Trouver  le  lieu 
du  point  d'intersection  de  MF,  M' F'  ou  de  MF',  M'F. 

T.  OxNO. 

V2224.  —  Étant  donnés  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  si  les 
parallèles  menées  par  A',  B',  G'  respectivement  à  BC,  CA.  AB, 
rencontrent  les  droites  B'C,  C'A',  A'B'  en  trois  points  colli- 
néaires,  de  même,  les  parallèles  menées  par  A,  B,  G  respecti- 
vement à  B'G',  G' A',  A'B',  rencontrent  BG,  GA,  AB  aussi  en 
trois  points  eollinéaires. 

IN.  Abramescu. 

"^  2225.  —  Soient  F  et  G  une  conique  et  le  cercle,  inscrits 
dans  le  triangle  ABG.  Trouver  le  lieu  du  point  de  contact  de 
la  conique  variable  F  avec  la  quatrième  tangente  commune  au 
cercle  G  et  à  la  conique  F.  Étudier  le  cas  particulier  quand  la 
conique  F  est  une  parabole. 

N.  ÂBRAMESCU. 

2226.  —  On  donne  une  ellipse  (ou  une  hyperbole)  et  un 
cercle  ayant  le  même  centre;  trouver  le  lieu  du  point  d'inter- 
section des  tangentes  menées  à  la  conique  par  les  extrémités 

d'un  diamètre  du  cercle. 

T.  Ono. 

2227.  —    Le    lieu    du    point    d'intersection    des     normales 

menées  aux  extrémités  des  diamètres  conjugués  d'une  ellipse 

est  une  courbe  du  sixième  ordre. 

T.  Ono. 

2228.  —  Étant  donnés  deux  faisceaux  de  cercles  o  et  cp',  on 
associe,  à  chaque  cercle  du  faisceau  cp,  le  cercle  du  faisceau  cp' 
qui  lui  est  orthogonal.  Démontrer  que  le  lieu  du  centre  du 
cercle  qui  passe  parleurs  points  d'intersection  et  par  un  point 
fixe  du  plan  est  une  conique. 

R.  GOORMAGHTIGH. 


I 
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[0'2b,e] 

DÉTERi\Ili\ATIO^  DE  LA  TANGENTE  ET  DU  RAYO\  DE 
COLRBllRE  EN  M  POI\T  DE  CERTAINES  COURBES 
PLANES; 

Par  m.  R.   BOUVAIST. 


PREMIERE    PARTIE. 

Théorème.  —  Soient  y*H-Xcp  =  o  un  faisceau 
linéaire  de  courbes  algébriques  planes^  les  courbes 
de  base  f  et  cp  étant  de  degrés  m  et  /i,  et  T  la  courbe 
du  faisceau  passant  par  un  point  O  du  plan. 

i^  La  tangente  à  T  en  O  passe  par  ^intersection 
des  droites  polaires  de  O  par  rapport  à  f  et  cp. 

2°  Si  Çl  et  Qi,  Q'  et  Q\  sont  les  intersections  de 
la  tangente  en  O  açec  les  coniques  polaires  de  O 
par  rapport  à  f  et  (s^V  et  V  les  intersections  de  la 
normale  en  O  avec  les  droites  polaires  de  ce  point 
par  rapport  à  f  et  '^^  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  V  au  point  O  est  donné  par  la  formule 

m  n 

ÔP  ~  ÔP' 


^         m  (m  —  I  )         n{n  —  i  ) 
OQ.OQ'   ~  OQi.OQ; 

1°  Les  droites  polaires  du  point  O  par  rapport  à 
toutes  les  courbes  du  faisceau  f-{-  Xcp  passent  par  un 
point  fixe,  qui  doit  être  sur  la  tangente  en  O  à  F,  tan- 
gente qui  est  la  polaire  de  O  par  rapport  à  F. 

2"   Soient 

J    =  Jm  -^  fin-\  -h  .  •  . 

H-Aa72-t-2B^^-l-G/2_|_2D:r-f-'2E7-^F  =o, 

çp  =  cp„-Hcp„_,-h..  . 

-h  A'a72-f-  lYi' xy  ->r  C y'^ -\-  iD' x  -h  -y.YJ y  ^  V  =  o 
Ann.  de  Malhémat.,  ^  série,  t.  XIV.  (AoiU-Sept.  1914.)     22 
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les  courbes  de  base  du  faisceau,  les  axes  élant  la  tan- 
gente et  la  normale  en  O  à  la  courbe  T.   SI  p  est  le 
rayon  de  courbure  de  F  en  O,  on  a 

ou,  puisque  F  -H  ).F^  =^  o, 

E  _  £ 
F        F' 

F        F' 

Les  droites  polaires  de  O  par  rapport  à  /et  cp  sont 

2D:r-+-2EjK-4-/nF  =o, 
iD'cc  -+-  2 E'y  -H  n¥'  =  o  ; 

les  coniques  polaires  sont 

A  572+ 2B  iTK 4- G72-1- (,H  —  OC-zD  a7  +  2E7) 4 


m(m  —  i)  p  _ 


A'^2_|_2B'irj-i-C>2H-(;î_i)(2D'^  +  2E»+^^-^^^ F'-o 

on  en  déduil 


OQ.OQ,=  '^^A^^^-^=^^,  OQ'.OQA 


A 

d'où 


A' 


P  = 


7?î  71 


fn(m  —  i)         n{n  —  i) 
OQ.OQ'   ~  OQi.OQ'i 


Remarque.  —  Si  l'on  désigne  par  A,,  A2,  •  •  -,  A,„  les 
points  d'intersection  d'une  droite  OAi  Ao  ...  avec/, 
la  droite  polaire  de  O  par  rapport  à  /  est  le  lieu  des 
points  P,  tels  que 

m    _  "^    1 
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la  conique   polaire  de  O  par  rapport  à  /  est  de  même 
le  lieu  des  points  Q  tels  que 

m 


OQ        0A,7  \0Q        OAy 

1 

on  voit  donc  que,  si  l'on  peut  déterminer  les  points 
d'intersection  de  deux  droites  passant  par  O  avec  / 
et  cp,  on  peut  construire  la  tangente  en  O  à  F,  et  si  de 
plus  on  peut  déterminer  les  intersections  de  cette  tan- 
gente avec/ et  cp,  on  peut  construire  le  rayon  de  cour- 
bure de  r  en  O. 

Construction  de  la  formule 


OP       OP' 


m  {in  —  I  )         n{n 


I) 


OQ.OQ'         OQi.OQ'i 


La  droite 


OQ.OQi 


X 

OQ.OQi       

'km  {m  —  I  )  {m  —  i  )  O  P 

OQ\OO^i)  OQ\OQ^, 

\n{n  —  \)  (Al  — i)OP' 


coupe  visiblement  la  normale  Oy  au  point  d'ordon- 
née 0.  Le  cercle  PQQi  coupe  Oy  en  P,  ;  le  cercle  PP,  A, 
A  étant  un  point  quelconque  de  O^,  coupe  Ox  en  R; 
on  a 

OQ.OQi  ^         ^„       OP.OPi       OQ.OQ.. 


OPi 


OP 


et 


OR 


OA 


OA 


de  P,  et  R  on  déduit  le  point  S  de  coordonnées 

OR  QPi 

ni{ni  —  I )     m  —  i  ^ 

on    construit    de    même    le    point    S'    en    partant    des 
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points  P',  Q',  Q',  ;  la  droite  TS'   coupe   O  )'  en   T    et 
l'on  a  OT  =  p. 

Cas  particuliers.  —  i°  Courbes  A<  Ao  . . .  A;^  =  K". 
—  Nous  supposons  que  A^-^  ^  cosa/ +  y  sina/  —  pi\ 
les  courbes  considérées  sont  donc  les  courbes  n'ayant 
pas  de  points  communs  à  distances  finies  avec  leurs 
asymptotes. 

Détermination  de  la  tangente.  —  Dans  le  cas 
actuel,  la  courbe  co  est  la  droite  de  l'infini;  la  tangente 
en  un  point  O  de  la  courbe  considérée  est  donc  paral- 
lèle à  sa  droite  polaire  par  rapport  aux  asymptotes. 

Détermination  du  rayon  de  courbure.  —  La  for- 
mule  générale  donne  (/^—i)p=  ^p  >  1^  cercle  PQQ' 
coupe  la  normale  en  N  et  ON  =  (n — i)p.  Les 
points  Q  et  Q'  sont  d'ailleurs  symétriques  par  rapport 
à  O.  Dans  le  cas  des  coniques,  on  a  les  propositions 
suivantes  : 

La  tangente  en  un  pointW  d'une  hyperbole  coupe 
les  asymptotes  en  A  et  B;  la  parallèle  à  AB,  menée 
par  le  centre  de  la  courbe.,  coupe  la  normale  en  M  au 
point  N;  le  cercle  ABN  coupe  la  normale  en  un 
point  N'  tel  que  MN'  est  égal  au  rayon  de  courbure 
en  M. 

Et  encore  : 

OA  et  OB  étant  un  couple  de  diamètres  conjugués 
d^une  ellipse  de  centre  O,  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  la  tangente  en  A  coupe  cette  tan- 
gente en  P,  la  perpendiculaire  élevée  en  B  à  la 
droite  PB  coupe  OP  en  P',  PP'  est  égal  au  rayon 
de  courbure  ou  point  A. 

Remarquons  aussi   que  la  méthode    ci-dessus    s'ap- 
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plique  à  la  conchoïde  de  Kùlp  x'^  (y^  +  a^)  —  a''  =  o 
{Nouvelles  Annales,  igiS,  p.  igS). 

1^  Courbes  du  troisième  ordre.  —  L'équalion 
d'une  courbe  de  degré  m  peut  s'écrire  sous  la  forme 
A,  A2...A,„4-cp„j_2  =  o,  A,,  A2,  ...,  A;„  étant  les  asymp- 
totes de  Ja  courbe,  cp^_2  un  polynôme  de  degré  m  —  2 
en  ^  et  jk;  la  méthode  générale  s'appliquera  donc  à 
toutes  les  courbes,  telles  qu'on  puisse  déterminer  la 
droite  et  la  conique  polaire  d'un  point  par  rapport  à  la 
courbe  cp„j_2  =  o  :  c'est  le  cas  des  courbes  du  troisième 
ordre  pour  lesquelles  on  a  Ai  A2  A3  +  a^  A/,  r=  o  ;  on  voit 
donc  que  : 

La  tangente  en  un  point  quelconque  d'' une  courbe 
du  troisième  ordre  passe  par  Vintersection  de  la 
droite  polaire  de  ce  point  par  rapport  aux  asymp- 
totes,  et  de  la  droite  joignant  les  points  dHnter- 
section  de  la  courbe  et  des  asymptotes. 

La  formule  générale  donne  pour  expression  du  rayon 

de  courbure 

OQ.OQ'       OQ.OQ' 


P  = 


2OP  60P' 


expression  qui  se  construit  immédiatement. 

Remarquons  enfin  que  la  détermination  de  la  droite 
et  de  la  conique  polaire  d'un  point  par  rapport  à  trois 
droites  est  particulièrement  simple;  on  sait  en  effet  que 
si  O  est  le  point  donné  et  ABC  le  triangle  des  trois 
droites,  les  droites  AO,  BO,  CO  coupent  BC,  G  A,  AB 
en  a,  (3,  y;  les  droites  py,  ya,  a  [3  coupent  BG,  G  A,  AB 
en  L,  M,  N;  la  droite  LMN  est  la  droite  polaire  de  O, 
et  la  conique  polaire  est  circonscrite  au  triangle  ABG 
et  admet  pour  tangentes  en  A,  B,  G  les  droites  LA, 
MB,  NG. 


(  342  ) 
S""    Courbes    du    quatrième    ordre.    — ■    Pour   ces 

courbes  on  a 

A1A2A3A4-H  a2cp2=  o, 

la  courbe  02  =  0  étant  une  conique  ;  donc  : 

La  tangente  en  un  point  d'' une  courbe  du  qua- 
trième ordre  passe  par  V intersection  des  droites 
polaires  de  ce  point  par  rapport  aux  asymptotes^  et 
par  rapport  à  la  conique  passant  par  les  points 
d^ intersection  à  distance  finie  de  la  courbe  et  de  ses 
asymptotes. 

Le  rayon  de  courbure  s'obtiendra  en  construisant, 
comme  il  a  été  dit  plus  haut,  la  formule  générale. 

Remarque.  —  Pour  obtenir  la  droite  et  la  conique 
polaire  d'un  point  par  rapport  à  quatre  droites  A,,  A2, 
A3,  A4,  on  remarquera  que  la  droite  et  la  conique 
cherchées  coupent  A4  par  exemple  aux  points  dinter- 
section  de  cette  droite  avec  la  droite  et  la  conique 
polaire  du  point  donné  par  rapport  à  A,,  A2,  A3.  On 
construirait  de  même  la  droite  et  la  conique  polaire 
d'un  point  par  rapport  à  un  système  de  n  droites. 

4^  Courbes  d'ordre  supérieur  au  quatrième.  — 
Pour  ces  courbes  A<  A2  ...  Ap-|-cpp_2  =  o  la  méthode  ne 
s'appliquera  que  si  la  courbe  ^p-2  =  o  se  décompose  en 
un  système  de  droites  et  de  coniques,  tout  au  moins 
dans  le  cas  général.  Remarquons  encore  que  la  méthode 
générale  s'applique  aux  courbes 

Al  A2  . . .  A,j  -^  X  A'i  Ao  . . .  A',,  =  o 
OU 

A/  ^  X  cos  a^  -\- y  siii  a/  —  /?,; 

elle  conduit  en  particulier  à  une  solution  très  simple  du 
problème  suivant  :  Construire  le  rayon  de  courbure 


à 
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en  un  point   cf  une   conique   déterminée  par   cinq 
points. 

Remarque.  —  La  nature  des  points  à  l'infini  d'une 
courbe  pouvant  modifier  à  la  fois  la  construction  de  la 
droite  et  de  la  conique  polaire  d'un  point  par  rapport 
aux  asymptotes,  et  la  courbe  C9^_2,  on  aurait,  en  envisa- 
geant les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  un  grand 
nombre  de  propositions  particulières  qui  ne  peuvent 
trouver  place  dans  un  exposé  aussi  sommaire. 

En  voici  quelques  exemples  : 

Soient  r  une  cubique  admettcint  une  asymptote 
simple  D  coupant  la  courbe  en  A,  et  une  asymptote 
de  rebroussement  A,  M  un  point  de  la  courbe,  la 
parallèle  à  D  menée  par  M  coupe  A  en  M<;  si  Von 
prend  surOM^  le  point  M\  tel  que  OM'^  =  3  OM, ,  la 
droite  passant  par  M',  et  r  intersection  de  D  et  de  A, 
coupe  la  parallèle  à  A  menée  par  A  <?/i  T;  TM  est  la 
tangente  àT  en  M. 

Soit  r  une  cubique  circulaire  passant  par  son 
foyer  singulier  F  et  d^ asymptote  D;  soient  M  un 
point  de  la  courbe^  A  la  perpendiculaire  menée  à 
MF  en  F,  les  parallèles  à  D  e^  A  menées  par  Mcow- 
pent  A  en  M,,  D  en  M2;  si  Von  prend  sur  0M|  et 

OM2  les  points  M',  et  M^    tels   que  O  M  ,  =  -  OM , , 

0M'2  =  3OM2,  la  droite  M^  M2  coupe  la  tangente 
e/2  F  à  r  eAi  T,  TM  est  la  tangente  à  F  g/i  M. 

Soit  F  une  quartique  bicirculaire  à  asymptotes 
d^ inflexion  ;  soient  M  un  point  de  cette  courbe^  F  et  ¥' 
les  foyers  singuliers;  la  tangente  en  M  à  V  est  paral- 
lèle à  la  polaire  de  M  par  rapport  aux  perpendicu- 
laires en  F  et  F'  à  MF  et  MF'. 
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DEUXIÈME    PARTIE. 

Considérons  dans  le  plan  n  points  fixes  Pi,  Pa, .  .  .,Pn? 
et  supposons  que  les  distances  ri,  r^,  ...,  r,i  d'un  point 
variable  O  à  ces  points  fixes  soient  liées  par  la  relation 
/"(Ti, /'2,  ..., /^/i)  =  o  ;  dans  ces  conditions  le  point  O 
décrit  une  courbe  G;  déterminons  la  tangente  et  le  rajon 
de  courbure  en  O  à  cette  courbe. 

Prenons  pour  axes  la  tangente  et  la  normale 
en  O  à  G;  nous  avons 

n 

y'x  =  —^=^o,       d'où      /^  =  V/;,r;_;,=  o, 

Jy  ^ 

ou,  en  désignant  par  a/ l'angle  a^OP/, 

n 

2/;.cosa,  =  o; 

1 

donc  :   la  normale  au   point  O  de  la  courbe  G  est  la 
résultante  des  vecteurs  08^=/^^.  portés  sur  OP^ 

Gette  construction  est  bien  connue. 

Le  raj'on  p  en  O  est  donné  par  la  formule 

d'où,  en  remarquant  que 


rijf.  =  cosa/  et 

/•'.,  =  sina/  : 


^//..sina,- 


^(/,.2  cos2a/-i-  2/,:^,..  cosa,-  cosay)  ^2^fr,  — ;:— 


Gette  formule  conduit  à  des  constructions  géomé- 
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triques  simples  dans  un   certain   nombre   de   cas  que 
nous  allons  étudier  rapidement. 

i"   Courbes  n,  /'<  +  /?2''2  4--  •  •+  /?«/'//  =  K.  —  Nous 


aurons 


la  perpendiculaire  élevée  en  P/  à  la  droite  OP/  coupe  la 
normale  en  G  au  point  IN/  et  l'on  a 

sina/  _      I 

TT  "on;' 

d'où 

Jimd  _ -v^  //lésina  A 

^      "^2^  \"ôNr/  ■ 

Pour  déterminer  la  normale  en  O  nous  avons  porté 
sur  les  droites  OP^  des  segments  08;=:  m  et  nous  avons 
pris  leur  résultante,  la  longueur  de  cette  résultante  est 
égale  à  S  /2,sin  a^,  et  si  T/  est  la  projection  de  S/  sur  la 
normale,  OT^  = /i/sin  a/.  Nous  sommes  donc  ramenés 
à  construire  un  segment  p  déterminé  par  la  relation 

m  H-  /i  -+-...-+-  A  -h  /  fn  n  l 

connaissant  les  quantités  m,  ai,  ...,  /  et  les  points 
N,,  N2,  ...,  N,;.  La  construction  est  immédiate,  il  suffît 
de  déterminer  les  points  N^  telsque  ON/.  0N;  =  K^,  de 
construire  le  point  G'  tels  que 

m  ON't  -4-  n  ON^,  -f- .  ■  .  H-  lOKi 


h  +  / 


et  enfin  le  point  G  tel  que   OG.OG'=  K-;  le   point  G 
sera  le  centre  de  courbure  cliercbé. 
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Remarque.  —  Parmi  les  courbes  étudiées  se  trouvent 
les  quartiques  bicirculaires  pour  lesquelles,  ;-,,  r\^  r^ 
désignant  les  dislances  d'un  point  de  la  courbe  à  trois 
foyers,  on  a  /ti +m/'2  4-/^^3  =  o,  et  les  cubiques 
circulaires  qui  correspondent  au  cas  où  /=iim±Ai  =  o. 

Cas  particulier.  —  Un  cas  particulièrement  simple 
est  celui  des  cartésiennes  pour  lesquelles  on  a 
n{  r^  -\-  11^  ^2  =  K.. 

Supposons  par  exemple  /z,  et  ^2  de  même  signe,  la 
normale  sera  comprise  entre  les  droites  FO,  F'O,  F  et 
F'    étant    les    fojers    (cette    supposition    ne    diminue 
d'ailleurs  en  rien  la  généralité  du  raisonnement  quiva 
suivre);  soit  xOx'  la  tangente  en  O;  posons 

FOiP  =  a,  F'0:r'=  [^; 

nous  aurons 

I  Ti  r. 


p  /Il  sina  -f-  ^2  sin  [3    ' 

nous  avons  aussi  n^  cosa  =  AZ2  cos  p  et  en  désignant  par 
N  l'intersection  de  la  normale  avec  FF'  : 

ON(ri  cosa  -f-  r,  cos  (3)  =  i\  /'2  sin(a  H-  ^), 
d'où 

7'i  cosa  +  ^9  cos  s  „sin5a  sin^  3 

'-  =  7-2  COS  P    ^^, h  ri  cos  a 


ON  '  0I\ 


la  perpendiculaire  élevée  à  ON  en  N  coupe  OF  en  A^ 
OF'  en  A';  les  perpendiculaires  à  ces  droites  en  A  et  A'^ 
coupent  O  IN  en  B  et  B^;  on  a 


ON         OB  ON         OB' 

d'où 

ri  cosa -4- 7-2  cos  ^1  _  /'2  cos  [3        ri  cosa 

~p  ~  ~ÔB  ^     OB' 
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relation    qui    montre    que   le    rapport    anliarmonique 

OB      GB  .      ,  ,   raCOsB        Ocp'     ^  ,,   .  , 

TT7T7  '  T^TTr  cst  es^al  a !-==  -7-^»  Lj  clesis^nan t  le  centre 

OB      GB  ^  ri  cos  a        Ocp  ^ 

de  courbure  en  O,  cp  et  o'  les  projections  de  F  et  F'  sur 

la  tangente  xOx',  d'où  la  construction  suivante  : 

Soit  O  un  point  cV une  cartésienne  de  foyers  F 
et  F^,  soitN  lepoint  d'intersection  de  la  normale  en  O 
avec  FF',  soient  cp  et  cp'  les  projections  de  F  et  ¥'  sur 
la  tangente  en  O  ;  la  perpendiculaire  à  ON  en  N 
coupe  OF,  OF'  e/i  A  et  A',  /e5  perpendiculaires  à 
ces  droites  en  A  e^  A'  coupent  ON  e/i  B  et  B',  /e5^^ 
droites  Bcs'  g^  B'cs  ^e  coupent  en  K,  /a  projection  du 
point  K  5w;'  ON  ^5^  /^  centre  de  courbure  en  O. 

Remarque.  —  Si  /Zi  ==  =tz  i ,  /Zo  =  =t  i ,  on  retrouve  la 
construction  classique  du  centre  de  courbure  en  un 
point  d'une  conique. 

2"  Courbes  r^r^-'-ra^^^" .  —  On  a 
■^cosa/cosay       "^  sin^a^- 


"^  s  i  n  a^- 
2à~T~ 


OU,  en  désignant  par  T/  et  N/  les  points  d'intersection 
de  la  perpendiculaire  en  P/  à  OP/  avec  la  tangente  et  la 
normale  en  O, 


Posons 


Zd  on;- 


0T,.0Ty=  OM-,      om,-.om;=  /2,      on,.on;=  /% 


(  348  ) 
nous  aurons 


p 


P  y  ON',: 


une  suite  de  moyennes  proportionnelles  donnera  donc 
le  segment  p. 

Cassiniennes.  —  L'équation  des  cassiniennes  est 
/-,  /'2  =  K2;  en  employant  les  notations  qui  nous  ont 
servi  dans  le  cas  des  cartésiennes,  nous  aurons 

I  __  /-j  sin^a  -\-  r\  sin^  ^i  —  ir^  r^  cosa  cos(3 
p  /■ir2(sinar2H- sinp/'i) 

d'où,  en  tenant  compte  des  relations 

r2  cosa  =  Ti  cosp, 


(a) 


ON(ri  cosa  ■+-  r^  cos^)  =  i\r^  sin(a  -i-  P) 
i\  cos  p  4-  ri  cosa 


„  cosfTT  —  2a)                      cosCtt  —  23 
=  /-s  ces  p -^ ^  4-  r,  cosa ^^^ 


et  le  raisonnement  employé  dans  le  cas  des  cartésiennes 
nous  conduit  à  la  construction  suivante  : 

Soient  O  un  point  cV une  cassinienne  de  foyers 
F  et  F',  N  le  point  d^ intersection  de  la  normale  en  O 
avec  FF',  cp  et  cp'  /e5  projections  de  F  e^  F'  sur  la 
tangente  en  O;  la  perpendiculaire  à  ON  en  N  reAZ- 
contre  les  droites  OA  e^  OA'  symétriques  de  la 
normale  ON  par  rapport  à  OF,  OF'  en  A  et  A'; 
si  l'on  porte  sur  ON  les  segments  OB  =  OA, 
0B'=  OA'  et  que  Von  joigne  les  points  B,  cp',  B',  cp, 
les  droites  Bcp',  Bcp  se  coupent  en  K,  la  projection 
de  K  sur  ON  ^5/  le  centre  de  courbure  en  O. 
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Remarque.  —  Précisons  la  construction  précédente; 
elle  se  déduit  immédiatement  de  la  formule  (a),  qui 
peut  s'écrire 

Ocp'-4-  Ocp  _  Oj^        _0o_ 
OG      '~  "~ÔB  ^  ÔB^' 
avec 

I  C0S(7T 9.  a) 

OB    ""  ON  ' 

T  cosCt:  —  2  [3)  ^ 

ÔB^  ""  ON  ' 

l'équation  de  la  courbe  étant  /'<  ^2  =  K/^,  la  normale  est 
toujours  située  dans  l'angle  FOF',  et  l'on  a  ol-{-^  <^7z^ 
un  seul  des  cosinus,  cos  (tt — aa),  cos(7r  —  2(3)  peut 
être  négatif;  la  construction  précédente  sera  absolument 
générale,  si  l'on  porte  le  segment  OB  correspondant 
au  cosinus  positif  dans  le  sens  ON,  le  segment  OB' 
correspondant  au  cosinus  négatif  dans  le  sens 
opposé. 

Généralisation.  —  Considérons  d'une  façon  plus 
générale  la  courbe  r'"  /-'^  =  }^m+n-^  la  formule  générale 
appliquée  à  ce  cas  particulier  donne,  si  l'on  ûent 
compte  de  la  relation  m  r2  cos  a  =  /i  r,  cos  p, 

Tj  cosa  -f-  f\  cos  3 


„  005(71  —  2a)  005(71  —  23) 


formule  identique  à  celle  trouvée  dans  le  cas  des  cassi- 
niennes  ;  la  construction  donnée  du  centre  de  courbure 
en  un  point  de  ces  courbes  s'applique  donc  aux  courbes 
r"''  r."  =  K.'^^''""  quels  que  soient  les  exposants  m  et  n. 

3°    Courbes   /?,  r]'  +  /^2  ^^  -h  •  •  •  +  Pn  r]]"  -+-  K^    — 
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Nous  aurons 


2j  ^iPi^^}'~^[i'^i~  i)cos^a/+  sin^a^ 


sina. 


OU,  en  posant  X//?,/'^'~^  =  ^^~^ai, 

i=  n 

^-7^[(X/—  i)  cos2a,-+  sin^a/] 


^  ai  sina/ 


on  obtiendra  donc  p  par  une  série  de  quatrièmes 
proportionnelles. 

Cas    particulier.    —    Dans    le    cas    de    la    courbe 
pr'l'  -{-qr'.l  =  'KP,  on  a 

•     r,  cosa -h  ^2  cosS        r2  cos  B  -on 

— i !-  =       -, ,,      r (  ^  —  i)  cos^a  -+-  sin2a] 

p  ON      "-^  ^  -■ 

^1   COSa  r,  •      oOI 

"^ âN~  [('^-Ocos2p-+-sin2[3], 

formule  qui  conduit  à  uue  construction  identique  à 
celle  donnée  pour  les  cartésiennes  et  les  cassiniennes, 
après  avoir  construit  les  segments 


I           (m 

—  i)cos2a  -f-  sin^a 

OB    ~" 

I           (n- 

OiN 
-i)cos2  3-+-sin2[3 

OB'  ~~ 

ON 

TROISIEME    PARTIE. 


Considérons  dans  le  plan   un  certain  nombre  n  de 
droites   fixes   A,,    A2,    ...,    A^j,    et   supposons  que   les 
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distances  d'un  point  G  variable  du  plan  à  ces  droites 
soient  liées  par  la  relation  /(A,,  Ao,  ...,  A,j)  =  o 
(A/  =  ^  cos  a/ H-j'sin  a^  —  pi);  le  point  O  décrit  une 
courbe  C,  dont  nous  allons  déterminer  la  tangente  et  le 
rayon  de  courbure  en  O. 

Si  les  axes  sont  la  tangente  et  la  normale  en  O,  nous 
aurons 

yx=o,  d'où  ^/a,  cosa/  =  o; 

donc  la  tangente  en  O  est  la  résultante  des  vecteurs 
OSi=f'^.  portés  sur  les  perpendiculaires  abaissées 
de  O  sur  les  droites  fixes. 

Quant  au  rayon  de  courbure  en  O,  il  est  donné  par 
la  formule 


y  sin  a,/^ . 

,  =  &.=  ± 

2  cos2a,/^2  +  2^  ces  a,-  cosay/;^._^^ 
1  1 

Appliquons  cette  formule  à  quelques  cas  particuliers. 

I "  Courbes  n,  A'/  -\- n^  t^l-\-...^ tip  A^  =  R«.  —Nous 
aurons 

2  /«/Af~^  sina,- 

p  = =^ ; 

{n  —  i)  >    n^l'-    ^  cos2a/ 
d'où,  en  posant  rii^"'-  =  a"~'^  Ui^ 

>    Ui  cos^a/ 

formule  c[ue  l'on  construira  par  une  série  de  quatrièmes 
proportionnelles. 
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Cas  particulier,  —  Supposons  a?/=  i,  n 


9  =  ^ 


La  parallèle  à  une  droite  A/,  menée  par  O,  coupe 
en  M;- la  parallèle  à  la  tangente,  menée  par  l'extrémité 
du  vecteur  résultant  des  distances  du  point  O  aux 
droites  A,;  la  perpendiculaire  à  OM^  en  M/  coupe  la 
normale  en  N/,  el  l'on  a 

n 

1 

construction  qui  s'appliquera  en  particulier  pour 
l'ellipse  A^H-Ag^K^  qui  admet  A,  et  Ao  pour  dia- 
mètres conjugués  égaux. 

2°  Courbes 

Al  A2  .  .  .  A,,  =  K«,  Ai  A2  .  .  .  A„  -+-  A  A',  A^  .  .  .  A^  =  K«. 

L'application  à  ces  courbes  de  la  méthode  ci-dessus 
conduirait  aux  mêmes  résultats  que  celle  exposée  dans 
la  première  partie. 

QUATRIÈME    PARTIE. 

Considérons,  dans  le  plan,  n  points  fixes  et  p  droites 
fixes,  et  supposons  que  les  distances  d'un  point 
variable  O  du  plan  à  ces  points  et  droites  fixes  soient 
liées  par  la  relation /(r< ,  /'2,  •••,  l'n^  A,,  A2,  ...,  A^)r=o; 
le  point  O  décrit  une  courbe  C;  nous  allons  déterminer 
la  tangente  et  le  rayon  de  courbure  à  G  en  ce  point. 

Prenons  comme  axes  la  tangente  et  la  normale  à  G 
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en  O.  Nous  aurons  j^L  =  o  ou,  en  désignant  par  a/  et  8^ 
les  angles  que  la  directiou  positive  de  l'axe  des  x  fait 
avec  la  droite  joignant  l'origine  au  point  fixe  P/,  et  avec 
la  normale  menée  de  l'origine  à  la  droite  A^-, 

n  p 

^  cosa,/^.-t-2/;.,cos0,=  o. 
1  1 

La  laiigente  est  donc  la  résultante  des  vecleurs 
OAi=//.^  portés  sur  les  droites  OP^etdes  vecteurs 
0B/  =  /"^.  portés  sur  les  normales  issues  de  O  aux 
droites  A/. 

Le  rayon  de  courbure  en  O  sera  donné  par  la 
formule 


2 Ai  sina.-h^/;.,  COS0,- 


1 

-+-  2^^.,..  COSa/COsOy^-^/;?  COS2  0,-  l 


Cas  particuliers.  —  i"  Courbe  ;•,  — cA,  =o, 
conique  de  foyer  F,  de  directrice  A  et  d'excen- 
tricité e.  —  Des  formules  précédentes  on  déduit  immé- 
diatement que  : 

La  tangente  en  un  point  M  d'une  conique  de 
foyer  ¥  et  de  directrice  ^  passe  par  le  point  d'inter- 
section de  la  directrice  avec  la  perpendiculaire 
élevée  en  ¥  à  la  droite  MF. 

La  directrice  A  et  la  perpendiculaiie  élevée 
en  F  à  M¥  coupent  la  tangente  et  la  normale^ 
en  A  et  B,  P  e^  Q;  r antiparallèle  à  AB,  menée  par 
A,  coupe  la  normale  en  B';    r  antiparallèle   à  BP, 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  XI\'.  (AoiU-Scpl.  uji/i-)     ^3 
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menée  par  B',  coupe  la  tangente  en  A';  la  parallèle  à 
la  tangente  menée  par  B'  coupe  la  parallèle  à  la 
normale  menée  par  A'  en  N,  la  droite  FN  coupe  la 
normale  en  N',  ON'  est  égal  au  rayon  de  courbure 
enO, 

2°  Considérons  comme  deuxième  et  dernier  exemple 
les  cubiques  circulaires  r\à.^  — a-Ao^o;  l'application 
des  formules  données  montre  que  : 

La  symétrique  de  l'asymptote  par  rapport  à  un 
point  M  d'une  cubique  circulaire  de  foyer  singu- 
lier F  coupe  la  droite  joignant  les  points  d'inter- 
section de  la  cubique  et  de  ses  asymptotes  en  P;  la 
conjuguée  harmonique  de  MP  par  rapport  à  ces 
deux  droites  coupe  (a  perpendiculaire  élevée  en  F 
àM¥  en  Q,  MQ^est  la  tangente  en  M. 

La  formule  du  rayon  de  courbure  nous  conduirait  à 
une  construction  identique  à  celle  indiquée  dans  la 
première  Partie. 


[0^2e] 

CONSTRUCTION  DU  CENTRE  DE  COURBURE 
DE  LA  CONCHOÏDE  DE  KULP; 

Par  m.  F.  BALITRAND. 


La  conchoïde  de  Kulp  est  définie  de  la  façon  sui- 
vante (')  :  On  donne  un  cercle  G  de  centre  O,  de 
rayon  a  et  la  tangente  AT  à  l'extrémité  A  du  dia- 
mètre AA';  un  rayon  variable  rencontre  C  en  P  et  AT 
en  N;  les  parallèles  menées  par  P  et  N  respectivement 

(^)  Voir  Nouvelles  Annales,  igrS,  p.   igSet  575. 


4 
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à  AT  et  OA  se  coupent  en  un  point  M,  dont  le  lieu  est 
la  conchoïde  de  Kulp. 

Prenons  comme  axe  des  x  le  diamètre  OA,  comme 


axe  désole  diamètre  perpendiculaire;  désignons  parjc 
etj  les  coordonnées  de  P,  par  Ç  et  r,  celles  de  M,  par  X 
et  Y  les  coordonnées  courantes. 
L'équation  du  cercle  C  est 

X2-i-Y2— a2=o. 

On  a  entre  les  coordonnées  de  P  et  de  M  les  rela- 
tions 


1  = 


-n  = 


-^        a 
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La  tangente  en  M  à  la'conchoïde  a  pour  équation 


Elle  passe  par  le  point  de  coordonnées  2^  et 

Menons  la  perpendiculaire  en  O  à  OP.  Elle  coupe 
la  droite  AT  en  un  point  N,  dont  l'ordonnée  est  égale 

à  —  —.  Soit  N,  Q  la  parallèle  à  O^  menée  par  ce  point. 

Si  l'on  projette  M  en  a  sur  N,  Q  et  en  [3  sur  Oy,  la  tan- 
gente en  M  est  parallèle  à  a  p.  Autrement  dit,  si  l'on 
prend  sur  N,  Q  le  point  Q  tel  que  aQ=j3M,  la 
droite  MQest  la  tangente  en  M.  Donc  : 

Pour  aK'oir  la  tangente  en  M  à  la  conchoïde^  il 
suffit  de  mener  une  droite  qui^  limitée  à  Oy  e^  N,  Q, 
ait  son  milieu  en  ce  point. 

Les  coordonnées  de  Q  sont  2^  et Lorsque  P 

décrit  le  cercle  C,  Q  décrit  la  courbe 

X2       Y2       «2       °* 

Elle  est  bien  connue;  nous  allons  néanmoins  donner 
explicitement  la  construction  de  sa  tangente.  Son 
équation  est 

y  H = -(X  — 2^). 

y  2jK^ 

Elle  passe  par  le  point  d'intersection  des  deux  droites. 

X         Yy 
IX        ax 

Xy  -f-  2aY  =  o. 

La  première  représente  la  droite  qui  joint  les  projec- 
tions y  et  8  de  Q  sur  Ox  et  O7;  la  seconde,   la  sjmé- 
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Irique  par  rapport  à  O^,  de  celle  qui  va  de  l'origine  au 
point  de  rencontre  de  MN  et  de  yô. 

La  connaissance  de  cette  tangente  suffît  pour  la  con- 
struction du  centre  de  courbure  de  la  conchoïde. 

En  effet,  prenons  une  seconde  position  Q<  M^R^  de 
la  tangente  QMR.  Les  points  M  et  M,  étant  respecti- 
vement les  milieux  des  segments  QR  et  Q,R,,  il  en 
résulte,  d'après  un  théorème  classique,  que  les  deux 
droites  QMR,  Q,M<Ri  elles  trois  cordes  QQi,  MM,, 
RR<,  sont  cinq  tangentes  d'une  parabole. 

Soit  S  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  à  la 
conchoïde.  Considérons  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
MSM,. 

Par  rapport  à  la  parabole,  il  est  circonscrit  à  un 
triangle  circonscrit  à  la  parabole.  A  la  limite,  lorsque 
les  deux  tangentes  coïncident,  il  est  langent  à  la  para- 
bole en  M  et  son  rayon  est  le  quart  du  rajon  de  cour- 
bure de  la  parabole. 

Par  rapport  à  la  conchoïde,  il  est  circonscrit  à  un 
triangle  formé  par  deux  points  de  cette  courbe  et  le 
point  de  rencontre  des  tangentes  en  ces  points.  A  la 
limite,  il  est  tangent  à  la  conchoïde  et  son  rayon  e^st  la 
moitié  du  rayon  de  courbure  de  cette  courbe. 

Autrement  dit,  le  rayon  de  courbure  de  la  conchoïde 
est  la  moitié  de  celui  de  la  parabole.  Par  suite,  il  est 
égal  au  segment  de  normale  à  la  courbe  compris 
entre  le  point  M  et  la  directrice  de  la  parabole. 

Or  cette  directrice  est  facile  à  construire.  Il  suffit 
d'appliquer  deux  fois  le  théorème  de  Sleiner  : 

«  Le  point  de  concours  des  hauteurs  d\in  triangle 
circonscrit  à   une  parabole  est  sur  la  directrice    » 

aux  deux  triangles  infiniment  aplatis  formés  par  la  tan- 
gente  QMR,   le  point  de  contact  M  et  les  tangentes 
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en  Q  et  R.   On  obtient  ainsi  la  construction  suivante  : 

Après  avoir  construit  la  tangente  en  Q  à  la  courbe 
lieu  de  ce  poijit^  on  abaisse  de  M  une  perpendicu- 
laire sur  cette  tangente  et  Von  prend  son  point  de 
/^encontre  avec  la  perpendiculaire  en  Q  à  MQ;  on 
construit  de  ?nême  le  point  de  rencontre  de  la  per- 
pendiculaire en  R  à  MR  avec  MN;  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  de  rencontre  détermine  sur  la 
normale  en  M  à  /a  conchoïde  un  segment  égal  au 
rayon  de  courbure. 

On  peut  aussi  arriver  à  la  détermination  de  ce  centre 
de  courbure  par  voie  analytique.  Considérons  la  para- 
bole 

X2_aX  — 3Y  — Y  =  o. 

On  peut  choisir  les  coefficients  a,  [^,  y  de  façon 
qu'elle  passe  en  P  et  josculele  cercle  (..  Enefi'ectuant 
les  calculs,  on  trouve 

«2X2—  •i^(a2_^_  j2)X  —  273Y  H-  «2(^2^  y1^  =,  o. 

Si  on  lui  fait  subir  la  transformation  qui  fait  corres- 
pondre la  conchoïde  de  Kulp  au  cercle  G,  on  trouve 
comme  transformée  une  courbe,  osculatrice  en  M  à  la 
conchoïde,  et  dont  Téquation  est 

a3X2—  2y3XY  — 2aa^(a2  4- j/2)x  +  a3(a2+^2^  ^  o. 

C'est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  en  évi- 
dence. Elles  ont  pour  équations 

X  =  o,         a^X  —  ly^Y  —  iax{a'^ -\- y^)  =  o. 

Cette  dernière  représente  une  droite  menée  par  Q, 
symétrique,  par  rapport  à  O^,  de  la  tangente  en  Q  à 
la  courbe  lieu  de  ce  point. 

On  connaît  donc  les  deux  asymptotes  de  l'hyperbole. 
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Dès  Jors,  la  construction  de  son  cercle  osculateiir  en  M 
est  un  problème  facile  et  connu.  Il  suffît,  par  exemple, 
de  déterminer  ses  axes^    ce   qui    est   immédiat,    pour 
retomber  sur  un  problème  tout  à  fait  classique. 


[0^6h] 

SIR  LA  RECHERCHE  DES  SURFACES  MMU; 

Par  m.  C.  CLAPIER. 


1.  Considérons  le  champ  des  normales  à  une  famille 
de  surfaces  /(^,  JK,  5)  =  const.  Par  chaque  point 
M  (^,  JK,  z)  de  l'espace,  il  passe  une  droite  de  ce  champ, 
MN  dont  les  cosinus  directeurs  (c,  c',  c")  sont  fonctions 
de  (x,  y,  z)  ;  nous  allons  montrer  que  la  courbure 
moyenne  de  la  surface  de  la  famille,  qui  passe  en  ce 
point,  est  donnée  par  la  formule 

I  I  /Oc         ôc         dc'X 

Nous  avons  en  elFet,  sur  une  ligne  de  courbure  de  la 
surface,  les  foimules  d'Olinde  Rodriguez 

dx  -\-  Kdc  =  o,         dy  -^  K  de'  =  o ,         dz  -^  K  de"  =  o, 

R  étant  positif  quand  NlM  est  dirigé  vers  le  centre  de 
courbure  correspondant. 

La  première  équation  peut  s'écrire 

dx  -h  rI  -—dx-\ dy-^  —  dz)  =  o 

\0x  <)y    -^        dz       I 

avec 

c  dx  -^  c'  dy  -h  c"  dz  =  o. 

11  en  résulte  que  les  dx  et  dy  d'une  ligne  de  courbure 
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vérifient  la  relation 

(.)[o»(,-.Rg-Rog..^K(o'|-c'^).^=o. 
On  trouverait  de  même  la  condition 

Et  l'élimination  de  dx  et  dy  nous  donne  une  équation 
du  second  degré  qui  est  salisfaite  pour  les  deux  rayons 
de  courbure  R<  et  R2.  On  en  déduit 

,,  de  de  ,,  de'  ,  de' 

e' c— -f-c"- c'-- 

I  I        •  dx  dz  dy  dz 

r7  "^  r;  ^  7'  ' 

en  tenant  compte  de  la  relation 

de  ,  de'         ,,  de" 

c- h  c \-  e  -—  =0, 

dz  dz  dz 

il  vient  la  formule  (1). 

Pour  a|)pliquer  cette  formule,  on  déterminei^a  c,  c\ 
c"  par  les  égalités 

<^     _    c'     _    <^"  I 

~df^W^~¥~ 

dx 


ày  àz         Y   [ai)   -^[â^)    +[à-z) 


Si  la  surface  est  donnée  sous  la  forme  z  =  ^{^1  y)y 
c'  ne  contient  pas  z,  et  si  l'on  pose  dz  ^  pdx  -\-  qdy^ 


X  = 


nous  avons 

II.  Une  surface  minima  est   telle  que   sa  courbure 


1 
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moj'enne  est  nulle  en  chacun  de  ses  points  B,  -j-Ro  =  o. 
D'après  le  résultat  précédent,  pour  obtenir  une  fa- 
mille de  surfaces  minima,  nous  devrons  choisir  trois 
fonctions  uniformes  c,  c' ,  d'  de  (^,  y,  s),  satisfaisant 
aux  conditions 

,^.  de         de         de" 

dx        dy         dz 

et  telles  que  l'équation  aux  différentielles  totales 

c  dx  H-  c'  dy  -{-  e"  dz  ^  o 

soit  intégrable. 

On  sait  que  la  condition  d'intégrabilité  est  exprimée 
par  l'identité 

/de'        dc"\  ,  I  àe"        dc\         „  /  àc         de' \ 

Appliquons  au  cas  simple  où  l'on  prend 

^'^      '-JÎFT'      '^ÂD'      ^-^'''^y- 

qui  satisfont  à  la  condition  (5).  Nous  avons 

,dc"  de"         ,  l de       dc'\  de"  ,, — -if-^pf 

I  =  c e^---\-  c -—     =ap-— -I-  ae' •'       ''''    , 

dx  dy  \dy       dx  )  '    dp  /2 

avec 


=\/-f 


''-%■ 

'f-             de" 

-'       7i- 

Égalant  I  à  o,  on  Trouve   que  /(p)   doit  satisfaire   à 
l'équation  difïérentielle 

a2p2_.,/2_H//'û=o. 
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Celte  équation  peut  s'écrire 


___,__,,.p; 


elle  est  facilement  intégrable  comme  équation  linéaire 
et  l'on  trouve 


(8)  /=pv/a2H-ap2. 

Pour  obtenir  les  surfaces  minima  correspondantes, 
nous  porterons  les  valeurs  (7)  et  (8)  dans  l'équation 
cdx  +  ddy  -|-  c" clz  =  o  ;  ce  qui  nous  donne 


d'où 


,              X  rïy  —  y  dx 
a  dz  z=  a  — ^- ^- —  ; 

^2  -^  y2      ' 


y 

(9)  a^  =  a  arc  tang— +  [^, 

qui  représente  une  famille  d'hélicoïdes  gauches  à  plan 
directeur. 


III.  Parmi  toutes  les  surfaces  qui  passent  par  un 
contour  donné,  celle  dont  l'aire  est  minima  est  une 
surface  minima;  autrement  dit  :  toutes  les  surfaces 
minima  qui  passent  par  un  même  contour  ont  la  même 
aire. 

On  peut  démontrer  cette  propriété  caractéristique 
en  se  servant  de  la  condition  (5).  Soient,  en  effet, 
deux  de  ces  surfaces  limitant  un  volume  t  et  appli- 
quons à  ce  volume  la  formule  relative  à  la  divergence 
d'un  flux, 

a,  ^,  Y  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  exté- 
rieure. La  première  intégrale  est  nulle  d'après  (5)  et  la 
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seconde  se  réduit  à 

S,  étant  l'aire  de  la  première  surface  minima  et  S2 
l'aire  de  la  surface  minima  voisine  qui  passe  par  le 
même  contour;  on  a  donc 

Si  =  S2. 


[0'5b] 

SIR  LES   SPHÉROÏDES; 

ParM.  L.  KOLLROS. 


Dans  la  séance  du  i'^'  avril  1914  de  la  Société  mathé- 
matique de  France,  M.  Lebesgue  a  énoncé  quelques 
propriétés  des  courbes  de  largeur  constante,  des  orbi- 
formes^  comme  il  les  appelle  ;  il  a  rappelé,  en  parti- 
culier, que  toutes  les  orbiformes  de  largeur  donnée  d 
ont  la  même  longueur  ;  le  cercle  a  la  plus  grande 
surface  ;  l'aire  minimum  est  celle  du  triangle  curviligne 
de  Reuleaux  (  '  )  formé  de  trois  arcs  de  circonférence 
ayant  respectivement  pour  centres  les  sommets  d'un 
triangle  équilatéral  et  pour  rayon  le  côté  d  de  ce 
triangle. 

Appelons  sphéroïdes  les  surfaces  de  largeur  cons- 
tante ;  leurs  projections  orthogonales  sur  un  plan 
quelconque  sont  évidemment  des  orbiformes;  elles  ont 
donc  toutes  un  pourtour  de  même  longueur  (^).   Or, 

('  )  Keuleaux,  Theoriscke  Kinematik^  t.  I,  p.  100.  Braunscliweig, 
187.5. 

(')  Minkowski  a  démontré  {Œuvres,  t.  II,  p.  277)  que,  récipro- 
quement, tout  corps  de  pourtour  constant  est  un  sphéroïde. 
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d'après  un  théorème  remarquable  de  Minkowski 
{OEuvres^  t.  II,  p.  21 5),  l'aire  d'un  corps  convexe,  en 
particulier  d'un  sphéroïde,  est  égale  à  quatre  fois  la 
moyenne  arithmétique  des  aires  de  ses  projections 
orthogonales  dans  toutes  les  directions.  Il  en  résulte 
immédiatement  que  les  sphéroïdes  de  largeur  donnée 
n'ont  pas  toutes  la  même  aire  et  que  la  sphère  a  la 
plus  grande  {a  fortiorile  plus  grand  volume). 

[La  plus  petite  aire  et  le  volume  minimum  sonl  pro- 
bablement (je  ne  l'ai  pas  encore  démontré)  ceux  du 
sphéroïde  qu'on  obtient  en  décrivant,  autour  de  chaque 
sommet  d'un  tétraèdre  régulier  ABGD  comme  centre, 
une  sphère  passant  par  les  trois  autres  sommets  et  en 
tronquant  trois  des  six  arêtes  ainsi  obtenues,  par 
exemple  AB,  AG  et  AD  à  l'aide  de  tores  ;  le  segment 
de  tore  arrondissant  l'arête  AB,  par  exemple,  est  celui 
qu'on  obtient  en  faisant  tourner  l'arc  de  cercle  AB  de 
centre  G  autour  de  l'arête  AB  du  tétraèdre.  Il  existe  un 
modèle  de  cette  surface  (0-] 


[M^6ba] 

NOTE  SUR  LA  COURBE  DE  YIVIANI; 

Par  M"«  Anne  de  PRÉHYR. 


1.    La    courbe    de   Viviani    est   l'intersection   de    la 
sphère 


et  du  cylindre 


^z^_yz_^^z—    , 


x^-{-  y'^  —  ^  =  o- 


(1)   Voir   Schilling  et   Meissner,    Zeitschrift  fiir   Math,    und 
Physik^  t.  LX,  1912. 
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2.  On  peut  prendre  des  coordonnées  curvilignes  sur 

la  sphère  pour  que  l'équation  de  la  courbe  de  Viviani 

soit 

w  =  p. 

On  tire  de  là  un  mode  de  construction  de  la  courbe 
sur  la  sphère  rappelant  celui  de  la  slrophoïde  dans  le 
plan. 

3.  Les  plans  tangents  à  la  sphère  aux  points  de  la 
courbe  de  Viviani  engendrent  une  surface  développable 
dont  l'arête  de  rebroussement  y  est  une  développée  de 
la  courbe  de  Viviani  et  dont  l'intersection  avec  le 
plan  xy  est  la  parabole  P  de  fojer  (o,  o,  o)  et  de 
sommet  (i ,  o,  o). 

4.  Les  tangentes  à  la  courbe  de  Viviani  déterminent 
une  surface  développable  dont  la  trace  sur  le  plan  xy 
est  la  cissoïde  F  podaire  de  la  parabole  P  pour  son 
sommet. 

On  tire  de  là  une  construction  géométrique  facile  du 
plan  osculaleur  et  du  centre  de  courbure  à  la  courbe  de 
Viviani. 

Le  lieu  du  centre  de  courbure  est  la  courbe  inverse 
de  y  par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées  et  pour  la 
puissance  i , 

5.  La  projection  stéréographique  de  la  courbe  de 
Viviani  sur  le  plan  xy  est  la  strophoïde  droite  dont  le 
sommet  est  le  point  (o,  o,  o)  et  le  point  double,  le 
point  (i ,  o,  o). 

6.  La  projection  stéréographique  de  la  courbe  de 
Viviani  sur  le  plan  yz  est  une  lemniscate  de  Bernoulli 
ou  une  hyperbole  équilatère  suivant  que  le  pôle  de 
projection  est  le  point  ( —  [ ,  o,  o)  ou  le  point  (i ,  o,  o). 
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7.  Le  conoïde  droit  dont  Taxe  est  l'axe  des  z  et  la 
directrice,  la  courbe  de  Viviani,  coupe  le  cylindre 
X'-\-y^=.\  sidvant  deux  ellipses. 


[K^2b] 

RELATION  D'EIILER  ENTRE  LE  CERCLE  CIRCONSCRIT  A  IIN 

TRIANGLE  ET  LES  CERCLES  TANGENTS  AUX  TROIS  COTÉS 

DE  CE  TRIANGLE; 

Par  m.  Bertrand  GAMBIER, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Rennes. 


Je  considère  le  triangle  ABC  inscrit  dans  un  cercle 
de  centre  O  et  rayon  R;  j'appelle  I,  F,  F,  FMes  centres 
des  cercles  inscrit  et  exinscrits.  La  bissectrice  AIL 
perce  le  cercle  O  en  D  et  l'on  a  DB  =  DGr=Dl  rzzDF; 
la  bissectrice  Al'^F^  perce  le  cercle  O  en  D'  et  l'on  a 

D'un  point  P  de  Ail'  comme  centre,  je  décris  le  cercle 

de  rayon  PQ  =  /-  tangent  aux  deux  côtés  de  l'angle  A; 

soit  0P  =  ^.    Les    triangles  semblables  APQ,  DD'C 

donnent 

r        AP 
T^TT  =  -5-         ou         2R/'  =  AP.DG. 
DG       2  R 

En  prenant  un  sens  positif  sur  AD  nous  écrirons 

(I) 

d'où,  par  addition  et  soustraction. 


2Rr=  AP.ID  =  AP.Dl', 
^2_R2  =  PA.PD; 


<i2_R2_^2R,.^  AP.ID -i-AP.  DP  ^  AP.IP, 
^2_  R2_  aR,.  ^  AP.I'D  4-  AP.DP  -^  AP.I'P. 
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La  démonstration  est  indépendante  de  la  position  de  P 
sur  AD  :  si  P  coïncide  avec  I,  on  a 

(3)  d^=R-^—iKr; 

si  P  coïncide  avec  F, 

(4)  d^=K'-~{-iï\r. 

Ce  sont  les  relations  dites  d'Euler. 


Si  l'on  prend  un  point  Pi  sur  la  demi-droite  Al",  on 
a  de  même,  en  posant  encore  P,  Q,  =  /',  0P<  :=  d, 


(5) 
d'où 

(6) 


2R/=  APi.D'J"=  APi.l'D, 


di—Ki-irR  =  APi(rD'4-D'P,)  =  APi.l"P, 
^/2_R2_^.^,.R  =  AP,(r"D'-t-D'P,)  =  APt.I'P 
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En  nous  servant  des  relations  (2)  ou  (6)  nous  dé- 
montrons aisément  les  réciproques  :  si  deux  cercles  de 
centre  O  et  P  satisfont  à  la  relation  (3)  ou  à  la  rela- 
tion (4)5  nn  point  quelconque  du  cercle  O  est  le  som- 
met d'un  triangle  inscrit  dans  le  cercle  O,  et  qui  admet 
pour  cercle  inscrit  ou  exinscrit  le  cercle  P. 

En  effet,  supposons  vérifiée  la  relation  (3)  :  on  en 
déduit  R  >>  2/',  d<iK  —  r;  donc  le  cercle  P  est  tout 
entier  intérieur  au  cercle  O  :  d'un  point  A  du  cercle  O 
je  mène  les  tangentes  au  cercle  P,  elles  coupent  le 
cercle  O  de  nouveau  en  B  et  C;  la  première  relation  (2) 
devient  AP.IP  =  o,  donc  P  coïncide  avec  J. 

Supposons  au  contraire  vérifiée  la  relation  (4)  '•  elle 
entraîne  K<i  d <^K  -\-  ?\  On  voit  aisément  que  si 
6/<<3R,  les  deux  cercles  sont  sécants,  tandis  que  si 
<i;>  3R,  le  cercle  P  contient  le  cercle  O  tout  entier  à 
son  intérieur;  nous  nous  bornerons  donc  au  cas 
6/<3R. 

Je  prends  un  point  A  sur  la  portion  du  cercle  O  ex- 
térieure au  cercle  P  et  je  recommence  la  même  cons- 
truction :  si  le  cercle  P  est  inscrit  dans  l'angle  BAC, 
la  seconde  relation  (2)  me  donne  FP  =  o  ;  si  le  cercle  P 
est  inscrit  dans  l'un  des  angles  adjacents  à  BAC,  dans 
l'angle  B'AC,  par  exemple,  je  me  sers  de  la  première 
relation  (6)  qui  me  donne  FP  =  o;  de  toute  façon, 
P  coïncide  avec  le  centre  de  l'un  des  cercles  exinsciits 
an  triangle  ABC. 
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[M^4b] 

IVOTE  SIR  LES  COURBES  PLANES  DE  GENRE  IN; 

Par  m.  M.-F.  EGAN, 


Soit  une  courbe  C  de  degré  n  et  de  genre  i .  Consi- 
dérons les  courbes  adjointes^  de  degré  n  —  2,  passant 
par  les  points  doubles  de  C  (qu'on  peut  supposer  dis- 
tincts l'un  de  l'autre)  et  par  n  —  2  points  Q  pris 
sur  C.  Les  courbes  ^  dépendent  linéairement  d'un 
paramètre  A;  soit 

*  =  /— X^  =  o 

leur  équation.  Chacune  d'elles  rencontre  la  courbe  C 
en  deux  points  to  variables  avec  A.  Nous  dirons  qu'une 
courbe  <î>  est  tangente  à  C  lorsque  ces  deux  points  se 
confondent. 

Il  ressort  de  la  théorie  classique  des  courbes  de 
genre  i  que  quatre  des  courbes  <I>  sont  tangentes  à  C; 
que  le  rapport  anharmonique  R  des  paramètres  X  de 
ces  quatre  courbes  est  indépendant  de  la  façon  dont  on 
a  choisi  les  points  Q;  que  R  est  un  invariant  pour  toute 
transformation  birationnelle  de  C;  enfin,  que  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  courbe  C  soit 
transformable  en  C  est  qu'on  ait  R  =  R'. 

Dans  le  cas  des  cubiques,  R  est  le  rapport  anhar- 
monique des  quatre  tangentes  issues  d'un  point  de  la 
courbe. 

L'objet  de  cette  Note  est  d'indiquer  une  démonstra- 
tion très  simple  de  ces  propositions. 

On  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  C 
par  des  fonctions  elliptiques  d'une  variable  u.  Alors  la 

Ann.  de  Malhémat.,  4*  série,  t.  XIV.  (Aoùt-Sept.  1914.)     2/4 
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fonction  'k(u)  =f(x,  y)  :  ^(^,  y)  est  du  second  ordre. 
En  effet,  la  courbe  4>o  =/ — 'kog'  =  o  rencontre  C  en 
deux  points  en  dehors  des  points  fixes,  donc  l'équation 
X  (m)  =  Xo  admet  deux  solutions  dans  un  parallélo- 
gramme des  périodes.  Supposons  qu'on  ait  choisi 
pour  ^  l'une  des  courbes  <ï>  qui  sont  tangentes  à  C; 
soit  Uo  l'affixe  de  son  point  de  contact.  Alors  \(u) 
admet  Uq  comme  pôle  double  ;  on  a  donc 

l{u)  =  A  p  (  w  —  Wo  )  +  B . 

Les  valeurs  de  u  autres  que  Mq)  répondant  aux  points  de 
contact  de  C  avec  celles  des  courbes  <ï>  qui  lui  sont  tan- 
gentes, sont  visiblement  les  zéros  de  V  (u),  c'est- 
à-dire  Uo-^io^,  W0+W2,  Wo-f-wg.  Les  valeurs  de  X 
répondant  aux   quatre  courbes  <I>  tangentes  à  C  sont 

donc 

co,     Aei4-B,     Ae^-hB,     Ae3+ B; 
d'où 

R  =  (co,  e,,  e,,  es). 

On  voit  que  R  garde  sa  valeur,  soit  qu'on  fasse  varier 
les  points  Q,  soit  qu'on  soumette  G  à  une  transforma- 
tion birationnelle.  Il  s'ensuit  aussi  que  la  condition 
R  =  R'  est  nécessaire  pour  que  C  puisse  se  transformer 
enC. 

Pour  montrer  que  cette  condition  est  suffisante,  on 
remarque  que  la  valeur  de  R  détermine  celle  de  l'inva- 
riant absolu  g'I  :  gl.  Or,  en  mettant  u  =  A(^,  on  a 

On  peut  donc  considérer  «o  et  ^3  comme  déterminés 
lorsque  ^-^i  ^3  l'est.  Donc,  lorsque  R  =  R',  on  peut 
exprimer  les  coordonnées  des  points  de  C  et  de  Q  par 
des  fonctions  elliptiques  ayant  les  mêmes  invariants. 
Cela  posé,  on  peut  transformer  soit  G,  soit  C  en  la 


(  h^ 

cubique  '  ^v»  :/•; 

ce  qui  achève  la  démonstration. 


CERTIFICAT  D'APTITUDE  A  L'E^SEIGNEMEi^T  SECONDAIRE 
DES  JEPES  FILLES. 

(deuxième  partie.) 


Session  de  1914.  —  Mathématiques. 

On  pose 
(i)  jK  =  A  cos5  w -t- B  sin  5  îï, 

{'!)  X  —  COSM, 

Il  étant  une  variable,  K  et  ^  étant  des  constantes  ;  y  ^st 
ainsi  une  fonction  de  x .  ' 

i"  Montrer  qu'il  existe  entre  x,  y,  y\  y"  (les  accents 
indiquent  des  dérivées  par  rapport  à  x)  une  relation  indé- 
pendante des  constantes  P^  et  B.  —  Former  cette  relation 
en  appliquant  la  formule 

On  trouvera 

( 3  )  {\  —  x^ )y"  —  xy' ■+  i^y  :^  o. 

'2"  Si  l'on  propose  de  satisfaire  à  cette  équation  diffé- 
rentielle en  prenant  pour  y  un  polynôme  de  degré  donné. 
au  moins  égal  ti  i, 

y  —  a{x"'^  -h  px"^-^  -\-  q x"^---\-.  .  .), 

ce  problème  parait-il  bien  posé,  c'est-à-dire  dispose-t-on 
d'autant  de  paramètres  arbitraires  qu'il  y  a  de  conditions 
à  remplir?  Montrer  qu'il  faut  prendre  m  =  3,  et  que  le 
polynôme   renferme    alors   une  constante    arbitraire    a; 


(  372  ) 

faire  le  calcul  en  posant 

y  =  ax^-^5bx''-T-iocx^-^\odx^--^3ex-\-f\ 
on  mettra  le  résultat  sons  la  forme 

y  =  e{i6x^  — ...)=.  c^(x) 

avec  e  comme  constante  arbitraire  .\ 

3"  Les  relations  (i  )  et  {i)  définissent  y  comme  fonction 
de  X,  y  =f(x).  Montrer  que  f[x)  ne  peut  être  identifié 
avec  (p  (^x)  que  si  les  constantes  A  e^  B  vérifient  une  rela- 
tion {condition  nécessaire).  —  En  changeant  u  en  —  u, 
faire  voir  que  l'identification  en  question  exige  que  Von 
ait  B  =  o  {condition  nécessaire)  \  en  changeant  u  eniz  —  u, 
faire  voir  que  cette  identification  a  alors  des  chances 
de  réussir^  vu  la  forme  du  polynôme  «p  {x).  —  En  admet- 
tant que  l'on  sache  que  cos5u  s'exprime  en  fonction  de 
cos  u  par  un  polynôme  entier,  montrer  que  les  faits  du 
second  paragraphe  permettent  d'obtenir  cette  expression, 
et  la  donner. 

4"  Déduire  de  là  une  solution  de  Véquation  différen- 
tielle {Z)  renfermant  deux  constantes  arbitraires,  et  la 
mettre  sous  la  forme 

y  =  \o{x)±B{^x^-^2x  —  i)^i  —  x 


X  {/ix^'~  IX  —  i)  v/i  +  a7, 
avec  e  =  i  dans  o  {x).  —  Vérifier  qu  on  peut  écrire 

y  =  K^{x)-±i-^'{x)s/\  —  x-^. 

Est-il  possible  d'obtenir  directement  le  résultat  sous 
cette  dernière  forme?  —  On  pourra  rendre  compte  de  la 
formule 

I  —  cos5w  =  (i  —  cosw)(4  cos^u  4-  2  cos  M  —  i)-, 

qui  s'est   présentée  au  cours   du  calcul,   en   annulant  les 
deux  membres;  on  changera  ensuite  u  en  tz  —  u. 


I 


(  3-3  ) 

Solution  par  M"''  K.  Milane. 

i"  On  pose 

(i)  y  =  \  cos5u -h  B  s\nju, 

(2)  a?  =  cosu, 

de  sorte  que  ^  est  une  fonction  dex.  On  peut  «ma^m«r  qu'on 
exprime  cos  5  a  et  sin  5  M  en  fonction  de  cosw  ou  de  rr,  au 
moyen  de  la  formule  de  Moivrc,  par  exemple;  on  aurait 
alors 

y=V(.T),        y=G{x),        y'=H(x), 

et  l'on  pourrait  éliminer  A  et  B  entre  ces  trois  relations. 

Mais,  comme  on  va  le  voir,  on  peut  faire  cette  élinaination 
sans  exprimer  cos  5  m  etsin5w  en  fonction  de  cos  m  ;  on  aura 
l'équation  différentielle  {"i)^  et  l'on  en  déduira  au  contraire 
l'expression  de  cosju  en  fonction  de  cosm;  on  écrira 
ensuite 

sin^DM  =  I  —  cos2  5?<  =  (i  —  cos5w)  (i  -}-  cos5  w)  = 

Voici  un  calcul  qui  met  bien  les  idées  en  évidence.  Si  l'on 
écrit  : 

(i)  JK    =  A  cos5z/ -h  B  sinSw, 

(i')  .X"  —    ^( — A  sin  5  m -h  B  cos5  i«), 

(1")  y'l^  =  —  25 (  A  cos ^u  +  B  sin  5  w ), 

on  peut  éliminer  A  et  B  entre  ces  trois  relations,  et  l'on  a 

(B)  y'!,-^i5y  =  o; 

il  reste  à  exprimer  ^','^  en  fonction  de  ^,  y,  y'x>  y'x-  C)r  on  a, 
d'une  manière  j?énérale, 

y  u^^^  yx'^ut 

yl  =y"x{<y-^y'x^"n\ 

avec  X  =  cos  w,  cette  dernière  relation  donne 

J'«  =  J'ir  sin2  //  —  y[r,  cos  «  rz.  (  1  —  x'^)y"j.  -  j-y'j:  ; 


(  ■574  ) 

la  relation  (R)  devient 

(3)  .(i_^.2)y' __.5.^/ ._ 


•23JK 


[On    pourrait,    plus    sommairement,    déduire    de     la    rela- 
tion (i) 

5( —  A  sin  5u  -\-  B  cosSii  )  —  y'x —  sin  u, 
et  de  là 

-^  25(Acos5  w -h  B  sin  j?« )  =  jK^  sin^i^  —  j/[^  cosit, 
ou 

■;,  P,,:.    ;;  .    •/,     —■i5y  =  (\~'X'')y"—xy.\ 

1°  Si  l'on  essaie  de  satisfaire  à  cette  équation   différentielle 
en  prenant 


y  =  a{x'>^  ^  px' 


qx' 


le  premier  nombre  de  la  relation  (  3)  devient  un  polynôme  en  x 
du  degré  m  qui  doit  s'annuler  identiquement;  cela  donne  m-f- 1 
conditions.  Gomme  cette  relation  (3)  est  homogène  par  rap- 
port à  jK,  y'-,  y"  1  le  coefficient  a  se  met  en  facteur,  et  l'on  dis- 
pose seulement  de  m  paramètres  p,  q , ..  .Le  problème  est  pro- 
bablement impossible  avec /?i  quelconque. 
Le  calcul  donne 

(  1  —  J72  ^  [  m  (  m  —  I  )  a7'«-2  +  .  .  .  J 

—  x(mx^"-^  -^--  •  .)  -4- 25 (a-'"  H- .  . .)  =  o; 

le  coefficient  du  terme  de  degré  /?i  est 


m{ju  —  I  )  —  m  -f-  2.5 


—  m2+  25 


on  l'annulera  en  donnant  à  m  la  valeur  entière  m  =  5.  l\  reste 
alors  /n  conditions  entre  les  m  paramètres  /?,  ry,  . .  .  ;  le  coeffi- 
cient a  pourra  être  quelconque. 
Si  l'on  écrit 


y—     ax'^-{-   ijbx''  -i-  iocx^-+- 10  dx'-{-  ^ecp  -\-f, 

y'  :  ^  =     ax'^-h    \bx^-T-    êcx^-h    ^  dx  +  e, 
y"  :  5  —  /lax^  ^-  i>.bx'^  -+■  iicx  -+-    4  <^, 


-h  3 

—  X 
I  X 


en  annulant  successivement  les  coefficients  du  polynôme  fourni 
par 

y"     „y 


(' 


^  ^T-^T"^^^- 


on  a 

6  =  0, 

a 

ou 

6  =  0, 

(  3-5  ) 

8c=:o,         cl  =^  Oj         c  +  '2e  =  o,        y=o, 


û?  =  o,        f=o,         c=—2e,         a  =  i6e; 
le  polynôme  demandé  est  donc 

(4)  ^=:e(i6x'^ — 200^3  _}_  5_2;^  —  cp(^^.-)_ 

3"  Les  relations  (i)  et  (2)  définissent  j/-  comme  fonction  de 
x,y  =f{x),  et  cette  fonction  dépend  de  deux  paramètres  \ 
et  B;  elle  ne  peut  être  identifiée  avec  le  polynôme  o(,t),  qu* 
dépend  d'un  seul  paramètre  e,  que  si  les  constantes  A  et  B 
vérifient  une  relation  (condition  nécessaire). 

Si  l'on  change  u  en  —  u,  x  ne  change  pas  et  le  polynôme  ^(cr) 
reprend  la  même  valeur;  pour  qu'il  puisse  représenter  la 
fonction  A  cos5  w  4-  B  sin  5 11,  dont  le  second  terme,  s'il  existe, 
change  de  signe  en  même  temps  que  m,  il  faut  donc  que  B  soit 
nul. 

Cette  fonction  est  alors  A  cos  5  a  ;  si  l'on  change  i^  en  7:  —  u, 
X  ne  fait  que  changer  de  signe  et  le  polynôme  f  (^),  dont  tous 
les  termes  sont  de  degré  impair,  ne  fait  que  changer  de  signe; 
comme  on  a  également 

A  cos  [  3  (  r.  —  u)\  =  —  A  cos  ">  u , 

l'identification  de  f{x)  avec  cp  (x)  a  des  chances  de  réussir. 

Si  l'on  admet  que  cos  5  11  s'exprime  en  fonction  de  cos  w  par 
un  polynôme  entier,  ce  polynôme  doit  satisfaire  à  l'équation 
différentielle  (3),  c'est  un  polynôme  (d(x)]  comme  l'hypo- 
thèse u  =  o  donne  alors 

X  =  coso  =1,         y  =  coso  =  i, 

le  polynôme  <f(x)  doit  prendre  la  valeur  1  pour  ,r  =  i,  ce  qui 
donne  e  =  i.  On  a  ainsi 

(  5)  cos 5  a  =  16  cos-»  //,  —  20  cos3  u  -f-  3  cosu  ; 

on  peut  vérifier  ce  résultat  par  la  formule  de  Moivre. 
4"  L'équation  différentielle  (3)  est  satisfaite  par 

y  =  \  C08  >  U  '-h  B  s  i  n  )  n . 


(  '^76  ) 

Gomme  on  l'a  dit  au  début,  l'idée  du  problème  est  d'obtenir 
cos  5m  en  fonction  de  cos  M  par  l'équation  différentielle  (3), 
sans  employer  la  formule  de  Moivre  ;  on  ne  doit  pas  évaluer 
sin5?<  par  cette  formule  (').  On  doit  écrire 

sin^Sw  =  1  —  cos-5t^  =  (i  —  cos5m)  (i  +  cos5m), 

et  l'on  a  facilement,  avec  e  —  i  dans  cp  (  a?), 

(6)  I  —  cos5w  =  i—  ©(a;)  =  (i  — a7)(4^2_}_  237  —  1)2, 

(7)  1  +  cos5  w  =  I  +  cp(ic)  =  (1  +  a?)  (4^73 —  2X  —  i)2; 

on  a  donc  cette  solution  de  l'équation  différentielle 

(8)  jK  =  A  cp(^)d=B(4.r2-4-'2a7  — T)/i  — ;r 

X  (4^^—  237  —  l)  y/l  -H  X. 

On  a  d'ailleurs 

(4372+23^  — l)  (43^2  _  237  —  1)  =  (4.r2— 1)2—  4372, 

=  163:^—12372  +  1, 


\i(^), 


et  l'on  peut  écrire 


(9)  JK  =  Acp(3r)±  -cp'(3:)v/l-^^ 

On  pouvait  plus  simplement,  ayant  obtenu 

cosSm  =  <p(ip), 
en  déduire  par  dérivation 

sinSw  =  7  ?'(^)  /^  ~  ^^• 

(1)  On  pourrait,  dans  la  formule  (5),  ehanger  u  en m,  ce 

qui  donnerait 

sinSa  =  sinM(T6sin*M  —  20  sin^w  H-  5) 


±:v/l  — 37^X(l637^—  l2  37^H-0 


=  ±v^i  — 37^4372-1-  23;  — 0(4^'—  2  37  — 0; 

mais  cela  ne  donne  pas  le  groupement  (1  —  37)  (4^'+  237  —  i)^  .... 


(377  ) 

Remarque.  —  On  a  rencontré  la  formule 

(lo)      I  —  cos5  u  =  {\  —  ces  a)  (4  cos^u  -v-  i  cos  u  —  i)^  ; 

il  est  facile  d'en  rendre  compte.  Si  l'on  annule  le  premier 
membre,   on  a,  à  ï/nr  près, 

2  71  ^IZ 

U  =  O,  u  =  — r->  u  =   —;r-y  '  '  '  ', 

3  3 

sur  le  cercle  trigonométrique,  les  extrémités  de  ces  arcs  sont 
les  sommets  d'un  pentagone  régulier  qui  a  un  sommet  en  A, 
qui  est,  par  conséquent,  symétrique  par  rapport  au  dia- 
mètre AA'.  Les  cosinus  de  ces  arcs  ont  donc,  en  dehors  de 
la  valeur  i,  quatre  valeurs  égales  deux  à  deux  ;  les  deux  valeurs 
sont 


271 
COS-p-, 

471 
COS  -^-} 

OU 

.       TU 

sin~,          - 

-  sin^j 

et  ces  valeurs  sont  les  racines  de 

l'équation 

4^^+  ix  — 

-  I  =  O, 

qui  se  déduit  de  l'équation 

X2+X  - 

i  =  o, 

relative  à  l'inscription  des  décagones  réguliers  dans  le  cercle. 
On    voit   d'ailleurs  directement   que   les    quantités    cos  -p- 

47: 
et  —  cos  -—}  qui  sont  les  apothèmes  OM  et  ON  du  pentagone 

étoile  et  du  pentagone  convexe,  sont  les  moitiés  des  côtés  PE 
et  QD  du  décagone  convexe  et  du  décagone  étoile,  dans  un 
cercle  de  rayon  i . 

Les  deux  membres  de  la  formule  (ro)  sont  donc  égaux  à  un 

7i 

facteur    existant    près;  comme   ils   sont   égaux   pour    «=-> 

ils  sont  réellement  égaux. 

La  présence  d'un  fadeur  carré  au  second  membre  de  lu  for- 


(378  ) 

iule  (lo)  est  liée  à  la  première  des  deux  formules 


si  l'on  pose 


i  —  cos5u  =  1  sin'2  5  —  : 
•2 


I  —  cosa     =  1  sin2  _  • 

2 


cette  formule  (lo)  peut  se  déduire  de  la  formule 


sin5—  =  3(i(3^^ — '20Z^-\-j) 


donnée  dans  la  note  (  i  )  :  on  élève  au  carré,  on  multiplie  par  2, 

on  remplace  2  sin^  :»  -  par  i  —  cos  5  m  et  2^2  par  1  —  cos  u  ;  le 

trinôme  bicarré  en  z  est  remplacé  par  un  trinôme  du   second 
degré  en  cos  u. 


^79  ) 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  POLYTECIINIQIIE  E\  1914. 
SUJETS  DES  COMPOSITIONS. 


Algèbre  et  Trigonométrie. 

I.   Combien  de  termes  doit-on  prendre   dans  la 

série  qui  a  pour  terme  général  u„  =  — ,  5/  l  on  veut 

calculer  la  valeur  de  la  série  à  un  dix-millième 
près  ? 

IL    i"  Calculer  r intégrale  définie 
.  r""        dx 

z  étant  un  nombre  supérieur  à  —  i . 

2°    Développer^  suivant  les  puissances  croissantes 
de  z^  V expression  trouvée  pour  j\z). 

3"    Vérifier  qu^on  obtient  bien   le  même  résultat 

en  partant  du  développement  de  _  „  ^  ..^  ^^  inté- 
grant les  termes  du  développement^  la  variable  x 
variant  de  o  à  71,  comme  V indique  la  formule  (i). 

111.   Etudier  la  variation  de  la  fonction 


e^  —  I 

X 


(4  liciircs.) 


(  38o  ) 

Géométrie  analytique  et  mécanique. 

I.  Su7^  la  spirale  logarithmique  G,  définie  par 
Inéquation  Y  =  ae"^^  en  coordonnées  polaires^  on 
considère  les  deux  points  Mo  et  M,  définis  respecti- 
vement par  les  angles  polaires  Op  et  ^. 

1°  Déterminer  la  position  du  centre  de  gravité  G 
de  Tare  MqM. 

2^  Déterminer  la  position  limite  du  point  G 
quand  le  point  Mq   tend  vers  le  pôle  O. 

II.  Dans  le  cas  oii  le  point  Mq  coïncide  avec  le 
pôle  O  de  la  spirale^  on  suppose  que  V angle  po- 
laire 6  du  point  M  augmente  avec  la  vitesse  d^ un 
radian  par  seconde. 

\^  Etudier  la  courbe  F,  lieu  du  point  G. 

2°  Déterminer  en  grandeur  et  direction  la  vi- 
tesse V  et  V accélération  A  du  point  G,  correspon- 
dant à  un  angle  donné  6. 

IIT.  Au  lieu  d^ un  arc  de  spirale^  on  considère 
une  courbe  quelconque  C.  U extrémité  M  de  l'arc 
MqM  =:  /  de  cette  courbe  est  supposée  parcourir  la 
courbe  G,  suivant  une  loi  qui  est  déterminée  en 
fonction  du  temps.  Etant  donné  le  centre  de  gra- 
vité G  de  Varc  Mo  M,  V extrémité  M  de  Varc,  la 
tangenteWY  au  pointM^  la  longueur  l  de  /'a/'cMoM, 
les  deux  premières  dérivées  V  et  ï'  de  l  par  rapport 
au  temps.,  déterminer^  en  grandeur  et  direction^  au 
nfioyen  de  ces  données  : 

1°  La  vitesse  V  du  point  G; 

2"  L'accélération  A  du  même  point. 

IV.  Dans  le  cas  particulier  où  la  ligne  G  est 
formée  de  deux  segments  reclilignes  MoO  et  OM  : 


(  38.   ) 

1°  Déterminer  le  centre  de  gravité  G  de  ta  ligne 
MoOM; 

2*^  Trouver  le  lieu  T  du  point  G  quand  le  seg- 
ment OM  prend  toutes  les  longueurs  possibles  et 
pivote  en  outre  autour  du  point  O  dans  un  plan 
donné. 

N.  B.  —  On  tiendra  compte  des  considérations  géomé- 
triques. 

(4  heures.) 

Calcul. 

On  donne  l'équation 

f{x)  =  x^-\-[^x^  —  6:r2  —  \x  -^  i  =  o. 

1°  Constater  qu^ une  de  ses  racines  x  est  comprise 
entre  -\-  \  et  -h  i,5. 

2°  La  méthode  d^ approximation  de  Newton 
est-elle  applicable  à  la  recherche  de  cette  racine  ? 

3"  Former  V équation  qui  donne  y  =  i,  5  — x. 

4"  Calculer  la  valeur  y^  qu^ elle  donne  pour  y 
quand  on  néglige  les  termes  de  degré  supérieur  au 
premier  dans  cette  équation  en  y. 

5"  Evaluer  les  termes  négligés  dans  ce  calcul  et 
déduire  de  cette  évaluation  une  nouvelle  valeur  y^ 
plus  approchée  de  y  que  jk«j  en  tenant  compte  des 
termes  de  degré  supérieur  au  premier. 

Règle  à  calcul  ou  calcul  arithmétique  à  volonté. 

(  I  heure.) 

Épure  de  Géométrie  descriptive. 

1*'  Une  sphère  de  6'"'"  de  rayon.  La  ligne  de  rap- 
pel 00'  des  projections  du  centre  a  pour  longueur 
17*^"'.  Elle  est  parallèle  au  grand  côté  de  la  feuille^ 
à  i4'"™  du  bord  droit.,  le  point  O  à  12""  du  bord 
inférieur. 


(  38o,  ) 

2°  Un  cône  de  révolution  a  son  axe  dans  le  plan 
de  front  du  centre  de  la  sphère.  Son  sommet  SS'  est 
sur  la  verticale  et  au-dessus  du  point  le  plus  à 
droite  dd'  de  la  sphère.  Une  des  génératrices  de 
front  passe  par   le  centre  et  fait  avec    V horizon- 


tale O'd'  un  angle  égal  à  -•  L'autre  génératrice  de 

p'ont  est  la  tangente  non  verticale  menée  par  s'  au 
contour  apparent  vertical  de  la  sphère. 

On  représentera  le  solide^  supposé  opaque.^  formé 
par  V ensemble  de  la  sphère  et  du  cône^  ce  dernier 
étant  limité.,  d^ une  part ^  à  son  sommet.,  et.,  d^ autre 
part.,  au  plan  perpendiculaire  à  son  axe  mené  par 
la  trace  bb'  de  la  droite  SO,  S'O'  sur  le  plan  tan- 
gent à,  la  sphère  en  son  point  le  plus  bas, 

(4  Keures.) 


(  383  ) 


CORRESPONDANCE, 


M.  H.  Brocard.  —  Au  sujet  de  la  réponse  804.  —  Le 
cahier  de  juin  1914  contient,  pp.  281-282,  une  réponse  à  la 
question  804.  Je  désire  à  cette  occasion  rappeler  que  j'ai 
adressé  depuis  longtemps  une  solution  tout  à  fait  pareille  à 
celle  de  M.  Ono,  et  accompagnée  de  quelques  vérifications 
numériques.  Cet  envoi  date  du  21  octobre  1869. 


CERTIFICATS  DE  lATIIEMATIOlES  GÉNÉRALES. 


Grenoble. 


Épreuve  théorique.  —  I.  Intégrer  V équation  différen- 
tielle 

y" —  2_/'+  (^\-\-  in)y  =  e^' -\-  e^^-r-  sin^r, 

où  m  désigne  une  constante  réelle.  Donner  l'expression  de 
l'intégrale  générale  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  ni, 

II.  Un  mobile  B  se  meut  sur  la  droite  Oy  avec  une 
vitesse  constante  et  égale  à  i.  Un  second  mobile  Â  est 
assujetti  à  se  trouver  sur  la  droite  perpendiculaire  Oa?, 
et  à  une  distance  constante  a  du  mobile  B.  Ecrire  l'équa- 
tion du  mouvement  du  mobile  A.  Décrire  ce  mouvement 
en  étudiant  successivement  les  cas  où  à  l'instant  initial 
l'ordonnée  y^  du  mobile  B,  qui  est  inférieure  à  a  en 
valeur  absolue,  est  positive,  nulle  et  négative.  Tracer  le 
diagramme  des  espaces  et  celui  des  vitesses. 

III.  On  fait  tourner  autour  de  son  axe  une  parabole  de 
paramètre  a,  et  l'on  coupe  le  paraboloïde  de  révolution 


(  384  ) 

ainsi  engendré  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  et 
situé  à  la  distance  h  du  sommet.  Calculer  le  volume  du 
solide  obtenu,  sa  surface  totale  :  calculer  cette  surface 
à  jjq  près  pour  a  =  2,  h  — 3.  Calculer  le  moment  d'inertie 
du  solide,  supposé  homogène  de  densité  i,  par  rapport  à 


l'axe  de  révolution.  Déterminer  le  centre   de   gravité  et 
l'ellipsoïde  central  d'inertie  de  ce  solide.  Quel  doit  être 

le  rapport  —pour  que  cet  ellipsoïde  soit  une  sphère? 


Épreuve  pratique.  —  I.  Calculer  l'intégrale  définie 

X  dx 


S 


(14-  a?)  (i  -+-  X-) 

\\.  Intégrer  l'équation  différentielle 
'1.x  y  y'  —  y^ —  \x^-. 
Définir  géométriquement  les  courbes  intégrales. 

III.  Un  point  matériel  M,  de  masse  m,  mobile  sur  une 
horizontale  fixe  Ox.,  est  soumis  uniquement  à  une  résis- 
tance de  milieu  R,  qui  est  dirigée  en  sens  contraire  de  la 
vitesse  V  et  dont  la  valeur  absolue  est  mk  \/v,  k  désignant 
une  constante  positive  donnée. 

A  l'instant  f  =  o,  le  mobile  est  lancé  dans  le  sens 
positif  Ox  avec   une  vitesse  donnée  Vq.  Calculer  :    i"   le 

R  V 


M 


temps  T  au  bout  duquel  la  vitesse  s'annule;  2°  l'espace 
parcouru  pendant  le  temps  T;  y  le  travail  de  la  force  R 
pendant  le  même  temps.  Application  numérique  ;  m  =  3, 
k  =  7.,  Vq=  ^,  en  unités  C.  G.  S.  (Juin  191 1.) 
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Épreuve  théorlolk.  —  I.  Intégrer  V équation  différentielle 

y" —  '^  y  -k-  ly  =  sina;  +  ar'-i-  e^-^, 

où  a  désigne  une  constante  réelle.  Donner  l'expression  de 
l'intégrale  générale  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  a. 

II.   Un  point  M  de  masse   i,  mobile  sur  une  droite  Oa?, 
est  repoussé  par  le  point  O  de  cette  droite  proportionnel- 


o  Mo  ^ 

lement  à  sa  distance  x  à  ce  point  :  à  l'unité  de  distance., 
la  force  répulsive  est  égale  à  ^.  A  V instant  initial  (t  =  o), 
le  point  M  est  placé  en  Mo,  à  la  distance  i  du  point  0,  et 
lancé  vers  le  point  O  avec  une  vitesse  dont  la  valeur 
absolue  est  égale  à  i.  Étudier  le  mouvement  du  point  M. 
Tracer  le  diagramme  des  espaces  et  celui  des  vitesses. 

III.  De  l'ellipse  d'axes  AA'(='2a)  et  BB'(=:26),  on 
considère  la  moitié  ABA',  et  Von  ajoute  à  cette  demi- 
ellipse    le    triangle    AB'A'.    On    suppose    que    le    solide 


engendré  par  la  révolution  de  la  figure  totale  autour  de 
l'axe  BB'  est  homogène  de  densité  i.  Calculer  le  volume 
de  ce  solide.,  déterminer  son  centre  de  gravité,  calculer 
son  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  BB'. 

Épreuve  pratique.  —  I.  Intégrer  les  équations  différen- 


_  y- + y' 


tielles 

Ann.  de  Mathémat.,  \*  série,  l 


y"  = 


y'' 


y  "  y 

XIV.  (AoiU-Scpt.  1914.)     20 
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II,  On  coupe  l'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe 
qui  a  comme  équation  en  axes  rectangulaires 


x--h  y 


2— ^2_«2 


par  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  révolution^  et 
dé  dotés  dz  b.  Calculer  le  volume  de  V hyperholoïde  compris 
entre  ces  deux  plans.  Calculer  la  longueur  du  segment 
que  ce»  deux  plans  interceptent  sur  une  génératrice  quel- 
conque de  V hyperholoïde.  En  supposant  que  cette  longueur 
est  égale  à  i  et  que  a  est  égal  à  i,  calculer  à  une  unité 
près  le  volume  considéré.  (Octobre  191 1.) 

Épreuve  théorique.  —  Un  point  M  de  masse  m  est  attiré 
par  un  centre  fixe  O  proportionnellement  à  la  distance  ; 
on  appellera  le  coefficient  de  proportionnalité  mk^. 

■  Ce  point  M  est  en  outre  soumis  à  une  résistance  de 
milieu  proportionnelle  à  la  vitesse  {coefficient  mh^). 

On  rapporte  le  mouvement  à  deux  axes  fixes  rectangu- 
laires passant  par  O  et  Von  demande  : 

1°  Écrire  les  équations  différentielles  du  mouvement^  en 
général. 

2°  Trouver  l'intégrale  générale  de  ces  équations,  dans 
le  cas  particulier  où  le  coefficient  h'^  est  petit  par  rapport 
à  kK 

3°  On  supposera  le  point  M  situé  sur  Ox  à  l'instant 
initial  {abscisse  x^^  positive)  et  la  vitesse  initiale  Vq  dirigée 
parallèlement  à  0 y  et  dans  le  même  sens  :  calculer  dans 
ces  conditions  les  valeurs  des  constantes  d'intégration  en 
fonction  des  données  initiales. 

Quel  est  alors  la  forme  de  la  trajectoire?  Étudier  le 
mouvement. 

4°  La  trajectoire  précédente  coupe  une  infinité  de  fois 
l'axe  des  x\  soit  An  le  n^èmc  de  ces  points  d'intersection 
dans  r ordre  où  les  rencontre  le  mobile  (Ai  étant  la  posi- 
tion initiale);  calculer  la  valeur  absolue  de  Vaire  limitée 
par  l'axe  Ox  et  la  portion  de  trajectoire  décrite  entre 
deux  points  consécutifs  A,i  et  An+\. 

5°  En  appelant  Si,  Sa,  . .  -,  S,j,  ...  les  aires  dont  il  est 
question  dans  la  quatrième  partie,  montrer  que  la  série 
Si  -T-  S2  H-  . .  .  H-  S;î  -h .  .  .  est  convergente. 

Quelle  est  la  somme  de  cette  série? 


(  '^87  ) 

On  peut  faire    sur    cette  somme    quelques    remarques 
intéressantes. 


Épreuve  pratique.   —  i"  Etant  donnée  l'équation 
sina?  H cosx  =  X, 

lO 

calculer  numé iniquement  sa  racine  positive. 

Donner  le  résultat  avec  une  approximation  égale  au 
moins  à  y^^ . 

2"  Calculer  le  moment  d'inertie  d'une  plaque  rectan- 
gulaire homogène  infiniment  mince^  de  côtés  a  et  b  par 
rapport  : 

!*•  à  Vun  de  ses  axes  ; 

2°  à  une  droite  de  l'espace,  parallèle  à  un  axe  de  la 
plaque  à  la  distance  d  de  cet  axe. 

Déduire  de  ces  résultats  le  moment  d'inertie  d'un 
parallélépipède  rectangle  homogène,  de  dimensions  a,  b,  c 
par  rapport  à  l'un  de  ses  axes. 

(Juin  1912.  ) 

Épreuve  théorique.  —  On  considère  l'équation  diffé- 
rentielle 

d^Y         .  dy  r  .      /-  ,        i        > 

-T~  —  b-^  -f- 1 1  _/ =  e-^-^  [sm  \/2a? -f- ar^ -M  J. 

i"  Trouver  V intégrale  générale: 

2°  Trouver  l'intégrale  particulière  qui  représente^  par 
rapport  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires^ 
l'équation  d\Lne  courbe  C  passant  par  V origine  et  admet- 
tant comme  tangente  en  ce  point  la  bissectrice  des  axes  y  =  x. 

3'*  Construire  la  portion  de  cette  courbe  G  comprise  entre 

l'origine  et  le  point  qui  a  pour  abscisse  x  =  -' 

Calculer  l'aire  comprise  entre  l'axe  Ox,  la  portion  de 

courbe  G  précédemment  construite  et  la  droite  x  =      "_« 

2|/*;ï 

Épreuve  pratique.  —  Calculer,  avec  une  erreur  absolue 


(  388  ) 
inférieure  à  j^,  V intégrale  définie 

'      dx 


/ 


(Novembre  1912.) 


Lille. 


Épreuve  théorique.  —  Question  de  cours.  —  Champs  de 
forces,  lignes  de  force ^  surfaces  de  niveau. 

Cas  où  les  forces  dérivent  d'un  potentiel;  travail  d'une 
force  dérivant  d'un  potentiel. 

Problèmes.  —  I.  Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes 
rectangulaires  Ox^  Oy,  trouver  toutes  les  courbes  telles 
que  la  somme  M  m  4- MT  des  distances  d'un  point  quel- 
conque M  à  5a  projection  m  sur  Ox  et  au  point  T  où  la 
tangente  en  M  rencontre  le  même  axe  soit  égale  à  une 
longueur  donnée. 

L'une  de  ces  courbes  peut  être  représentée  par  les  équa- 
tions 

^  a—  t 
X  =  it  -\-  aL > 

a  -i-  t 

a^—t^ 

^  la 

OÙ  a  désigne  une  quantité  fixe  et  t  un  paramètre  variable; 
construire  cette  courbe,  la  rectifier. 

II.  Ox,  Oy,  Oz  étant  trois  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires, construire  les  projections  sur  les  plans  xOz, 
yOz  de  la  courbe  d'intersection  du  cône 

avec  le  cylindre  droit  qui  a  pour  base  dans  le  plan  xOy 
la  lemniscate  représentée  par  V équation 

(:r2-4-jK2)2=a2(a72_  jî), 

où  a  désigne  une  longueur  donnée. 

Calculer  l'aire  de  la  portion  de  surface  du  cône  comprise 
à  l'intérieur  du  cylindre. 
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Problèmes.  —  I.  Construire  la  courbe  plane  (G)  repré- 
sentée dans  un  système  d'axes  rectangulaires^  par  les 
équations 

a;  =  /%  ^  ==  _  _  4_  ^^ 

oiX  t  désigne  un  paramètre  variable;  rectifier  cette  courbe, 
calculer  l'aire  de  la  portion  de  plan  limitée  par  la 
boucle. 

Form,er  la  relation  qui  existe  entre  les  abscisses  de 
deux  points  M,  M'  de  (G)  où  les  tangentes  sont  parallèles. 

II.  Intégrer  V équation 

d^  y       ^dy 

dx^-  dx         -^ 


Épreuve  pratique.  —  \.  e  désignant  la  base  des  loga- 
rithmes népériens.,  on  considère  la  courbe  (G)  qui.,  rap- 
portée à  deux  axes  rectangulaires,  a  pour  équation 

(G)  y  =  e^—  ax"^-^  ']x  —  i. 

i"  a  variant,  construire  le  lieu  des  points  d'inflexion 
des  courbes  (G). 

2"  Construire  la  courbe  (G)  obtenue  pour  a  =  5. 

3**  Soit  A  le  point  d'inflexion  de  la  courbe  précédente. 
Calculer  l'aire  de  la  portion  du  plan  limitée  par  l'arb  OA 
et  la  corde  OA. 

II.  Un  point  M  de  masse  i,  mobile  sur  une  droite  ox, 
est  repoussé  par  le  point  o  de  cette  droite  proportionnel- 


"  Mo      ^ 

lement  à  sa  distance  à  ce  point  :  à  l'unité  de  distance,  la 
force  répulsive  est  égale  à  i.  On  suppose  le  point  M  placé 
à  l'instant  initial  en  Mo,  à  une  distance  'x  du  point  o,  et 
lancé  vers  le  point  o  avec  une  vitesse  dont  la  valeur 
absolue  est  i.  FAudier  le  mouvement  du  point  M. 

(Novembre  191 1.) 

Épreuve  théorique.  —  Question  de  cours  (au  choix).  — 


(  ^y<>  ) 

i"  Enoncer  et  démontrer  le  théorème  des  forces  vives  dans 
le  cas  d'un  point  matériel  unique.  Appliquer  ce  théorème 
au  cas  où  la  résultante  des  forces  appliquées  au  point 
considéré  dérive  d'une  fonction  de  forces^  définir  alors 
l'énergie  cinétique,  V énergie  potentielle  et  l'énergie 
totale  du  point  matériel. 

•2°  Travail  des  forces  appliquées  à  un  solide  théorique 
indéformable. 

Problèmes.  —  I.  Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  Ox^  Ojk,  trouver  et  intégrer 
l'équation  différentielle  des  courbes  telles  que  la  longueur 
du  segment  MN  intercepté  sur  une  normale  quelconque 
par  le  pied  M  de  cette  normale  et  le  point  N  d'intersection 
avec  Ox  soit  dans  un  rapport  constant  donné  avec  la 
longueur  du  rayon  vecteur  OM  ;  examiner  en  particulier 
le  cas  où  les  deux  longueurs  sont  égales. 

II.  Etant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires Oa?,  OjK,  O^,  construire  la  courbe  (C)  représentée 
par  les  équations 

y^  —  373 -h  I,  s  =  o; 

trouver  le  lieu  géométrique  du  milieu  des  segments  inter- 
ceptés par  cette  courbe  sur  les  droites  issues  dupoint{<o,  1,0). 
Calculer  le  volume  de  la  portion  de  l'espace  limitée 
par  le  plan  xOy^  {o^x^  i),  le  cylindre  droit  qui  a  pour 
base  la  courbe  (C)  et  la  surface  représentée  par  Téquation 

z  =  x^-yK 

Problème.  —  Construire  la  courbe  plane  (F)  représentée 
dans  un  système  d'axes  rectangulaires  par  l'équation 

y''-{x  —  i)  —  a-s  =  o; 

indiquer  le  nombre  des  points  d'intersection  de  cette 
courbe     avec     une     droite     quelconque     issue    du   point 

d abscisse  -  sur  Ox;  discuter. 

1 

Calculer  Vaire  d'un  trapèze  curviligne  limité  par  un 
arc  AB  de  (F),  les  parallèles  à  Oy  menées  par  A,  B  et 
l'axe  Ox;  calculer  également  le  volume  engendré  parce 
trapèze  en  tournant  autour  de  Ox. 


(  ^9^    ") 
Épreuvk  pratique.  —  Géométrie  analytique.  —  On  consi- 
dère   la   courbe   (G)   rapportée    à    deux    axes    rectangu- 
laires O.T',  OjK,  et  qui  a  pour  équation 

(G)  y  =  X'-^  x^. 

1°  Représenter  la  courbe  G  et  les  cercles  de  courbure 
aux  points  de  rencontre  O  et  A  de  la  courbe  (G)  avec  OX. 

■2°  Démontrer  que  le  cercle  de  courbure  au  point  O  ne 
rencontre  G  qu'en  un  seul  point  B  autre  que  Vorigine* 
Calculer  les  coordonnées  du  point  B. 

3"  L'arc  de  courbe  G  limité  aux  points  O.  ^partage  en 
deux  parties  le  cercle  de  courbure  en  0.  Déterminer  les 
aires  de  ces  régions. 

Mécanique.  —  Calculer  les  moments  d'inertie  du  volume 
d'un  cône  de  révolution  homogène,  dont  le  rayon  de  base 
est  R,  la  hauteur  h  et  la  masse  spécifique  \i  :  i''  par 
rapport  à  l'axe  de  révolution  ;  a"  par  rapport  à  une  per- 
pendiculaire à  V axe  passant  par  le  sommet;  Z""  par  rapport 
à  une  perpendiculaire  à  l'axe  passant  par  le  centre  de 
gravité;  4°  pcif^  rapport  à  une  perpendiculaire  à  Vaxe 
passant  par  le  centre  de  la  base. 

(Juillet  1912.) 

Épreuve  théorique.  —  Question  de  cours.  —  Énoncer  et 
démontrer  le  théorème  des  projections  des  quantités  de 
mouvement  d'un  système  matériel.,  ou  du  mouvement  du 
centre  de  gravité.^  et  le  théorème  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement. 

Problèmes. —  f.  Dans  un  plan  rapporté  à  un  système  de 
coordonnées  polaires  de  pôle  O,  construire  la  courbe  (G) 
représentée  par  l'équation 

p  =  a  sinitii, 

où  (O  et  p  désignent  l'angle  polaire  et  le  rayon  vecteur 
d'un  point  M,  a  étant  une  longueur  donnée. 

Construire  aussi  la  courbe  engendrée  par  le  point  M' 
de  la  droite  OM  tel  que  OM  et  OM'  satisfassent  à  l'égalité 


(  ■>9'>^  ) 

Calculer'  l'aire  d'une  boucle  de  la  courbe  (G). 

Calculer  le  volume  de  la  portion  de  V espace  limitée 
par  la  sphère  de  centre  O  et  de  rayon  a  et  par  le  cylindre 
droit  qui  a  (G)  pour  base. 

Trouver  et  intégrer  l'équation  différentielle  des  trajec- 
toires orthogonales  de  la  famille  de  courbes  engendrée 
par  (G)  quand  a  varie. 

II.  i"  Construire  —  les  axes  de  coordonnées  étant  rec- 
tangulaires —  la  courbe  plane  représentée  par  l'équation 

y  =  X{\  -\-  Lic), 

X  désignant  un  paramètre. 

Calculer  les  coordonnées  du  point  de  cette  courbe  où  la 
tangente  est  parallèle  à  Ox;  indiquer  la  ligne  décrite  par 
ce  point  quand  X  varie. 

Calculer  l'aire  du  triangle  curviligne  limité  par  Ox^ 
la  courbe  donnée  et  une  parallèle  à  Oy. 

2"  Intégrer  l'équation  différentielle 

y"  -\-  y  =  X  -h  cosa7. 

ÉpRiiUVE  PRATIQUE.  —  Algèbre,  Géométrie  analytique, 
Galcul  différentiel  et  intégral.  —  Construire  la  courbe  G 
représentée  en  coordonnées  polaires  par  l'équation 

p  =  cosSoj. 

On  représentera  par  L  et  S  la  longueur  et  l'aire  d'une 
boucle. 

Soient  L'  et  S'  la  longueur  et  l'aire  de  la  courbe  E 

x''^qy'^=i. 

Calculer  S,  S',  et  le  rapport  p  (ce  rapport  est  un  nombre 
rationnel). 

Mécanique  (au  choix).  —  I.  Un  point  matériel  M  de 
masse  i  mobile  sur  une  droite  est  attiré  par  un  point  O 
de  cette  droite  proportionnellement  à  la  distance,  la 
valeur  absolue  de  l'attraction  à  l'unité  de  distance 
étant  a2,  et  repoussé  par  un  autre  point  A  de  cette  droite 


(  39-i  ) 

(0A  =  2)  proportionnellement  à  la  distance^    la  valeur 
absolue  de  répulsion  à  l'unité  de  distance  étant  P', 

Le  point  M  a-t-il  une  position  d' équilibre?  Montrer  que 


M 


V attraction  et  la  répulsion  considérées  peuvent  être  rem- 
placées en  général  par  une  attraction  ou  une  répulsion 
unique.  Dans  le  cas  où  elles  peuvent  être  remplacées  par 
une  attraction  unique,  quel  est  le  mouvement  du  point  M, 
quelle  est  la  période  de  ce  mouvement  ?  La  position  d'équi- 
libre du  point  M  est-elle  stable  ou  instable?  Quand  le 
point  M  n'a  pas  de  position  d'équilibre^  quel  est  son  mou- 
vement? 

II.  1°  Calculer  le  travail  à  fournir  pour  faire  passer  lo™' 
d'eau  d'un  réservoir  A,  qui  en  contient  9.5,  dans  un  réser- 
voir A',  qui  est  vide,  sachant  que  : 

A  est  un  parallélépipède  rectangle  dont  la  base  hori- 
zontale B  a  3'",  2  de  long  sur  2™,! 5  de  large; 

A'  est  un  cylindre  de  révolution,  dont  la  base  horizon- 
tale B',  placée  à  6™,  5  au-dessus  de  B,  a  i^ ,i  de  diamètre. 

1°  Trouver  la  condition  de  l'équilibre  strict  du  système 
suivant  : 

Un  solide  S,  de  poids  Q,  repose  par  une  face  plane  sur 


une  table  horizontale  H,  sur  laquelle  il  peut  glisser  avec 
frottement;  il  est  soumis  en  k  à  un  effort  de  traction 
exercé  par  une  corde  ABGD,  qui  s'enroule  en  BG  sur  la 
section  droite  d'un  cylindre  de  révolution  fixe  O,  sur 
lequel  elle  peut  glisser  avec  frottement,  et  qui  porte  à 
son  extrémité  D  un  poids  P.  On  supposera  que  le  brin  AB 


(  H\  ) 

est  horizontal  et  que  son  prolongement  rencontre  la  ver- 
ticale du  centre  de  gravité  G  de  S. 

Données.  —  Poids,  Q  =  5o''S;  coefficient  de  frottement 
de  S  sur  H,  /  =  o,  i5  ;  coefficient  de  frottement  de  la  corde 
sur  le  tambour  O,  f'=  o,25. 

On  rappelle  que  le  nombre  e  =  2,718  sensiblement. 

(Novembre  1912.) 

Lyon. 

Épreuve  théorique.  —  1.  Principe  des  vitesses  virtuelles. 
Principe  de  d'Alembert.  Equations  de  Lagrange. 

II.  On  considère  la  surface  qui  rapportée  à  trois  axes 
rectangulaires  a  pour  équation 

_  x'^  -f-  y^ 


^  -+-  y^ 


1°  Montrer  que  sur  cette  su/face  il  y  a  une  infinité  de 
droites. 

1°  Construire  les  courbes  de  niveau,  sections  de  la  sur- 
face par  des  plans  parallèles  à  xOy. 

3°  Lignes  de  plus  grande  pente  de  la  surface. 

4°  Volume  compris  entre  le  plan  ^  =  o,  hi  surface  et  les 
quatre  plans  :  x  =  o,  x  =  i,  y  ~  o,  y  =  i. 

Épreuve  pratique. —  i""  Intégrer  Véquation  différentielle 

(E)  ^g_(^  +  ,)^=        ^" 


2"  Quelle  relation  y  a-t-il  entre  les  courbes  intégrales 
de  l'équation  (E)  et  la  courbe 

(C) 


{x  +  i)\/x'^ —  I 

3°  Construire  la  courbe  (G). 

4°  La  courbe  (G)  coupe-t-elle  la  droite 


3 


(Juillet  1912.  ) 


(  395  ) 

Épreuve  théorique.  —  I.  Etant  donnes  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires ,  on  considère  la  courbe  G  du 
plan  xOy  qui  a  pour  équation  en  coordonnées  polaires 

0 
p  =  cos  -, 
•>. 

Ox  étant  l'axe  polaire. 

i"  Construire  cette  courbe. 

2"  Déterminer  son  degré. 

3"  On  considère  la  surface  cylindrique  engendrée  par 
des  droites  parallèles  à  Oz  qui  s'appuient  sur  la  portion 
de  courbe  G  décrite.,  lorsque  6  varie  de  o  à  tz.  Volume  du 
solide  S  limité  par  cette  surface  cylindrique.,  par  le 
plan  z  =  o  et  par  le  plan  z  =  y. 

4°  Aires  des  différentes  faces  du  solide  S. 

fl.  Établir  l'équation  différentielle  du  mouvement  d'un 
point  matériel  sur  une  courbe  fixe  donnée.,  quand  on 
néglige  le  frottement.  Appliquer  au  mouvement  du  pen- 
dule simple. 

Épreuve  pratique.  —  1°  Construire  la  courbe 


r  = 


{x-^iy{x''~i) 


sans  étudier  la  dérivée  y'.   Position  des   branches   de    la 
courbe  par  rapport  aux  asymptotes. 


uler    I 


1°  Calculer    1     ydx 


3°  Nombre  de  points  d'intersection  réels  de  la  courbe  et 
de  la  droite  y  =  \ .  Calculer  à  ^^  près  les  coordonnées  de 
ces  points  d'intersection.  (Novembre  1912.) 

Marseille. 

Épreuve  théorique.   —   I.  Un  segment  rectiligne  AB  de 

ongueur   Tza    roule    sans   glisser  sur  un    cercle   fixe  de 

centre    O    et    de    rayon   a,    de    manière   que    le  point   de 

contact   T  du   segment  avec  le   cercle  soit  au    début   du 


(  Sgô  ) 

mouvement  à  l'une  des  extrémités  du  segment  et  à  la  fin 
à  Vautre. 

i*  Exprimer  les  coordonnées  rectangulaires  des  points 


des  trajectoires  que  décrivent  les  points  A  e^  B  en  fonction 

de  l'angle  0  =  'YOx  qui  est  nul  au  début  du  mouvement, 
2^  Calculer  la  longueur  de  la  trajectoire  du  point  A. 
3°  Calculer  Faire  comprise  entre  le  cercle,  la  trajectoire 

de  A  et  la  position  finale  du  segment  AB. 

SOLUTION. 

s  =  a  —\  u  =  a^  —' 

II.  Dans  un  plan  vertical,  sur  une  droite  horizontale  Ox, 
peut  glisser  sans  frottement  une  plaque  triangulaire  KBC 
quia  la  forme  d'un  triangle  équilatéral  de  r""  de  côté. 

Sur  le  côté  AG  on  place  un  point  pesant  P  qui  a  le  même 
poids  que  la  plaque.  Ce  point  peut  glisser  sans  frottement 
sur  AG. 


A  l'origine  du  temps,   le  système  est  sans  vitesse  et  le 
point  P  est  en  A.  On  abandonne  le  système  à  lui-même  et 


(  397  ) 

Von  demande  quel  sera    le   déplacement   de    la    plaque 
quand  le  point  P  sera  arrivé  en  G. 


SOLUTION. 
25. 


Épreuve  pratique.  —  1°  Former  par  identification  une 
série  à  coefficients  constants 

qui  satisfasse  à  V équation  différentielle 
d^y 

où  a  est  une  constante  positive  ou  négative. 

1°  Vérifier  les  propriétés  suivantes  : 

La  série  obtenue  est  convergente  pour  toute  valeur  finie 
de  X. 

On  peut  prendre  arbitrairement  les  coefficients  Xq  et  Xj. 

On  peut  ranger  les  termes  de  la  série  y  de  sorte  qu'on  ait 

en  représentant  par  y  ^  et  par  y^  deux  séries  à  coefficients 
numériques  (a  étant  compté  comme  un  nombre  donné), 
Vune  ne  renfermant  que  des  puissances  paires  de  a?, 
l'autre  que  des  puissances  impaires. 

Chacune  des  séries  yx  et  y^  est  une  intégrale  de  V équa- 
tion différentielle. 

3"  Traiter  successivement  les  cas  où  l'on  a 

a  ^=  9.        et         a  =  —  3. 

Nota.  —  On  peut  vérifier  les  calculs  en  comparant  les 
résultats  obtenus  avec  ceux  que  donne  l'intégration 
générale  directe  de  V équation  différentielle. 

(Juin  191 1.) 

Épreuve  théorique.  —  En  imaginant  un  tore  engendré 
par  un  cercle  de  o"',io  tournant  autour  d'un  axe  situé 
dans  son  plan  à  une  distance  de  i'"  du  centre  de  ce  cercle, 


(  3g8  ) 

on  demande  de  mesurer  les  courbures  principales  en  l'un 
quelconque  des  points  du  tore  situés  à  la  distance  de  o"*,g5 
de  l'axe. 

En  prenant  pour  axe  des  z  la  normale  à  la  surface  au 
point  considéré.,  pour  axes  des  x  et  des  y  les  traces  des 
sections  principales  sur  le  plan  tangent.,  donner  une 
valeur  approchée  de  z  considérée  comme  fonction  de  x  et  y 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre. 
Indiquer  la  nature  du  paraholoïde  correspondant  qui 
représente  approximativement  l'élément  de  surface  du 
tore  dans  le  voisinage  du  point  considéré. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  définie 

du 


- 


"  i/'-r-^ 


par  la  méthode  de  Simpson  en  subdivisant  l'intervalle 
de  o  à  -  en  six  parties  égales. 

Calculer  la  même  intégrale  par  la  méthode  des  trapèzes 
en  utilisant  les  mêmes  ordonnées  que  dans  la  méthode  de 
Simpson . 

On  fera  les  calculs  à  cinq  décimales. 

(Novembre  igii.) 

Épreuve  théorique.  —  I.  Mathématiques.  —  Déterminer 
l'enveloppe  des  droites  de  la  fam^iïle  déterminée  en  coor- 
données rectangulaires  par  l'équation 

y  =1  X  tan  g  a  +  wcota, 

où  m  représente  une  longueur  donnée  et  a  un  paramètre 
variable.  Calculer  l'angle  de  Vaxe  des  x  et  du  bras  de 
levier  de  la  droite  {perpendiculaire  abaissée  de  l'origine 
sur  la  droite)  et  la  longueur  de  ce  bras  de  levier  quand  a 
est  choisi. 

Longueur  d'arc  de  la  courbe  enveloppe  entre  a.  et  -  ' 


(  399) 

II.  Mécanique.  —  Un  mobile  pesant  P  est  attiré  par  un 
point  fixe  O  proportionnellement  à  la  distance;  l' attraction 
à  la  distance  d  est  égale  aa  poids  du  point  mobile  P. 

Trouver  le  mouvement  de  P,  sachant  qu'à  l'origine  du 
temps  il  est  placée  sans  vitesse  initiale,  sur  l'horizontale 
du  point  O  en  un  point  A©  tel  que  O.4o  =  <^- 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  la  fonction  représentée 
par  le  graphique  suivant  : 


oit  les  points  A,  B,  C,  D  ont  pour  coordonnées 

Tz  '  [37: 


A 


71 

y  =  -' 


!X  =  TT, 
G 
y  =  o; 


7T 


y  —  o. 


Cette  fonction  a  pour  période  air. 

On  demande  de  calculer  les  coefficients  de  la  série  tri- 
gonométrique 

Ao-i-  A2  ç-o^x  -f-  A.,  cosîir  H-. . . 
H-  Bj  sino?  H-  B2  sinaa?  +,  .  . 

qui  la  représente. 

On  rappelle  aux  candidats  les  formules  : 

Ao  =  valeur  moyenne  de  la  fonction  de  o  à  Xtt, 

A„=  —    /        yç.o'&nizdx^  B„=—    /        y's'winxdx. 

(Juin  1919.) 

Épreuve  théorique.   —  Étant  donnés  trois  axes  rectan- 


(  4oo  ) 
gulaires  et  une  surface  représentée  par  V équation 

^  +  f?  =  /(^)' 

OÙ  f{z)  est  une  fonction  qui  s'annule  pour  z  =^  o  et  qui 
prend  des  valeurs  positives  pour  z  positifs  on  peut  consi- 
dérer cette  surface  comme  engendrée  par  une  ellipse 
située  dans  un  plan  mobile  parallèle  au  plan  des  xy  et 
qui  varie  avec  z^  mais  en  restant  semblable  à  elle-même. 
On  peut,  en  outre,  imaginer  que  cette  surface,  limitée  par 
un  plan  quelconque  parallèle  au  plan  des  xy,  représente 
l'intérieur  d'une  coupe  dont  le  fond  est  à  l'origine  des 
coordonnées  et  dont  le  bord  est  l'une  des  ellipses  précé- 
dentes. 

Cela  posé,  on  place  verticalement  l'axe  des  z  et  Von 
suppose  qu'on  remplisse  d'eau  cette  coupe  jusqu'à  une 
hauteur  z  au  moyen  d'un  robinet  à  débit  constant 
donnant  a  unités  de  capacité  pendant  l'unité  de  temps,  et 
l'on  demande  : 

1°  Le  volume  d'eau  jusqu'à  la  hauteur  z; 

1°  L'expression  de  la  vitesse  d' accroissement  de  la  hau- 
teur z  ; 

3"  L'expression  de  la  hauteur  z  en  fonction  du  temps 
lorsque  f{z)  est  la  dérivée  d^ une  fonction  connue  F (2). 

Applications  numériques.  —  En  supposant  un  débit  de  3'  à 
la  minute, 

1.  On  prend  a  =  b  =  ï'^"'  et  f(z).i^"'  —  -iz; 

2.  On  prend  a  =  b  =  i'^"'  et  f(z).iàm^=z^,  le  décimètre 
étant  pris  pour  unité  de  longueur. 

Vérifier  que, pour  une  même  hauteur  z  dans  les  cas  1  et  % 
le  carré  de  Vun  des  temps  est  proportionnel  au  cube  de 
l'autre. 

SOLUTION. 

dz         a.  .  11,.  j 

-^  =  ^->  ce  qui  montre  que  la  vitesse  d'accroissement  de  z 

est  inversement  proportionnelle  à  la  section  de  niveau, 
comme  on  pouvait  le  prévoir. 


(  4oi  ) 

On  a 

'xdt  =  -abf{z)dz 

et,  e:i  intégrant, 

rt-t  z=  TzahY  iz)         avec         Ffo) 

On  a  ensuite  : 

i"  S- =  1T.Z  en  décimètres  carrés, 
V-=  71^2  en  décimètres  cubes, 

'i  =  ;:;  7:2'^  en  secondes; 

2"  S;  =  —  :;-  en  décimètres  carrés, 

V;  =  -T5*  en  déciinèl  I  es  cubes. 

t^—  -T.z^  en  secondes. 

y 

Knfin,  on  a 


ÉpRKiVK  PRATiQi  1:.    —   Siiv  luie  droite  Ox  inclinée  à  4 
se  meut  sans  frottement  un  point  pesant  M  qui  est  attiré 
par  le  point  fixe   O  proportionnellement  à  la  distance; 
Vattraction,    à    10'"   de   distance,    est   égale   au   poids    du 
point  M. 

1"   Trouver  la  position  d'équilibre. 

9."  Trouver  le  mouvement  du  point  M  en  supposant  qu^à 
l'origine  du  temps  il  est  placé  sans  vitesse  au  point  O. 

3"  Trouver,  à  ^^  de  seconde  près,  la  durée  de  l'oscilla- 
tion de  iM. 

SOLUTION. 

A  la  dislance  a?,  l'attraction  est  kx\  à  la  distance  10,  on 
a  lo/c  =  //ij^,  d'où  la  valeur  de  k. 

Il  '         lU  '"/^'  \/'^  1.    ^ 

Il  Y  a  équilibre  pour x  —  —  mg,  d  ou  x  ---  7,07. 

'^  '  '10  ■?. 

Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  MV.  (Aoùt-Sept.  i:)i'|.)     ^^ 


(     \0'X    ) 

Dans  le  mouvement,  on  a 
cl 

d'où 

X  =  s 


— -  =z  mg  4  / X, 

W^  ^    V      2  lO        ' 

/ï(,_cos$.). 


Le  point  oscille  entre  :r  =  o  et  a?  =  i4,  ï4- 
La  durée  de  l'oscillation  simple  est 

/To      ,. 

(Novembre   1912.) 

ÉpRKUVE  THÉORIQUE.  —  i"  Construire  la  courbe  représentée 

par  r équation 

x'* —  Çix'^y^-^  y'^=  I. 

1°  Trouver  le  mouvement  d'un  point  A  de  masse  égale  à 
l'unité  attiré  par  un  point  fixe  O  dont  l'attraction  à  la 
distance  p  est  égale  à 

i\k'^a        Gk^a'- 


On   suppose    que    la  distance    initiale    du   point    A    au 
point  O  est  a,  et  que  la  vitesse  initiale  est  perpendiculaire 

au  rayon  vecteur  initial  et  est  égale  à  —  • 

On  montrera  que  la  trajectoire  est  représentée  en  coor- 
données polaires  par  V  équation 

p  —  a(9.  +  cosO), 

et  Von  donnera  la  relation  qui  détermine  6  en  fonction 
du  temps. 

On  montrera  qu'à  toute  valeur  du  temps  correspond  une 
et  une  seule  valeur  de  0. 

J'  '  SOLUTION. 

Tliéorème  des  aires 

'     (It 


(  4o3 

Théorème  des  forces  vives 


4A-2a 

p:J 

3Â:2«4 

En  éliminant  dt  on  a 

1    </p2         I 

p*    0^62   "+"   ^-i 

4rt 

3  «2 

P' 

d'où  l'on  tire 

dfï  — 

dp 

v/a2- 

-(?- 

-  laf 

et  par  suite 

p  =  a('2 

\  -h  ces 

6). 

En  remplaçant  p  par  sa  valeur  dans    l'équation   des  aires, 
on  a 


,  /    ,  ,  A  I  -T-  COS2  6    .      ,,,  ,      , 

«2    4  +  4  cose  H (^fJ  =  k  dt, 


d'où 


-0^-4  sinO  +  -5:sin2e  =  G^. 


La  dérivée  du  premier  membre  étant  toujours  positive,  il 
ne  peut,  pour  une  valeur  donnée  de  t,  y  avoir  plus  d'une 
racine.  D'ailleurs  cette  racine  existe,  car,  pour  0  =  o,  le 
premier  nombre  est  nul,  et,  pour  6  =oo,  il  est  infini. 


ÉpRKUVE  PRATiQUiî.  —    On  co/isidère  l'équation  différen- 
tielle 

d^x        -  dx 


dans  laquelle  on  a 

h  =  I,:'), 


i"  Calculer  une  intégrale  particulière  de  la  forme 

A  sin(5nryV  -f-  a)  ; 
2°  Calculer  l'intégrale  générale. 
Nota.  —  Les  valeurs  numériques  données  provenant  de 


(  4o4  ) 

les  calcu 

les  résultats  avec  l' approximation  strictement  compatible 
avec  les  données.  (Juin  igrS.) 

Montpellier. 
Épreuve  théorique.  —  Une  courbe  G  a  pour  équation 

Par  l'origine^  on  mène  deux  droites  rectangulaires.,  de 
coefficients  angulaires  m   et ?  qui  coupent  la  courbe 

en  deux  points  M  et  M'.  Les  tangentes  en  ces  points  se 
coupent  au  point  P. 

i''  Calculer  les  coordonnées  de  ce  point  P,  et  démontrer 
qu'il  décrit  la  parabole 

4  j2=3  ^a{x  —  a) 
lorsque  m  varie. 

1°  Montrer  que  cette  parabole  est  tangente  à  la  courbe  G, 
en  deux  points  symétriques  A  et  A'. 

3"  Calculer  Vaire  comprise  entre  les  arcs  de  la  courbe  G 
et  de  la  parabole.,  lim,ites  aux  trois  points  0,  A,  A'. 

4"  Calculer  la  longueur  de  l'arc  OA  de  la  courbe  G. 

ÉpreijVE  pratique.  —  Calculer  les  intégrales 

/ dx         et  /       -dx\ 

Jq      \^x^  J^       \-\-x^ 

que  devient  la  première  de  ces  intégrales,  si  l'on  fait  le 
changement  de  variable  x  =  —  ' 

y 

(Novembre  191 1.) 

Épreuve  théorique.    —  Une  courbe  G  est  représentée,  en 
coordonnées  polaires.,  par  l'équation 

p  =  a{\  -f-  cosco). 

Soit  M  un  point  de  la  courbe,   la  droite  OM  coupe  la 
courbe  en  un  autre  point  M'. 


i 


(  4o5  ) 

1°  Démontrer  que  la  longueur  MiM'  est  constante,  et  que 
les  tangentes  en  M  et  en  M'  sont  perpendiculaires . 

9.°  Les  normales  en  M  et  en  M'  se  coupent  en  un  point  A; 
calculer  les  longueurs  MA  et  M'A;  démontrer  que  OA  est 
perpendiculaire  sur  OM,  et  trouver  le  lieu  du  point  A. 

3"  Calculer  les  coordonnées,  x  et  y,  du  point  A,  et  du 
milieu  B  de  MM';  former  l'équation  de  la  droite  AB,  et 
démontrer  qu'elle  passe  par  un  point  fixe. 

4°  Chercher  l'enveloppe  du  cercle  qui  passe  par  les 
trois  points  M,  M',  A. 

Epreuve  pratique.  —  Déterminer  V  intersection  des 
deux  surfaces 

^^  + J"^+ -^^ -+- 4«S         j'^ -i- z"^  =  "à  a X . 

Évaluer  le  volume,  et  la  surface  totale,  du  solide  limité 
par  les  portions  de  ces  surfaces  comprises  entre  la  courbe 
d'intersection,  et  les  points  (o,  o,  o)  de  la  seconde,  {ia,  o,  o) 
de  la  première.  (Juin  1912.) 

Épreuve  théorique.  —  Déterminer  l'intégrale  générale 
de  l'équation  différentielle 

d-^y        ^ 

Déterminer  l'intégrale  qui  repre'sente  une  courBe  G 
passant  par  l'origine,  et  tangente  en  ce  point  O  à  Oa?. 
Montrer  qu'il  y  a  deux  tangentes  à  la  courbe  C,  qui 
passent  par  O,  et  qui  ont  une  infinité  de  points  de  contact. 
Déterminer,  en  chacun  de  ces  points  de  contact,  le  centre 
de  courbure  et  le  rayon  de  courbure  ;  montrer  que  ces 
centres  de  courbure  sont  sur  une  hyperbole.  Montrer  que 
les  aires  des  cercles  de  courbure,  en  ces  points  de  contact, 
ont  une  somme  finie. 

Épreuve  pratique.  —  Quelles  sont  les  surfaces  repré- 
sentées par  les  équations 

b  c 

b         c  \a 


■    (  4o6  ) 

OÙ  «,  6,  c  sont  positifs.  Montrer  que  leur  intersection  est 
formée  de  deux  courbes  planes.  Calculer  le  volume  limité 
par  les  parties  des  deux  surfaces  comprises  entre  ces 
deux  courbes  planes.  (Novembre  1912.) 


Nancy. 

Épreuve  théorique.     —  Analyse.    —  Établir   la  formule 
de  Green 


Applicati 


on  à    I  (ydx  —  xdy). 


Géométrie.  —  Soit  G  une  courbe  tracée  dans  un  plan 
rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  0  x,  Oy.  La  tangente 
en  un  point  quelconque  M  de  là  courbe  G  rencontre  Oy  en 
un  point  B  et  la  parallèle  à  Oy  menée  par  M  rencontre  Ox 
en  un  point  A. 

1°  Déterminer  les  courbes  G  pour  lesquelles   Vaire   du 


trapèze  OAMB  a  une  valeur  donnée  K'^,  lorsque  M  décrit 
la  courbe. 

2"  Tracer  les  courbes  G  dont  l'une  est  une  hyperbole^ 
soit  H,  Montrer  que  l'aire  limitée  par  Vhyperbole  H,  une 
courbe  G  quelconque  et  la  parallèle  à  Oy  menée  par  le 
point  de  cette  courbe  C  pour  lequel  la  tangente  est  paral- 
lèle à  Ox.,  a  une  valeur  constante. 


Géométrie  et  Mécanique.  —  On  considère  le  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Vaxe  des  z  et  dont 
la  base  est  la^ parabole  du  plan  des  xy  représentée  par 


Véqaatioii 
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Déterminer  sur  ce  cylindre  une  courbe  C,  passant  par 
l'origine  des  coordonnées,  et  dont  les  tangentes  font  avec 

l'axe  0  X  un  angle  constant  égal  à  -^  •  On  posera  x  =  a  sin  ^ 

4 
et  l'on  exprimera  les  coordonnées  des  points  de  la  courbe 
au  moyen  du  paramètre  t. 

En  supposant  que  t  représente  le  temps  et  qu'un  mobile^ 
de  masse  m,  entièrement  libre,  ait  un  mouvement  défini 
par  les  expressions  des  coordonnées  des  points  de  la 
courbe  G  en  fonction  du  temps^  déterminer  la  force  qui  le 
sollicite  et  le  travail  de  cette  force  pour  un  déplacement 
du  mobile.  (Juin  1911.) 


Épreuve  théorique.  —  Première  Partie.  —  Un  cercle  étant 
rapporté  à  deux  diamètres  rectangulaires  Ox,  Ojk,  on 
définit  un  point  M  variable  de  ce  cercle  à  V aide  de  V angle  t 
que  forme  le  rayon  OM  avec  Ox. 


Sur  la  parallèle  à  Ox  menée  par  M  on  porte  un  vecteur 
MM',  dont  la  mesure  est  une  fonction  déterminée  f  (t)  du 
paramètre  t. 

1°  Etablir  les  formules  donnant  l'aire  S  balayée  par  le 
vecteur  MM'  et  Vaire  2  balayée  par  le  rayon  vecteur  O  M' 
lorsque  t  varie  de  zéro  à  une  valeur  quelconque.  (Pour 
trouver  l'aire  il,  on  utilisera  les  formules  liant  les  coor- 
données polaires  du  point  M'  à  la  variable  t.) 

2"  Déterminer  la  fonction  f(t)  de  telle  sorte  que  le 
rapport  des  aires  "ï.  et  S  ait  une  valeur  constante  égale 
à  K. 


(  -io8  ) 

Dans  le  cas  où  K  est  égal  à  L'unité^  achever  l'intégration 
et  tracer  les  courbes  lieu  du  point  M'. 

Deuxième  Pailie.  —  I.  Calcul  du  rayon  de  courbure  d'une 
courbe  gauche. 

II.  On  considère  une  barre  homogène  AB  de  longueur  l 


if 

B 

\^p 

D 

\ 

V    ù> 

o 

A 

et  dont  la  masse  de  l'unité  de  longueur  est  égale  à  \i.. 
Cette  barre  se  déplace  dans  un  plan  horizontal  de  façon 
que  ses  extrémités  A  e^  B  glissent  sans  frottement  sur  deux 
axes  rectangulaires  Ox,  Oy  de  ce  plan.  Sa  position  est 
déterminée  à  chaque  instant  par  l'angle  BAO  =  0,  et 
chacun  de  ses  points  G  est  déterminé  par  sa  distance 
BG  =  S  au  point  B. 

Chaque  élément  de  la  baire^  de  longueur  ds  et  de  masse 
dm,  entourant  un  point  tel  que  G,  est  soumis  à  une  force 
attractive  de  la  part  de  Oy  ;  cette  force  est  égale  au  produit 
de  dm  par  la  mesure  du  vecteur  GD  mené  par  le  point  G 
perpendiculairement  à  Oy. 

i"  Déterminer  la  grandeur  et  la  position  de  la  résultante 
des  forces  appliquées  à  la  barre  lorsque  6  a  une  valeur 
donnée;  quel  est  le  travail  de  ces  forces  pour  un  dépla- 
cement de  la  barre  ? 

2°  Calculer,  d'après  le  théorème  de  Konig,  l'énergie 
cinétique  de  la  barre. 

3"  Ecrire  l'équation  du  mouvement  et  achever  V inté- 
gration, lorsque  les  conditions  initiales  permettent  à  la 
barre  d'atteindre  la  position  Ox  avec  une  vitesse  nulle. 

(  Octobre  191 1.) 
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Paris. 

Epreuve  théoriqie.  —  Analyse.  —  I.  Intégrer  Véquation 
dlffcrentlelle 

d^  y        dy 

-fh,  -+--/-—  '2  r  =  e-'—x  —  i. 

dx'        dx  -^ 

Calculer  V intégrale  y  de  cette  équation  qui  s'annule 
pour  a:  =  o,  ainsi  que  sa  dérivée  première.  Reconnaître  si 
la  fonction  y  ainsi  obtenue  passe  p"r  un  maximum  ou  par 
un  minimum  pour  x  —  o. 

II.   On  considère  l'intégrale  curviligne. 


f 


y{\  —  X'  ^  y"^)  dx  -^  X {\  -^  X'  —  y~  )  dy 
(  r  +  .r2  -I-  jk2  )' 


Démontrer  que  la  valeur  de  cette  intégrale,  supposée 
étendue  à  un  arc  de  courbe  AB,  ne  dépend  que  de  l'ori- 
gine A  et  de  l'extrémité  B  de  cet  arc  de  courbe,  et  non 
des  points  intermédiaires.  Calculer  l'intégrale.,  lorsque, 
le  point  A  étant  l'origine  des  coordonnées .,  le  point  B  a 
des  coordonnées  données  x^,  y\. 

III.  Soient  Ox.,  Oy  deux  axes  rectangulaires.  Un  point 
quelconque  M  d'une  courbe  C  se  projette  sur  Ox  en  H  et 
la  tangente  en  ce  point  rencontre  Ox  enT. 

i"  Déterminer  toutes  les  courbes  G  telles  que  l'on  ait 

HôïrF  =  -i. 

Construire  celle  de  ces  courbes  {(\)  qui  passe  par  le 
point  X  =z  o,  y  =  i,  et  calculer  à  o,oi  près  les  coordonnées 
de  ses  points  d'inflexion. 

2"  On  mène  par  O  la  parallèle  à  la  droite  symétrique 
de  MT  par  rapport  à  Ox.  Cette  parallèle  rencontre  M  H 
en  m.  Construire  la  courbe  C2,  lieu  de  ce  point  m,  quand 
M  décrit  Ci. 

3"  Evaluer  l'aire  comprise  entre  Ci  et  Cj. 

Mécanique.  —  On  considère  le  système  matériel  suivant  : 
Un  fil  inextensible,  flexible   et  de  poids  négligeable, 


(  i'o  ) 

tout  entier  situé  dans  un  plan  vertical  fixe,  part  d'un 
point  fixe  O,  descend  verticalement^  passe  sous  le  cercle 
de  gorge  d'une  poulie  mobile  (G)  et  de  poids  P,  remonte 
verticalement,  passe  sur  le  cercle  de  gorge  d'une  poulie  (C) 
mobile  autour  de  son  axe  horizontal  supposé  fixe,  redes- 
cend verticalement  et  supporte  un  poids  solide  S  homo- 
gène, pesant,  de  poids  Q,  ayant  la  forme  d'un  cylindre 
de  révolution  dont  Vaxe  est  dans  le  prolongement  du  fil. 
A  l'origine  des  temps,  le  système,  étant  supposé  sans  vi- 
tesse, est  abandonné  à  lui-même. 

I"  Déterminer  le  mouvement  du  solide  S,  le  mouvement 
de  la  poulie  (G)   et  la  tension  du  fil.  Montrer  que  cette 

.  P-i-Q     ■ 

tension  ne  dépasse  jamais  — - —  • 

'1°  On  suppose  que,  dans  le  mouvement  considéré,  le  so- 
lide S  descende  à  l'instant  t^,  on  coupe  le  brin  de  fil  qui 
porte  ce  solide;  il  s'écoule  alors  un  nouvel  intervalle  de 
temps  précisément  égal  à  t^,  avant  que  la  poulie  (G)  repasse 
par  la  position  qu'elle  occupait  au  début  du  mouvement. 
Calculer  le  rapport  des  poids  P  et  Q. 

N.  B.  —  On  supposera  les  poulies  (G)  et  (G')  homogènes 
et  leurs  cercles  de  gorge  parfaitement  lisses. 

Épreuve  pratique.  —  i"  Construire,  sur  une  feuille  de 
papier  quadrillé,  pour  x  variant  de  o  à  \ ,  la  courbe 

I 


lo":  — 

^  X 


'i"  Se  servir  de  la  courbe  ainsi  construite  pour  résoudre 
graphiq uement  l'équation 


(6.V  -h  i)  log- 


î . 


3"  Calculer  l'intégrale 


f 


'    dx 


^  X 


au  moyen  de  la  formule  de  Simpson,  l'intervalle  d'inté- 
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gration  étant  partagé  en  dix  parties  égales.  Comparer  le 
résultat  obtenu  à  celui  que  fournirait  V utilisation  directe 
du  quadrillage. 

N.B.  —  On  prendra  pour  origine  un  des  quatre  som- 
mets de  la  partie  quadrillée  de  la  feuille^  et  pour  axe 
des  X  le  plus  petit  côté.  On  choisira  les  unités  d'abscisse 
et  d'ordonnée^  de  manière  que  le  sommet  de  la  partie 
quadrillée  de  la  feuille.,  opposé  à  l'origine^  ait  pour  coor- 
données iF  =  I,  j>^  =  lo.  On  calculera  directement  les  ordon- 
nées de  la  courbe  pour  des  abscisses  variant  de  cejitimètre 
en  centimètre  et  Von  inscrira  les  valeurs  de  ces  ordonnées 
sur  la  feuille  de  papier  quadrillé. 

Il  n'est  pas  demandé  une  approximation  plus  grande 
que  celle  que  comporte  l'usage  exclusif  de  la  règle  à 
calcul. 

La  rédaction  contiendra  des  indications  sommaires  sur 
les  procédés  de  calcul  employés. 

(Juin  1911.) 

Épreuve  théoriquk.  —  Analyse.  —  I.  Intégrer  le  système 
d'équations  différentielles  simultanées 

dx  dy 

-dt=y'     ^ =-■'■+'• 

Déterminer  la  solution  de  ce  système  telle  que  pour  t  =  0 
X  et  y  prennent  la  valeur  o. 

Si  l'on  regarde  les  fonctions  x  et  y  de  t  ainsi  détermi- 
nées comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
dans  un  plan,  ce  point  engendre,  lorsque  t  varie.,  une  cer- 
taine courbe  (C).  Construire  cette  courbe. 

Calculer  l'aire  engendrée  par  la  révolution  autour 
de  Oy  de  l'arc  de  la  courbe  {C)  obtenu  en  faisant  varier  t 
de  o  à  iTz. 

II.  On  donne.,  dans  un  plan.,  deux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  Ox  et  Oy,  On  désigne  par  M  un  point 
quelconque  d'une  courbe  (G)  du  plan.,  par  P  sa  projection 
sur  Ox^par  Q  le  point  d'intersection  de  Oy  avec  la  tan- 
gente à  la  courbe  G  e/i  M. 

Former   l'équation   différentielle    des    courbes   (G)    qui 
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jouissent  de  la  propriété  que  l'aire  du  trapèze  OPMQ  est 
égale  à  une  aire  donnée  a"^.  Intégrer  cette  équation  et 
construire  celle  des  courbes  (G)  qui  passe  par  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  x  =  a,  y  =  a. 

Mécanique.  —  I.  On  donne^  dans  un  plan  fixe,  deux  axes 
de  coordonnées  rectangulaires  fixes  Ox  et  Oy.  Un  point 
matériel  M,  de  niasse  m,  peut  se  mouvoir  librement  dans 
ce  plan.  Il  se  trouve  que,  sous  l'action  d'une  certaine  force 
parallèle  à  Oy^  ce  point  admet  comme  trajectoire  une 
circonférence  (C)  de  centre  O  et  de  rayon  R.  On  connaît 
la  vitesse  Vq  dont  est  animé  le  mobile  au  moment  t  =  o  où 
son  abscisse  est  /utile. 

Calculer  en  fonction  du  temps  les  coordonnées  du 
point  M;  calculer  en  fonction  de  l'ordonnée  du  point  M 
la  vitesse  de  ce  point  et  la  force  qui  produit  son  mouve- 
ment. 

II.  On  considère  un  plan  incliné  rugueux  faisant,  avec 
le  plan  horizontal,  un  angle  donné  a.  Le  coefficient  de 
frottement  est  f.  Un  point  matériel  pesant  de  poids  P  est 
placé  sur  ce  plan  incliné.  On  lui  applique  une  force  égale 
à  son  poids  et  dirigée  suivant  l'horizontale  du  plan  incliné 
qui  passe  par  le  point.  On  demande  à  quelle  condition 
doit  satisfaire  f,  l'angle  a  étant  supposé  donné  pour  que 
le  point  soit  en  équilibre. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère,  dans  un  plan  rap- 
porté à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy, 
la  chaînette  dont  l'équation  est 

e^-\-e-^ 
y  =^  chx         ou         y  =^ 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  chaînette,  P  sa  pro- 
jection sur  Ox,  A  le  sommet  de  la  chaînette.  Déterminer 
le  point  M  par  la  condition  que  l'on  ait 

OA-f-PM  =  OP  +  arcAM. 

On  calculera  les  coordonnées  du  point  cherché  M  à  y^ 
près.  (Octobre  191 1.) 
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Epreuve  théorique.  —  Analyse.  —  I.  Intégrer  le  système 
d' équations  différentielles 


-^  =  ^x-y, 


dx 
Tt 

dy  _    . 

-j-  =  X  ^  ^y  —  b  s\nt. 

Déterminer  une  solution  de  ce  système  par  la  condition 
que  X  et  y  s'annulent  pour  t  =  o,  et  calculer  le  premier 
terme  non  nul  dans  les  développements  en  séries  entières 
en  t  des  fonctions  x  et  y  ainsi  obtenues. 

II.  Une  courbe  plane  (C)  est  rapportée  à  deux  axes  rec- 
tangulaires 0  X,  OjK,  la  tangente  en  un  point  quelconque  M 
de  la  courbe  (G)  rencontre  au  point  T  l'axe  Oy. 

Déterminer  la  courbe  G,  de  manière  que  l'angle  MFT 
soit  droite  F  étant  un  point  fixe  situé  sur  Ox^  à  la  dis- 
tance a  du  point  O.  Discuter  la  nature  de  la  courbe  (G) 
obtenue  suivant  la  valeur  donnée  à  la  constante  d'inté- 
gration. 

III.  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  0^,  Oy.,  Oz, 
on  demande  de  calculer  le  volume  du  solide  limité  par  le 

2 

cylindre  y^chx.,  par  la  surf  ace  —  =  ihx,  et  par  les  plans 
X  =  o,  X  =  \,  s  =  o.  On  rappelle  les  formules  : 

,  e^-he--^'  ,  e'  —  e-^  .  sha? 

•2  Si  eux 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  pesant  M,  de  masse  m^ 
se  déplace  dans  un  milieu  qui  lui  oppose  une  résistance., 
dirigée  en  sens  inverse  de  la  vitesse  de  M,  et  d'intensité 

R  =  nrg  -r—^i  où  g  désigne  l'accélération  due  à  la  pesan- 

teur,  V  la  valeur  algébrique  de  la  vitesse  de  M  et  K,  un 
coefficient  numérique.  Soit  x' O  x  un  axe  orienté,  la  direc- 
tion positive  Ox  étant  celle  de  la,  verticale  descendante. 

1°  /l  V instant  initial  M  est  lancé  du  point  O  avec  une 
vitesse  f o  =  —  a  (a  >  o)  dirigée  suivant  la  verticale  ascen- 
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dante  Ox.  On  demande  l'abscisse  x= — /*(A>o)  du 
point  le  plus  haut  Oi  atteint  par  M,  ainsi  que  le  temps  T 
employé  par  M  pour  aller  de  O  à  Oi. 

2"  On  prendra   désormais    0,    comme  nouvelle  origine 
des  abscisses  {la  direction  positive  des  abscisses  étant  tou- 


..Oj, 


jours  celle  de  la  verticale  descendante)^  et  l'instant  où  M 
est  en  O,  comme  nouvelle  origine  des  temps.  Sous  l'action 
de  la  pesanteur  et  de  la  résistance  R,  le  point  M  va  des- 
cendre suivant  la  verticale  OiOa?.  Donner  les  expressions 


T(0 


et 


^  =  f{t) 


de    la  vitesse   et  de    l'abscisse   de    M   à   un   instant   quel- 
conque t. 

3°  On  admet  que  K  est  très  grand.,  de  telle  sorte  qu'on 
puisse  négliger  dans  les  calculs  les  puissances  de  —  supé- 
rieures à  '1. 

Montrer  que  l'approximation  précédente  permet 
d 'écrire 

A/3 


œ(  n 


n  — 


-2 


K2    ' 

K2 


A  et  B  étant  deux  coefficients  {ne  dépendant  que  de  g)  que 
l'on  calculera. 

Applications  :  g  —  980;  K  —  9,8  x  lo^;  calculer  à  l'ins- 
tant ^  =  1,  ^{t)  et  ^{t)  avec  l'approximation  permise 
au  3°. 
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Epreuve  pratique.  —  Ua  récipient  d'une  contenance  de 
10  litiges  a  la  forme  d'un  cylindre  de  révolution  limité  par 
deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  (A)  du  cylindre  et 
situés  à  une  distance  de  5o""  l'un  de  l'autre.  Onverse  i'  de 
liquide  à  l'intérieur  du  récipient  supposé  placé  de  telle 
sorte  que  (A)  soit  horizontal. 

Soit  (C)  la  section  du  récipient  par  un  plan  (P)  per- 


pendiculaire à  (A),  0  l'intersection  de  (P)  avec  (A), 
AB  l'intersection  de  (P)  avec  la  surface  libre  du  liquide 
et  X  le  supplément  de  V angle  AOB. 

i"  Former  V équation  à  laquelle  satisfait  x. 

9"  Résoudre  cette  équation  avec  la  précision  que  com- 
portent les  Tables  de  logarithmes  à  cinq  décimales. 

3"  Calculer  en  centimètres  {avec  la  même  précision)  la 
distance  OD  de  l'axe  du  récipient  à  la  su? face  libre. 

(Juillet  1912.) 

Epreuve  théorique.  —  Analyse.  —  I.  Intégrer  l'équation 
différentielle 

d-  y  dy 

où  m  désigne  une  constante  donnée.  Calculer  l'intégrale 
qui,  pour  x  =  o,  s'annule,  ainsi  que  sa  dérivée  première. 
Calculer,  à  l'origine  des  coordonnées,  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  courbe  qui  représente  la  variation  de  cette 
intégrale. 

II.  Etant  donnés,  dans  un  plan,  deux  axes  de  coordon- 
nées rectangulaires  Ox,  Oy,  on  considère  dans  ce  plan 
un  courbe  ((1).  Soit  IM  un  point  quelconque  de  cette  courbe  ; 


(4.6) 

soit  \  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  en  M;  soit  P  la 
projection  du  point  I  sur  la  parallèle  àOx  menée  par  M-, 
soit  Q  la  projection  du  point  P  sur  la  normale  MI. 

Former  et  intégrer  V  équation  différentielle  des 
courbes  (C),  telles  que  la  longueur  QI  soit  égale  à  une 
longueur  donnée  a.  Indiquer  la  forme  des  courbes  (G). 

III.  Construire  la  courbe  représentée  en  coordonnées 
rectangulaires  par  V équation 

cc(x--\-  y-)  =  y^. 

Évaluer  à  foôô  P'''^^  l'aire  comprise  entrée  cette  courbe 
et  la  droite  a?  =i,  ainsi  que  l'abscisse  du  centre  de  gravité 
de  cette  aire. 

Mécanique.  —  Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  0^7,  Oy  se  meut  un  point 
matériel  M,  de  masse  égal  à  \,  de  coordonnées  x  et  y.  Il 
est  soumis  à  une  force  F  dont  les  composantes,  suivant  les 
axes  de  coordonnées,  sont  X  =  —  x,  Y  =  —  4jK. 

i*"  Chercher  s'il  existe  une  fonction  de  force  \J{x,y); 
da/is  l'affirmative,  déterminer  \J(x,y)  et  construire  les 
courbes  de  niveau  (S)  du  champ  (H)  créé  par  la  force  F. 

2"  Former  et  intégrer  les  équations  différentielles  du 
mouvement  du  point  M. 

3*  M  étant  abandonné  sans  vitesse  initiale,  à  l'instant 
t  =  o,   du  point  A  de  coordonnées  a7o=i,  yQ=\,   donner 

les  expressions 

or  =  f{t),        y  =  g{t) 

des  coordonnées  de  M  à  l'instant  t\  construire  la  trajec- 
toire (T)  correspondante  et  calculer  la  vitesse  v  à  V ins- 
tant t. 

4°  Montrer  qu'aux  poins  de  (T),  où  la  vitesse  v  est  maxi- 
mum ou  minimum  {sans  être  nulle),  la  trajectoire  (T) 
est  tangente  à  la  courbe  de  niveau  (S)  passant  par  ces 
points. 

Épreuve  pratique.  —  Soient  deux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  Ox,  Oy  et  l'hyperbole  (H)  d'équation 

xy  =  1. 


(4.7) 

Déterminer  les  coordonnées  x,y{x  >  i,  j  <  i)  d'un  point  M 
de  {Y{)  satisfaisant  à  la  condition  suivante  : 

Soit  P  V intersection  de  la  parallèle  à  Oy  menée  par  M 


avec  la  parallèle  à  Oy  menée  par  A,  A  étant  le  point 
de  {H)  d'abscisse  x  =  \\  l'aire  limitée  par  l'hyperbole  (H)^ 
les  droites  AP  et  PM,  doit  être  égale  à  i. 

On  calculera  x  et  y  avec  la  précision  que  comportent 
les  Tables  de  logarithmes  à  cinq  décimales. 

N.  B.  —  On  pourra  d'abord  calculer  y. 

(Octobre  1912.) 

Poitiers. 

Épreuve  théorique.  —   I.  Soit 

d'^y        .    ,    ^dy        .    ,     . 


une  équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  quel- 
conques. Montrer  comment.^  si  l'on  connait  une  intégrale 
particulière,  on  peut  ramener  le  calcul  de  l'intégrale 
générale  à  l'intégration  d'une  équation  linéaire  du  pre- 
mier ordre. 

\\.   On  considère  l'équation  linéaire 


d^ 
dv^ 


>.  y        xa 
x-  X 


Ann.  de  Mathétnat.,  4*  série,  t.  XIV.  (\oùt-Sept.  iyi4)     K 


(  4.8  ) 

i"  Montrer  quil  existe  une  infinité  de  polynômes  du 
second  degré  en  x  satisfaisant  à  cette  équation. 

1°  Former  l'intégrale  générale  de  l'équation. 

3°  Construction  des  courbes  intégrales  et  discussion 
suivant  les  valeurs  des  constantes  d'intégration. 

i\^  On  considérera  en  particulier  l'intégrale  Yj  {x)  qui 
passe  par  les  points  x  =  j,  y  =^  a  et  x  =^  —  r,  y  =  a,  et 
l'intégrale  X^^i^x)  qui  passe  par  l'origine  et  par  le  point 
x=  I,  y  =  o.  L'aire  comprise  entre  les  deux  courbes  cor- 
respondantes dans  l'angle  des  coordonnées  positives 
a-t-elle  une  valeur  finie  ?  La  différence  entrée  les  deux 
portions   de  cette   aire  situées  de  part    et  d'autre   de    la 

droite  x  =  -  a-t-elle  une  valeur  finie  ? 

(Novembre  191 1.  ) 

Épreuve  théorique.  —  J.  Question  de  cours.  —  Applica- 
tion des  intégrales  multiples  à  la  détermination  du 
centre  de  gravité  d'un  corps  homogène. 

Exemples  :  i"  Trouver  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  de  la  demi-sphère  d'équation  x'^  ■+■  y"^ -\- z- =  K'^ 
située  au-dessus  du  plan  des  xy. 

2"  Trouver.,  par  la  méthode  des  intégrales  triples.,  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité  du  tétraèdre  qui  a  pour 
sommets  :  l'origine  des  coordonnées  O;  le  point  A  de 
l'axe  des  x  qui  a  pour  abscisse  za;  le  point  b  de  Vaxe 
des  y  qui  a  pour  ordonnée  zb;  le  point  G  qui  a  pour 
coordonnées  Xq  =  a,  y^  ■=  b.,  zq  =  c  (on  suppose  a,  b,  c 
positifs). 

II.  Un  fardeau,  placé  sur  un  plan  rugueux  incliné 
de  3o°  sur  le  plan  horizontal,  est  soumis  à  une  force  F 
parallèle  au  plan  incliné  et  dirigée  vers  le  haut.  On 
observe  que  le  fardeau  ne  reste  en  équilibre  que  si  F 
est    compris    entre    certaines    valeurs   ^    et    <ï>.     Sachant 

que  —  —0.^1,   calculer    le    coefficient    du  frottement    du 

fardeau  sur  le  plan. 

Épreuve   pratique.  —  Intégrer  le  système  des  équatiom 


4 


différentielles 


(     iHJ    ) 

dy_ 
dx 

dz 

—  y  -\-  ^z  =  X. 

(Juillet  igrsi.) 


,      ,    3  y  —  •}. z  =^  e^  ^\\\ X , 
dx 


dx        ^ 


Épreuve  théorique.  —  I.  i"  Déterminer  la  valeur  de  la 
constante  a  de  manière  que  l'équation 

(i)  {y' — y^)  i,\ii'^x -\- ay  ^mxcosx -\- i  —  o 

admette  la  solution  •''^■'  ^'"^  " 

y  =  col X .  ,    _       ^. 

2"  a  étant  ainsi  déterminée,  înontrer  que  la  diffé- 
rence y — cot^'  satisfait  à  une  équation  de  Bernoulli  et 
déduire  de  là  l'intégrale  générale  de  V équation  (  i  ). 

II.   i"  Théorie  des  enveloppes  dans  le  plan. 

2°  Application. 

Déterminer  l'enveloppe  des  ellipses  dont  les  axes  de 
symétrie  sont  deux  droites  rectangulaires  données  et 
dont  la  mesure  de  l'aire  est  un  nombre  donné  A. 

Épreuve  prvtique.  —  On  considère  une  fonction  égale 
à  I  dans  V intervalle  -^  à  -  et  égale   à  x"- — x  dans    Vin- 

tervalle  -  à  ^  •  On  demande  de  développer  la  fonction  en 

série  trigononiétrique  dans  r intervalle  où  elle  est  définie 

(Novembre  191 2.) 

Épreuve  théoriole. —  f.  Question  de  cours.  —  Intégra- 
tion d'une  équation  aux  dérivées  partielles  linéaires  du 
premier  ordre  à  deux  variables  indépendantes. 

W.   On  considère  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(I)  py-qx  =  o. 

1"   Trouver  la  solution  générale  de  cette  équation. 

2°  Montrer  qu'il  existe  une  famille  de  solutions,  ou    sur 


(    i^o  ) 

faces  intégrales,  qui  sont  des  cônes  droits  ayant  pour 
base  le  cercle  de  rayon  \  du  plan  xy  dont  le  centre  est  à 
l'origine. 

3"  Montrer  qu'il  existe,  d'autre  part,  une  famille  de 
surfaces  intégrales  qui  sont  des  paraboloïdes  de  révo- 
lution autour  de  l'axe  des  z. 

4°  Soient  (P)  celui  de  ces  paraboloïdes  qui  a  pour  sommet 
l'origine  et  pour  paramètre  i  et  (C)  l'un  quelconque  des 
cônes  définis  plus  haut,  ayant  son  sommet  au-dessus  du 
plan  des  xy.  On  évaluera  le  volume  et  la  surface  du 
solide  fini  délimité  par  les  deux  corps  (P)  et  (G)  [portion 
commune  aux  deux  corps,  entre  le  plan  des  xy  et  le 
sommet  du  cône]. 

III.  1°  Déterminer  l'enveloppe  E  des  circonférences  S 
dont  l'équation  en  coordonnées  rectangulaires  est 

x--h  y'-{- ippx  —  9.ppy  r=z  o, 

où  p  est  une  constante  et  p  un  paramètre  arbitraire. 
2"  Construire  la  courbe  E. 

EpiiKUViî  PHATiQL'iî.  —  Un  enfant  a  fait  tourner  dans  un 
plan  vertical  fixe  une  pierre  de  poids  P  attachée  à  Vex- 
tréinité  A  d'une  ficelle  de  longueur  l  et  de  poids  négli- 
geable. Pour  maintenir  fixe  Vautre  extrémité  B,  sa  main 
doit  exercer  une  résistance  R.   On  demande  : 

i"  De  montrer  que  le  nombre  N  de  tours  de  la  pierre 
par  unité  de  temps  ne  peut  s'abaisser  —  sans  que  la 
ficelle  cesse  d'être  tendue  —  au-dessous  d' un  certain  mini- 
mum /i,  qu'on  peut  déterminer  connaissant  l. 

2"  De  calculer  la  résistance  R  et  d'étudier  sa  variation 
{en  supposant  N  >  n)  quand  la  ficelle  tourne. 

r»      D 

S''  De  calculer  le  maximum  s  de  l'erreur  relative  — ^r 

R 
que  l'on  commettrait  en  prenant  pour  R  la  valeur  Rq  de  R 
quand  la  pierre  passe  au  point  le  plus  bas  {en  supposant 
toujours  IN  >  n). 

N 
4"  De   déterminer  pour  quelles  valeurs  de  —  on   aura 

n 

5"  De  calculer  Fo  en  grammes-poids  quand  N  —  /i 
et  l  =  o'",5o. 

(Juin   KjiS.) 


(  4-^<  ) 

Rennes. 

ÉpRFUVi-:  THKORIQLE.  --  Intégrer  l'équation  de  BernoaUi 

dy        y  _  —  .7-  ' 
dx        T         k-y 

où  k  désigne  une  constante^  et  déterminer  la  solution  par- 
ticulière telle  que^  pour  x  =  a,  on  a  y  =  o.  Construire  la 
courbe  définie  par  l'équation 

où  a  et  k  sont  des  constantes,  les  axes  étant  supposés  rec- 
tani^ulaires. 

Calculer  V aire  limitée  par  la  courbe^  l'axe  des  x  et  les 
droites  x  =  o,  x  =:  a. 

Dans  le  cas  particulier  oit  k  =  lyjia,  calculer  la  lon- 
gueur de  l'arc  s,  comptée  à  partir  de  l'origine.  [On 
vérifiera  que^  si  l'on  pose 

X  ^=  a  %\x\.t, 

on  trouve 

ds  (t     ,  ,  , 

-j-  =  — -(■?.  -+-  C0S2/).l 

Dans  le  même  cas  particulier,  calculer  le  rayon  de 
courbure  en  un  point  M  de  la  courbe,  en  fonction  du 
paramètre  t. 

KpREUVE  PRATIQUE.  —  On  considère  la  courbe  définie  en 
coordonnées  par  les  formules  : 

x  =  f^f"{t)  -■itf(t)  =  if(t), 
y  =  tf"(t)^f(t), 

Z=f(t). 

Calculer,  en  fonction  de  t,  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente,  la  différentielle  de  l'arc,  l'équation  du  plan 
osculafeur  et  le  rayon  de  courbure. 

(  .1(1  in   i()i  I.  ) 


(  i---  ) 

Epreuve  tliéoriquh:.  —  Dans  un  plan  vertical  rapporté  à 
deux  axes  rectangulaires^  Ox  {horizontal)  et  Oy  {vertical 
dirigé  vers  le  haut),  on  considère  deux  droites  : 

(D)  x  =  a, 

(D')  a:=—a. 

Un  point  M  de  niasse  égale  à  l'unité,  placé  entre  ces 
deux  droites,  est  soumis  à  l'action  de  son  poids  g  et  attiré 
vers  chacune  des  droites  (D),  (D'),  perpendiculairement  à 
ces  droites,  en  raison  inverse  de  la  distance. 

L'intensité  de  chaque  force  d'attraction  est  représentée 

a  ir 
par  —j- ,  d  désignant  la  distance  variable  du  point  M  à  la 

droite  considérée  : 

1°  Trouver,  en  fonction  de  l'abscisse  x  du  point  M,  la 
résultante  F  de  ces  trois  forces. 

•2°  Soit  a  Vangle  que  forme  F  avec  Ox',  calculer  tang  a, 
former   V équation    du   second  degré    correspondante    en 

tang  -,  et  montrer  que  l'une  des  racines  de   cette   équa- 

tion  est  égale  à 

X  -^  a 

3°    Trouver    les    lignes   de  force    du  champ   résultant. 

Calculer  pour  l'une  quelconque  d'entre  elles,  en  fonction 

de  l'abscisse,  le  rayon  de  courbure  et  la  longueur  d'arc, 

comptée  à  partir  du  point  d'abscisse  Xq. 

Épheuviî:   pratique.    —    i"  Calculer  l'intégrale   indéfinie 

[(H-4-  rt)^2_^(R  —  a)]dt 


:v>    ;.UH,:.    ^[(R 


a  )2 1-  +  (  K  —  a  )2  \{K-\-  f^  ) 
2"  Calculer  l'intégrale  curviligne 


£ 


{x  —  a)  dy  —  y  dx 

(x  —  a)- -h  y- 


prise  le  long  d'un  cercle  (G)  ayant  pour  centre  l'origine, 
et  pour  rayon  (R),  en  supposant  que  a  désigne  une  cons- 
tante positive,  et  que  les  axes  Ox,  Oy  sont  rectangu- 
laires. 


4 


(  4^3  ) 

(  On  devra  distinguer  deux  cas  : 

r     R  >  a,  2*^     R<a.) 

(Novembre  191 1.) 

ÉPRKUVE  THÉORIQUE.         f.   Théorème  de  Meusnier. 

II.  On  considère  une  courbe  (G)  rapportée  à  des  axes 
rectangulaires  Ox,  Oy,  et  pour  laquelle  l'abscisse  x  de 
chaque  point  M  s'exprime  en  fonction  de  l'angle  a  que 
forme  la  tangente  avec  Ox  par  la  relation 

(i)  X  =  a{\  —  cosa). 

Démontrer  que  l'ordonnée  y  vérifie  l'équation  diffé- 
rentielle 

dy        a  sin^  a 


(2) 


<r/a  cosa 


Déduire  de  l'équation  (2)  l'expression  explicite  de  y  en 
fonction  de  a  et  déterminer  la  constante  d'intégration  de 
façon  que  y  s'annule  pour  oc  =  o. 

La  courbe  (G)  étant  ainsi  définie^  on  demande  d'en 
étudier  la  forme ^  d'en  construire  l'asymptote^  de  calculer 
le  rayon  de  courbure,  les  coordonnées  du  centre  de  cour^ 
bure,  et  la  longueur  d'arc^  comptée  à  partir  de  l'origine 
des  coordonnées. 

Epreuve  pratique.  —  i"  Calculer  V intégrale  définie 


7T 


r 


d^ 


jj      I  -\-  k^  tang'cp 


k  désignant  une  constante  positive. 
'2°  Calcule/-  l'intégrale 

.,=    r'. '     A/^^da: 

. /  I    [i  -i-  X  -h  /x-(\  '  ~  x)\y  I  —  X 

(Juin  191 2.) 
Épreuve  théorique.  —   O/i  donne  le  système  d'équations 


(  424  ) 

différentielles 

dy  _   sin^  dx 
,  dt        cost   dt 

sin^  dt  "^  dt        sin2^  sinU  ' 

1°  Former  Véquation  différentielle  du  premier  ordre 
qui  définit  x  en  fonctions  de  t.  Intégrer  cette  équation. 

2°  Vérifier  que  Von  a  une  solution  du  système  donné  (i) 
en  prenant,  pour  les  fonctions  inconnues^  x  et  y  \ 

IX  =  a(cost  +  t  sint)  -+-  l  sïnt, 
y  =  a(s\nt  —  ^cos^)  —  /  cos^, 

/  désignant  une  nouvelle  constante. 

Montrer    que    cette   solution    se    déduit    de   la  solution 

générale  en  y  ajoutant  la  condition  que,  pour  ^  =  -  ,  on 

doit  avoir 

a  TT        , 
X  = \-  l         et        y  z=^  a. 


3"  Les  formules  {i)  où  l'on  regarde  t  comme  un  para- 
mètre définissent  une  courbe  (G),  rapportée  à  deux  axes 
rectangulaires  Ox^  Oy.  Calculer  pour  un  point  variable  M 
de  la  courbe  G  : 

L'arc  s  compté  à  partir  du  point  t  —  o; 

L'angle  de  la  tangente  avec  Ox\ 

Le  rayon  de  courbure  ; 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure. 

Épreuve  pratiquk.  —  On  considère  la  courbe  définie  en 
coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

X 

y  —  it  —  2  sin  t  cos t, 

z  =  4  sin  ;. 
Calculer  : 

1°  Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  ; 

2"  Uarc  compté  à  partir  du  point  /  =  o; 

3^  Le  rayon  de  courbure  et  les  cosinus  directeurs  de  la 

normale  principale. 

(Juin  1913.) 


(  4^^5  ) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


2203. 

1913,  p.   48.) 

Soient  AB  un  diamètre  d'un  cercle  O  et  M  un  point  de 
la  circonférence.  Il  existe  deux  paraboles  P  et  Q  passant 
par  X  et  B  et  tangentes  en  M  au  centre.  Montrer  que  les 
axes  de  ces  deux  paraboles  concourent  au  milieu  I  de  OM. 

E.-N.  Barisien. 
Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle-ci,  bien 
connue  d'ailleurs  :  «  Le  centre  de  gravité  du  quadrilatère 
ayant  pour  sommets  les  points  d'intersection  d'une  parabole  et 
d'un  cercle  est  sur  l'axe  de  la  parabole.  » 

Autres  solutions  de  MM.  R.  Goormaghtigh,  L.  Klug,  T.  Ono  et 
Parrod. 

2205. 

(  1913,  p.   192.) 

On  donne^  dans  un  même  plan.,  deux  courbes  C  et  G'.  La 


tangente  en  un  point  M  de  (\  rencontre  (7  an  point  M':   les 
normales  en  M  à  G  et  en  M'  à  G'  se  coupent  au  point  I 


(  4^6  ) 

Cela  posé,  construire  la  tangente  et  le  centre  de  courbure 
en  I  à  la  trajectoire  de  ce  point. 

F.  Abramescu. 

Solution 
Par  M.  C.  Clapier. 

On  peut  envisager  le  point  I  comme  le  centre  de  rotation 
instantanée  dans  le  mouvement  d'un  angle  droit  dont  le 
sommet  décrit  la  courbe  C,  tandis  que  l'un  de  ses  côtés  L 
glisse  sur  la  courbe  G. 

Nous  connaissons  deux  couples  de  profils  conjugués  : 
(G,  MM^j,  (C,  point  M'),  et,  pour  construire  la  tangente  IT 
commune  aux  deux  roulettes,  nous  appliquerons  le  théorème 
d'Euler  généralisé  par  Bobillier  :  Soient  (y,  yi  à  l'infini;  y',  y'i , 
au  point  M')  les  centres  de  courbure  respectifs,  les  droites  yY  i 
Tiï'i  (^"^  n'est  autre  que  le  second  côté  de  l'angle  droit)  vont 

se  couper  en  un  point  u  tel  que  l'angle    ï\u  admet  les  mêmes 

bissectrices  que  Yly'. 

Pour  obtenir  le  centre  de  courbure  w  de  la  courbe  lieu  du 
point  I,  nous  déterminerons  le  centre  de  courbure  R  de  l'en- 
veloppe du  deuxième  côté  L'  de  l'angle  droit  mobile;  le  point 
de  contact  ]N  s'obtient  en  menant  du  centre  I  une  normale  à  ce 
côté  et  la  détermination  de  R  résulte  de  l'application  du 
théorème  précédent  qui  nous  a  donné  la  tangente  IT. 

Gela  posé,  nous  envisagerons  le  point  F,  non  plus  comme 
centre  inslantané  de  rotation,  mais  comme  le  sommet  d'un 
angle  droit  MIN  dont  les  côtés  enveloppent  les  deux  courbes 
développées  P  el  A;  relativement  à  ce  nouveau  mouvement, 
nous  connaissons  deux  couples  de  profils  conjugués  et  nous 
pourrons  construire  le  point  K'  qui  permet  de  trouver  tous  les 
éléments  des  courbures  {cf.  Koenigs,  Cours  de  Cinématique). 
Nous  en  déduirons  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  du 
point  I. 

2207. 

(  1<.)13,  p.  288.) 

On  considère  l'angle  droit  mobile  H  formé  par  les 
parallèles  à  la  tangente  et  à  la  normale  en  M  à  la  courbe  F, 
menées  par  le  pied  II  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M 
sur  une  droite  fixe  A.  Si  T  est  le  point  où  la  tangente  en  M 


(  i^.-  ) 

à  la  courbe  F  coupe  la  droite  A,    ijl  le  centre  de  courbure 
de  F  répondant  au  point  M,  démontrer  que  le  centre  ins- 

tantané  I  de  l'angle  droit  H  est  à  la  rencontre  de  MU  et 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  M;j(.T. 

M.  d'Ocagne. 

Solution 
Par  M.  Thik. 

Plus  généralement,  soit  F  une  figure  mobile  de  grandeur 
invariable  dont  un  point  M  a  pour  trajectoire  une  courbe  F. 
Soit  F'  une  seconde  figure  dont  la  position  se  déduit  à  cha(jue 
instant  de  celle  de  F,  au  moyen  d'une  translation  de  direction 
constante,  telle  que  le  point  M'  correspondant  à  M  décrive  une 
courbe  F'.  Soit  I  le  centre  instantané  de  rotation  de  la  figure  F. 


Le  point  I  appartient  à  la  normale  à  G  en  M.  Proposons-nous 
de  trouver  le  centre  instantané  de  rotation  F  de  la  figure  F'. 

Ce  point  F  appartient  à  la  normale  à  G'  en  M'.  Soit  T  le 
point  d'intersection  des  tangentes  en  M  et  en  >I'  aux  deux 
courbes  G  et  G'. 

Les  déplacements  infiniment  petits  simultanés  des  figures  F 
et  F'  se  réduisent  à  deux  rotations,  d'un  même  angle  rfcp. 
effectués  respectivement  autour  des  points  I  et  F.  On  a 


d'où 


^(M)  =  IM  do, 
d{M')=^  IM'^/cp, 


IM 
IM' 


d{i\\) 
d{M') 


MI 
MI 


Ou  en  conclut  que  les  deux  triangles  rectangles  MTI,  M'TF 


(  428  ) 

sont  semblables  (on   peut    ajouter,    directement   semblables, 
comme  on   le   reconnaît  par   un  examen  plus  approfondi   que 

/\    .-^"\ 

nous  omettons  pour  abréger).  Les  angles  MTI,  M'TF  sont  donc 

égaux    et   de    même    signe,   ce   qui   fournit   une   construction 
simple  du  point  1'. 

Dans  le  cas  visé  par  l'énoncé,  le  point  f  se  confond,  comme 
l'on  sait,  avec  le  centre  de  courbure  [j.  en  M  à  la  courbe  F.  On 
a,  d'après  ce  qui  précède, 

MTfjL=  HT!',         d'où         l'M  |ji  =  HTM  =  J'Tji, 

ce  qui  établit  la  proposition. 

Autres  solutions  par  MM.  Balitrand,  Bouvaist,  Clapikiî,  Gutten- 
BEiici,  Lemaire,  Ono,  Parrod,  Sicard. 


2208. 

(1913,  p.  288.) 

Si  M  est  un  point  quelconque  d'une  conique  dont  A  est 
un  sommet,  a  étant  le  centre  de  courbure  répondant  à  ce 
sommet^  la  tangente  en  M  à  la  conique  coupe  la  tangente 
en  A  sur  la  perpendiculaire  menée  de  cl  à  la  corde  AM. 

M.  d'Ocagne. 


Solution 
Par  M.  G.  F. 

L'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  a  se  compose  de 
l'axe  AA'  et  de  la  tangente  en  A.  Si  d'un  point  de  cette  tan- 
gente, on  mène  la  perpendiculaire  à  la  polaire  AM  de  ce  point, 
cette  perpendiculaire  passe  en  a,  d'après  le  théorème  bien 
connu  qui  fait  de  l'hyperbole  d'Apollonius  un  lieu  géomé- 
trique. 

Autres  solutions  de  MM.  Bouvaist,  Goormagutigh,  Guttenberg, 
Lemaire,  Ono  et  Parrod. 

2209. 

(1913,  p.  336.) 

Démontrer  géométriquement  que  : 

r°  Si  sur  la  tangente  en  M  à  un  cercle  passant  par  O, 


(  429) 

on  considère  le  segment  MP,  qui  est  vu  de  O  sous  un  angle 
droit,  le  lieu  de  P,  lorsque  M  décrit  le  cercle,  est  une 
cissoïde  de  Diodes  ; 

2"  La  normale  en  P  à  la  cissoïde  coupe  la  normale  en  M 
au  cercle  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  OP  en  son 
milieu» 

M.  d'Ocagne. 
Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Soient  w  le  centre  du  cercle  considéré,  O'  le  point  de  ce 
cercle  diamétralement  opposé  au  point  O,  la  droite  O'M  ren- 
contre la  tangente  en  O  en  P',  le  quadrilatère  OMPP'  est  un 
rectangle;  la  droite  PP'  enveloppe  donc  une  parabole  tt,  ayant 
pour  foyer  le  point  O'  et  OP'  pour  tangente  au  sommet;  le 
lieu  de  P  est  donc  la  cissoïde  droite,  podaire  de  la  parabole  r 
par  rapport  à  son  sommet. 

Les  droites  O'O,  toM  étant  également  inclinées  sur  PP',  le 
point  de  contact  de  cette  droite  avec  son  enveloppe  sera  le 
point  T,  intersection  de  cette  droite  avec  la  parallèle  à  ojM, 
menée  par  O';  la  droite  wM,  et  la  perpendiculaire  au  milieu 
de  OP  se  couperont  au  milieu  [jl  de  OT,  et  l'on  sait  par  la 
construction  classique  de  la  tangente  à  une  podaire  que  P  \i. 
est  la  normale  à  la  cissoïde  en  P. 

Remarque.  —  La  proposition  précédente  est  un  cas  parti- 
culier de  la  suivante  : 

Si  un  triangle  OMP  se  déplace  de  telle  sorte  que  le 
sommet  O  reste  fixe ^  que  le  point  M  décrive  un  cercle  pas- 
sant par  O,  que  le  côté  MP  soit  tangent  à  ce  cercle  en  M, 

et  que  l'angle  MOP  reste  constant,  le  sommet  P  décrit  une 
cissoïde  de  Diodes,  et  la  normale  en  P  à  cette  courbe  passe 
par  le  point  d'intersection  de  la  normale  en  M  au  cercle 
donné  et  de  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  OP. 

On  démontre  immédiatement  cette  proposition  en  remar- 
quant que  la  perpendiculaire  en  P  à  la  droite  OP  enveloppe 
une  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  D'  diamétralement 
opposé  au  point  O  sur  le  cercle  donné. 

Autres  solutions  de  MM.  Balituand,  Clapier,  FounAcui':,  Goor- 
M.vonTiGH,  (ju'ttenbero,  Lkmairi:,  Ono,  Farrud  et  Sic.ard. 


(  43o  ) 

22Î1. 

[  1913,  p.  480.  ) 

Soient  M  et  M'  les  extrémités  de  deux  demi-diamèti^es 
conjugués,  F  et  F'  les  foyers  d'une  ellipse  E.  Les  droites 
M' F',  MF  se  coupent  en  P,  et  les  deux  droites  M'F,  MF'  se 
rencontrent  en  Q.  Montrer  que,  quels  que  soient  les  demi- 
diamètres  OM  et  OM',  le  quadrilatère  PMQM'  est  circons- 
criptihle  à  un  cercle  de  rayon  constant  (égal  au  demi 
petit  axe). 

E,-N.  Barisien. 

Solution 
Par  M.  T.   Ono.  ' 

Soient  («cosO,  6sin6)  les  coordonnées  de  M;  ( — asinô, 
ôcosO)  sont  celles  de  M'  et  le  sommet  N  du  parallélogramme 
MOM'N  a  pour  coordonnées  [a(cos6—  sin6),  è(cos0  -hsinS)], 
l'équation  de  MF  est  alors 

6a7sin6  — y  {a  cos6  —  c)  —  ècsin6  =  o. 

On  voit  que  la  distance  de  N  à  MF  est  égale  à  h.  11  en  est 
de  même  pour  MF',  M'F,  M'F';  donc,  etc. 

Autre  solution  de  M.  Bouvaist. 


2212. 

(  1913,   p.  575.) 

Si  un  rayon  mobile  OP  d'un  cercle  de  centre  O  coupe  ce 
cercle  en  P  et  la  tangente  en  un  point  fixe  A  du  cercle 
en  N,  le  point  de  rencontre  M  des  parallèles  à  OA  et  AN 
menées  respectivement  par  N  e^  P  décrit  une  conchoïde  de 
Kûlp  (TV.  .4.,  1918,  p.  193).  Le  point  T  où  la  tangente  en  M 
à  la  conchoïde  coupe  la  tangente  fixe  AN  au  cercle  peut 
être  obtenu  comme  suit  :  U  étant  le  point  où  cette  tangente 
fixe  est  rencontrée  par  la  tangente  en  P  au  cercle,  si  l'on 
porte  sur  le  rayon  OP  le  vecteur  OV  =  PN,  la  droite  OT 
est  parallèle  à  UV. 

M.  d'Ocagne. 


(  43i  ) 

Solution 
Par  M.  T.  Oxo. 

Prenons  comme  axe  des  x  le  rayon  OA,  comme  axe  des  y 
le  diamètre  perpendiculaire.  Si  l'on  désigne  parcp  l'angle  AOP 
et  par  a  le  rayon  OA,  on  a  successivement  les  coordonnées 
des  points  ci-après  : 

(M) 


\^  X  z=  a  coscp, 
\  y  =  a  tangcp 


I   37  =  «, 

(U)  I       .     a(i  — coscp) 

[  "  2  '  sin  cp 


(V) 


X  =^  a{i  —  coscp), 

y  =z  a{v  —  cosip)  tangcp; 


I  X  r=  a^ 

(T)  ,  n'(i  — coscp) 

^     ^  ]  y  z=  a  tan  g  CD ; i-  ; 

f  *  sin  cp  cos-co 

et  l'on  voit  facilement  que  la  droite  UV  est  parallèle  à  OT. 
Autres  solutions  de  MM.  Barisien  et  Bouvaist. 


2213. 

(19i:i,  p.  57C.) 

Soient  c  et  C  une  section  droite  et  une  section  oblique 
ci' un  cylindre  de  révolution^  tangentes  entre  elles  en  un 
point  par  lequel  passe  la  génératrice  G  du  cylindre.  On 
sait  que  les  droites  rencontrant  G  à  un  angle  droit.,  qui 
s'appuient  d'autre  part  sur  la  conique  C,  engendretit  un 
cylindroîde  {ou  conoïde  de  Plucker).  Démontrer  que  le 
volume  du  tronc  de  cylindre  limité  aux  plans  des  sections 
c  et  C  est  double  du  volume  du  tronc  de  cylindroîde  limité 
à  sa  directrice  G  et  au  plan  de  la  section  (1. 

M.  d'Ocagnk. 


(  432  ) 

Solution 
Par  M.  T.  Ono. 

Prenons  comme  plan  XO  Y  la  section  G  et  soit  y"^  —  ax  —  x^ 

l'équation  du   cercle  c.  Soit — h^  =  i   l'équation  du  plan  C, 

On  obtient  les  résultats  suivants  : 
Volume  du  tronc  de  cylindre  : 


2  sj  ax  —  X-  dx  =  — - — 


Volume  du  tronc  de  cylindroïde 


az     az    ,  a^b  Tz 

I  —  -  I  — r-  •  —r-  az 


X    V  ""V      b/   b      b  --     i6 


Donc,  etc. 
Autre  solution  de  M.  Bouvaist. 


QUESTIOIVS. 


2229.  Soit  MNP  le  triangle  formé  par  les  tangentes  aux 
pieds  des  normales  à  une  ellipse  (E),  issues  d'un  point  A 
de  cette  ellipse.  Démontrer  que  les  six  centres  de  courbure 
des  coniques  homofocales  à  (E),  qui  se  croisent  deux  à  deux 
en  MNP,  relatifs  à  ces  points,  sont  sur  la  tangente  en  A  à 
l'ellipse  (E).  F.  Balitrand. 

2230.  Déterminer  les  courbes  planes  (M),  telles  que  les 
droites  joignant  les  différents  points  de  (M)  aux  centres  de 
courbure  correspondants  de  la  développée,  soient  parallèles 
entre  elles.  F.  Balitrand, 


(  433  ) 


[K9a] 
m\  \M  POLYGO\ËS  POUAIRES  D'LI^  POLYGOIVE  MMÎ; 

Par  m.  V.  THÉBAULT, 

Professeur    à    Ernée   (Mayenne). 


1.  Considérons  un  polygone  plan  quelconque  P  de 
n  côtés,  un  point  M  de  son  plan,  et  construisons  de  ce 
point  les  droites  faisant  avec  les  côtés  du  polygone, 
dans  le  même  sens  de  rotation^  un  même  angle  aigu  o. 
Nous  appellerons  polygone  isopodaire  de  M  celui  qui 
est  obtenu  en  joignant  les  points  où  les  précédentes 
droites  rencontrent  respectivement  les  côtés  du  poly- 
gone P.  Dans  le  cas  où  (p  =  90",  le  polygone  ainsi 
obtenu  est  dit  orthopodaire  ou  podaii  e  de  M. 

Lemme.  —  On  considère  un  polygone  quelconque  P 
et  un  point  M  de  son  plan.  On  peut  construire  une 
infinité  de  polygones  isopodaires  de  M  par  rapport 
à  P,  Vangle  cp  étant  variable.  Tous  ces  polygones 
isopodaires  sont  semblables  entre  eux. 

Nous  démontrerons  le  cas  où  le  polygone  P  est  un 
triangle,  les  polygones  isopodaires  d'un  point  M,  par 
rapport  à  un  polygone  quelconque,  pouvant  toujours 
être  décomposés  en  un  même  nombre  de  triangles 
semblables,  isopodaires  de  M  par  rapport  aux  triangles 
formés  par  les  trois  côtés  correspondants  de  P. 

Soient  a,  jj,v,  et  a^î^oyales  triangles  isopodaires  d'un 
point  M  du  plan  d'un  triangle  VBC,  les  angles  de  rota- 
tion étant  respectivement  o,  et  'j^  {fig*  •)• 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  XIV.  (Oct.-Nov.  nji4)        '^^ 


(  ^M  ) 

Les  quadrilatères  Ga,Mj3,  et  Ca^M^s,  pai'  exemple, 
étant  inscriptibles,  les  triangles  a,M|54  et  %2^^^'i  ont 
leurs    angles    égaux   et   sont   seml)lables.   11   en  est  de 


même  des  triangles  a,  My,  et  a^Mya,  y,M[B,  et  y2Mp2 
et  par  conséquent  les  triangles  a,[3<Yi  et  a^pay^ 
sont  semblables  quels  que  soient  d'ailleurs  les  angles 
'ji  et  CDo. 

Leur  rapport  de  similitude  esl  tel  que 


airea2  32Y2 


Ma, 


sin'cp2 


Si  apy  est  le  triangle  orthopodaire  de  M,  ce  rapport 

devient 

aireai  (3i  yi  __        ^ 
airea^Y  siii^cpi 

Nous  nous  proposons  d'utiliser  ce  lemine  pour 
étendre  au  cas  général,  où  l'angle  'j>  est  quelconque, 
des  résultats  connus.  Nous  nous  étendions  paiticuliè- 
renient  sur  le  cas  n  =.  \  en  donnant  quelques  résultats 
moins  répandus. 


(  4i^)  ) 

2.  Le  lieu  géomélric/ue  des  points  M  du  plan  d\in 
triangle  A^Q  tels  que  leur  triangle  isopodaire  a,  3,  y» 
pai- 1  apport  à  ce  triangle  (l'angle  étant  cp,),  50f7  d'aire 
constante^  est  une  circonférence  O  concentrique  au 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

U  importe  tout  d'abord,  ici  et  pour  ce  qui  va  suivre, 
de  considérer  le  cas  où  M  est  intérieur  au  cercle  cii- 
conscrit  à  A.B(^  (s'-i^iyr  ^--^^  de  même  sens  que  ABC), 
€l  celui  où  M  est  extérieur  à  ce  cercle  (ai  ^iy^  est  de 
sens  contraire  à  ABC). 

Posons 

const.  =  aire  ai  fi,  Vi  =  aùe  ABC  — r— ; — > 

-/étant  une  constante  qui  peut  être  positive  ou  négative 
suivant  que  a,j3,v,  est  de  même  sens  ou  de  sens 
contraire  à  ABC. 

Le  lieu  de  M,  d'après  ce  qui  précède,  est  celui  des 
points  du  plan  tels  qiicAeur  triangle  podaire  par  rapport 
à  AI5C  soit  d'aire  constante  : 

aire  a,  3,  y,  sin^cpi  =  aire  VBG  —  • 
Ce  lieu,  tel  (pie 

(i)      \M    siii9.A4-B\i    .sin9,B-i-CM    sin^G  =  4S  (i  —  A  ) 

(S  étant  l'aire  ABC),  se  compose  comme  l'on  sait  de  ' 
deux    circonférences    concentriques    au     cercle     cir- 
conscrit  O   à   AB(^    Les    rayons    de  ces    cercles    sont 
donru'S  [)ar  la  formule 

(2)  ^.;  =R2(,H,-,,X),  '^ 

R  étant  le  rayon  du  cercle  O. 

Cette  relation   montre   que  pour  une  val<Mii   donnée 
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de  p, ,  par  exemple, 

const.  =  R2 —  p|  =  2/v  K-, 

elpour  un  angle  cp,  donné,  les  triangles  isopodaires 
de  chacun  des  points  dhuie  circonféience  de  rayon 
donné  p<  concentrique  au  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  ABC,  par  rapport  à  ce  triangle,  ont  une 
aire  constante;  ou  encore  si  a,,  Ô,,  y,  sont  les  pro- 
jections isogonales,  dans  un  même  sens  de  rotation, 
C angle  étant  (p<,  d^un  point  M  du  plan  d^ un 
triangle  ABC  sur  les  côtés  de  ce  triangle,  on  a 

aireai(3,Y,  _  [^ 


aire  ABC  4R2sin2cpi 

jjL  étant  la  valeur  algébrique  de  la  puissance  de  M 
par  rapport  au  cercle  circonscrit  à  ABC. 

La  relation  (2)  a  été  établie  directement,  notamment 
pour  cc>,  =  c)o'',  donnant  lieu  à  une  suite  de  démonstra- 
tions élémentaires  intéressantes  ('). 

La  formule  (i)  donne 

pi   H-  ^\   =2R% 

quel  que  soit  k,  et  la  somme  des  cariés  des  rayons 
des  circonférences  lieux  des  points  M,  du  plan  d' un 
triangle,  tels  que  leurs  triangles  isopodaires  soient 
d'aire  constante,  égale  le  carré  du  rayon  du 
cercle  orthoptique  relatif  au  cercle  circonscrit  au 
triangle . 

Si    p,  =  o,   po=Rv/2    et   — r-^-^ —   est  maximum;  ce 

rapport  égale  -  pour  o,  =  90". 

(')  Proceedings  of  tlie  Edinburg  niathematical  Society. 
1890-1894,   p.   85;  Journal  de   ViUbert^    191 3- 191 4,   p.   ^3,   61,    77. 
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Si  k  =  o,  p,  r=  po  =  R  et  ce  cas  donne  la  pro[)riété 
classique  de  la  droite  de  Simson,  ainsi  que  sa  générali- 
sation pour  un  angle  '>0|  quelconque.  Nous  nous  sommes 
servi  de  celte  généralisation  pour  en  obtenir  d'autres 
relatives  aux  propriétés  de  la  droite  de  Simson,  notam- 
ment une  généralisation  d'un  théorème  de  M.  T.  Le  m  oy  ne 
sur  Tortliopôle  {Nouvelles  Annales^  1914  •'  Générali- 
sation d^un  théorème  de  M.  T.  Lemoyne). 

3.  Le  lieu  géométrique  des  points  M  du  plan  d^ un 
quadrilatère  ABCD  tels  que  leur  quadrilatère 
isopodaire  a,p,Y,o,,  par  rapport  à  ce  quadrilatère 
(l'angle  étant  es,),  soit  d'aire  constante^  est  en 
général  une  circonférence.  Il  peut  être  une  droite 
parallèle  à  une  direction  fixe  lorsque  Caire  a,  jj,  Y^  0, 
varie. 

Remarquons  ici  (pie  l'expression  algébrique  de 
l'aire  a,  pjyiOi  j^eut  être  nulle  sans  que  les  points 
a,,  [i,,  y,,  0,  soient  en  ligne  droite.  Le  quadrilatère 
^<|^iYiûi  est  alors  croisé  et  ses  deux  parties,  qui  sont 
de  sens  inverse,  ont  des  aires  équivalentes  en  valeur 
absolue. 

Comme  précédemment,  la  question  se  ramène  à 
trouver  le  lieu  des  points  M  du  plan  de  ABCD  tels 
que  leur  quadrilatère  orthopodaire  a^By^  soit  d'aire 
constante,  aire   a»  |^i  yj  3,  x  sin-cp,. 

La  relation  (i)  devient 

(4)  ÂM"  siri2A-f-  BÂÏ"  sinîB 

-h  CM    sin-iC  +  DM    sin  •>•  D  =  const. 

et  le   lieu  de  M  est  un  (  ercle   en   général;   une  droite 
lorsque 

■(5)  si  II  V.  A  -h  si  n  -x  B  -k  sin  •?.  C  -+-  sin  'x  0  =  0, 
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A,  B,  C,  D  élant  les  angles  que  font  les  droites  DA^ 
AB^  BC,  CD,  deux  à  deux,  ces  droites  étant  prises 
dans  le  même  ordre  que  les  sommets  des  quadrilatères 
ajp,y,S^  et  aj3yo  et  les  angles  étani  comptés  dans  le 
même  sens.  , 

La  condition  (5)  est  réalisée  lorsque  le  quadri- 
latère ABGD  est  un  trapèze  ou  un  quadrilatère 
inscrlptible. 

Remarquons  en  eftet  que 

D  .-=2/-7r  — (A-+-  Bh-  G), 
d'où 

sinaD  =  —  siii2(A+  B  -i-  G) 
et 

si  11-2  A  +  sin2n  +  sin2G  +  sin'2D 

=  sin'2A  +  sin'2B  -f-  sinaG  —  sin?.(A  -+-  B  +  G) 

--  4sin(A  +  B)sin(B  +  G)sin(A+  G); 

or  ce  produit  est  nul  si  deux  angles  soit  adjacents,  soit 
opposés  du  quadrilatère  sont  égaux. 

Les  centres  et  ravons  du  lieu,  dans  le  cas  général, 
s'obtiennent  en  envisageant  la  question  comme  il 
suit. 

Quatre  droites  à,,  Ao,  A^,  A,,,  situées  dans  un  même 
plan,  se  coupent  deux  à  deux,  A,  et  A,  en  A^ 
A,  et  Ao  en  B,  Ao  et  A3  en  C,  A3  et  A,  en  D, 
A,  et  A3  en  E,  A^  et  A,,  en  F. 

Ces  droites  déterminent  ainsi  un  quadrilatère 
convexe  ABCD,  un  quadrilatère  concave  AECF  et 
un  quadrilatère  croisé  BEDF.  Soient  O,,  O2,  O3,  Oj 
les  centres  des  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles 
formés  par  AiAoA,,,  A.A^Aa,  A.AaA,,,  A0A3A.4,  et  R,, 
Ro,  R3,  R/, ,  S,,  So,  S3,  S4  les  rayons  lespectifs  de  ces 
cercles  et  les  surfaces  de  ces  triangles. 

Considérons  d'abord  le  ([uadrilatère  convexe  ABCD^. 


I 
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un  point  M  de  son  plan  et  soit  aj^yo  le  quadrilatère 
orlhopodaire  de  ce  point  par  rapport  au  quadri- 
latère, a,  [ii,  y,  0  étani  d'ailleurs  dans  l'ordre  des  cotés. 
On  a 

valeur  algébrique  ol^^o 

=  valeur  algébrique  a^o  -f-  valeur  algébrique  ^y^- 

En  appliquant  la  relation  (3)  (au  cas  où  cp,  r=  go"), 
aux  Iriangles  a[ii5  ei  [3yô,  on  obtient  pour  équation 
du  lieu 

(6)  S,K|  X  MÔ;  —  SiRf  X  MÔ' 

=  Hf  R|(\surf.  ABCD  — 4  surf,  a^y^^ 

=     R2     R|      y.     S(l     -A-), 

en  posant 

surf.  ABCD  =  S,         er         surf,  a^yo  =  surf.  ABCD  ^, 

k  désignant  une  (constante  positive  ou  négative, 
suivant  que  aj^vâ  ei  VBGD  ont  même  sens  de  rotation 
ou  des  sens  opposés. 

On  a  de  même,  en  remarquant  (jue 

valeur  algébrique  aj^yô 

=  valeur  algébrique  apy  -h  valeur  algébrique  yoz, 

Sa  Ri  X  MÔ3— S,  R|  xMÔl  =  RI  R|  x  S(i-A;. 

Le  lieu  de  M  est  visiblement  une  circonférence  dont 
le  centre,  situé  à  la  lois  sur  0,0.i  et  O2O3,  est  à  leur 
intersection  Q,.  Sou  rayon  est,  par  exemple, 

2  _  R?  R^  |(S,Rr  —  S,Rf)S(i  —  /)-+- S,  S4(),Q;| 
^•~  rS.Rf  — SiR'O- 

Le  lieu  C()iu[)lct  s<-  compose  évidemment  de  deux 
circorjférenccs  concfiilriques  suivant  que  A  est  positif 
ou  négatif. 
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On  obtient  des  résultats  analogues  en  remplaçant  le 
quadrilatère  convexe  par  les  quadrilatères  concave  et 
croisé  AECF  et  BEDF. 

Dans  le  premier  cas  le  lieu  comprend  deux  circonfé- 
rences concentriques  de  centre  Q25  intersection  de 
O^Oa  et  O3O4. 

Dans  le  second  cas  le  lieu  est  formé  de  deux  circon- 
férences concentriques  de  centre  Q3,  point  commun 
àO,03et0204. 

Ainsi  le  (juadrilatère  convexe  0,020304  nous 
paraît  remarquable   : 

Les  points  de  rencontre  de  ses  côtés  opposés  et  de 
ses  diagonales  0,02  ^^  O3O4  sont  les  centres  des 
circonférences  lieux  des  points  M,  du  plan  des  trois 
quadrilatères  formés  par  A,,  A2,  A3,  A4,  tels  que 
leurs  quadrilatères  isopodaires  par  rapport  à  ces 
trois  quadrilatères,  soient  d^ aire  constante. 

Ou  bien  encore  : 

Ces  trois  points  Q,,  Q25  ^3  sont  les  centres  des 
distances  proportionnelles  des  sommets  des  quadri- 
latères correspondants  affectés  chacun  des  coeffi- 
cients sin2A,  sin2B,  sinsG,  sin2D,  sin2E,  sin2F, 
A,  B,  G,  D,  E,  F  étant  les  angles^  comptés  dans  le 
même  sens  et  formés  par  les  droites  A,,  Aj,  A3,  A4 
ieux  à  deux. 

Reprenons  le  quadrilatère  convexe  ABCD.  Nous 
avons  observé  au  début  que  l'aire  a,p,y,8,,  et  par 
suite  Paire  apyS,  pouvait  être  nulle,  bien  que  a,,  j3,, 
v,,  8,  ne  soient  pas  en  ligne  droite. 

La  relation  (6)  devient  ici 

S,R2  X  MÔ^  — S4RÎ  X  MÔt  =R?  Rf  X  S. 
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D'ailleurs  trois  points  de  ce  cercle  apparaissent 
immédiatement  :  R  commun  aux  cercles  O,,  O2,  O3, 
O4,  foyer  de  la  parabole  tangente  à  A,,  A2,  A3,  A4, 
et  les  sommets  E,  F  pour  qui  les  triangles  isopodaires 
a,p,S,  et  Pi  y,  5,  sont  équivalents  en  valeur  absolue, 
mais  ont  des  sens  de  rotation  différents. 

Les  points  Q,,  Qs»  ^3  donnent  évidemment  la  valeur 
maximum  de  l'aire  du  quadrilatère  isopodaire,  le  sens 
de  rotation  étant  d'ailleurs  le  même  que  celui  du 
quadrilatère. 

Remarque.  —  Le  diamètre  EO3  du  cercle  A.ED, 
coupe  AD  en  £3,  et 

E03A  =  2CDA;         EOsD^iBAD; 

d'où 

EsD  _       sin  2D 

EsA  sin2A 

La  résultante  des  vecteurs  parallèles  appliqués  en  A 
et  D  et  proportionnels  à  sin  2  A  et  sin2D,  est  appli- 
quée en  £3.  De  même  celle  des  vecteurs  sin2C  et  sin  2  B 
est  appliquée  au  point  de  rencontre  £2  de  EO2  avec  BG. 
Donc  la  droite  £3 £2  passe  en  il,.  Les  cercles  FBA 
et  FCD  donnent  aussi  leurs  points  £,  et  £j  tels  que  £,  £4 
passe  encore  en  û,. 

Cette  détermination  de  0,,  qui  est  une  conséquence 
du  raisonnement  trigonométrique  du  début  de  ce  para- 
graphe, donne,  avec  les  résultats  obtenus  ensuite 
géotnélriquement,  cette  propriété  : 

Dans  un  quadrilatère  quelconque  les  droites  pré- 
cédentes £,£4,  £2^3)  0,04  et  O2O3,  sont  concou- 
rantes. 

La  relation  (6)  nous  montre  aussi  (|ue  le  lieu  de  M 
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est  une  droite  lorsque 

S,R|  -SiRf^o, 

condition   remplie  quand    les   triangles   GDF  et  A.FB 
sont  semblables,  c'est-à-dire  lorsque  le  quadrilalère  est 
un  trapèze  ou  est  iiiscriptihle. 
L'équation  du  lieu  est  alors 

Ce  lieu  se  compose  de  deux  droites  perpendiculaires 
à  0,0/,  ;  ces  droites  sont  confondues  lorsque  A^^o^ 
c'est-à-dire  quand  l'aire  a[^yo  est  nulle. 

Cas  du  trapèze.  —  AB  et  CD  sont  parallèles. 
Lorsque  /  =  o,  F  est  un  point  du  lieu  qui  est  la 
perpendiculaire  T  à  O^  O4  en  F,  c'est-à-dire  la 
tangente  commune  aux  cercles  O,  et  O4,  qui  se 
touchent  en  F. 

Cas  du  quadrilatère  inscriptible.  —  J3ans  ce  cas 
0<  O4  et  O2O3  sont  parallèles;  Q,  est  à  l'infini,  mais 
Q2  et  0:3  restent  réels. 

Les  cercles  0,  deviennent,  pour  A"  ^  o,  deux  droites 
parfaitement  déterminées  en  direction  et  position  par 
l'équation  (7).  Quand  k  =  o,  les  points  E  et  F  appar- 
tiennent au  lieu  qui  est  la  droite  EF  de  concours  des 
côtés  opposés.  Nous  répondons  ainsi  à  la  question  4154 
posée  par  M.  E.-N.  Barisien  dans  V Intermédiaire  des 
Mathématiciens,  \diU\\eY  igiS,  p.  2  : 

On  sait  que  le  lieu  des  points  pour  lesquels  l'aire 
du  polygone  podaire  d' un  autre  polygone  donné  a 
une  grandeur  donnée^  est  un  cercle  dont  le  centre 
est  fixe^  quelle  que  soit,  la  grandeur  donnée.  Dans 
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le  cas  d'un  triangle^  le  centre  fixe  est  le  centre  dit 
cercle  circonscrit  au  triangle. 

Quel  est  ce  point  fixe ^  lorsque  le  polygone  est  un 
quadrilatère  inscriplible  dans  un  cercle? 

Nous  déduisons  de  plus  de  ces  résultais  quelr^ues 
propriétés  relatives  au  quadrilatère  inscriplible  : 

i"  Les  lignes  des  centres  des  cercles  circonscrits 
O,,  O2,  O3,  O,  aux  quatre  triangles  formés  par 
les  côtés  d' un  quadrilatère  inscrit  pris  trois  à  trois, 
forment  un  trapèze  O,  O^O.,  O4,  dont  les  côtés  O,  O/, 
et  O2O3  sont  perpendiculaires  à  la  diagonale  EF. 
Les  droites  0,0^  et  O2O3  sont  parallèles  à  la 
droiteOP,  qui  Joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  O 
au  point  de  concours  P  des  diagonales  AG  et  BD. 

Le  triangle  EPF  est,  en  eOet,  conjugué  |)ar  rapport 
au  cercle  O;  O  est  par  suite  orthocenlre  de  ce  triangle 
dans  leqjiel  OP  est  une  liautenr. 

2"  Le  foyer  z>  de  la  parabole  inscrite  à  un  quadri- 
latère inscrit  est  situé  sur  la  diagonale  EF;  c''est  le 
point  où  OP  rencontre  cette  diagonale. 

3"  On  donne  un  cercle  O  et  un  point  P  intérieur 
à  ce  cercle.  Il  existe  une  infinité  de  quadrila- 
tères ABCD  inscrits  à  O  et  ayant  P  pour  point  de 
concours  des  diagonales.  I^es  paraboles  inscrites 
à  ces  quadrilatères  ont  pour  foyer  un  point  fixe  o 

tel  que  Ocpr=  — ,  R  étant  le  rayon  du   cercle.   De 

plus,  les  points  E  et  F  de  ces  quadrilatères  décrivent 
une  droite  fixe  A  perpendiculaire  à  OP  en  cp. 

Enfin  si,  par  deux  points  E,  F  en  ligne  droite  avec  le 
fo^yer  cp  d'une  parabole,  on  mène  les  quatre  tangentes. 
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à  la  courbe,  le  quadrilatère  formé  par  ces  tangentes 
est  inscriptible. 

A.  L'expression  (5)  ei  noire  raisonnement  géomé- 
trique du  précédenl  paragraphe  peuvenl  être  étendus 
de  proche  en  proche  à  un  polygone  plan  quelconque 
de  n  côlés. 

On  a  par  exemple 

(8)  S  AM"  sinaA  =  const. 

En  particulier,  si  le  polygone  est  régulier,  les  coeffi- 
cients dans  les  expressions  (4)  et  (6)  sont  égaux  et  le 
centre  du  cercle  lieu  de  M  est  celui  des  distances 
proportionnelles  des  sommets  affectés  du  coeffi- 
cient sina  A;  c'est  le  centre  du  polygone  donné. 

Steinor  a  donné  ces  résultais  dans  leur  forme  géné- 
rale (Œav/es,  t.  I,  p.  iDq;  Crelle,  t.  I,  p.  38-52). 

o.  Les  expressions  (i),  (4)  et  (8)  nous  donnent 
encore  quelques  formules  intéressantes.  Prenons-les 
dans  le  cas  général  envisagé,  l'angle  cd,  étant  quel- 
conque. 

Dans  le  triangle  MjSiY,  considéré  au  lemme  donné 
au  début  de  cette  Note,  on  obtient  (voir  la  figure) 

AM  sin  A 

PiT)  =  — : ; 

■^  SMlCpi 

d'où  l'on  tire  sans  difficulté 

- — 2                  AM    sinaA 
SiY,  cotA  =  ^^ ; 

c'est-à-dire,  çp<  étant  donné, 

a,  pi  cotC  -+-  piY,  col  A  h-  yia,  culB  =  consl., 
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el  dans  le  cas  général  d'un  polygone  quelconque, 
X  ai  p,  cotG  =  const. 

Soient  Ma  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
A  y,  |3,  et  Kfl  le  milieu  de  y,  jB, .  Un  calcul  tout  analogue 
au  précédent  donne 


20ia^a  tangA  =  PiY,  cotA; 
d'où  l'on  déduit,  dans  le  triangle, 


uia^a  tangA  -+-  cO(»,K/,  tangB  -i-  w^K^.  tan  g  G  =  const. 
et 

s  oiaKa  tangA  =  const, 

dans  le  cas  d'un  polygone  quelconque. 

En  particulier,  dans  un  polygone  régulier  : 

La  somme  des  carrés  des  côtés  du  polygone  isopo- 
daire  d^ un  point  M  par  rapport  à  un  polygone 
donné  P,  est  constante  quand  M  décrit  une  circon- 
férence donnée  concentrique  au  polygone  P, 
r angle  cp,  étant  donné. 

La  somme  des  carrés  des  distances  des  centres 
des  cercles  circonscrits  aux  triangles  formés  par 
les  côtés  du  polygone  isopodaire  respectivement  avec 
les  deux  côtés  correspondants  du  polygone  P,  est 
constante^  M  décrivant  une  circonférence  concen- 
trique à  P,  V angle  0|  étant  donné. 

Enfin,  appelant  p^  le  rayon  du  cercle  A  y,  [3,,  les 
relations  (i)  et  (4)  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

pâ  sin'iA  -4-  p|  sin-^B  —  p^  sinaC  =  const. 
et 

s  ù\  sin2A  =  coust.; 

et  dans  un  polygone  régulier  donné  P  : 
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ï.a  somme  des  carrés  des  rayons  des  cercles  cir- 
conscrits aux  triangles  formés  par  les  côtés  du 
polygone  isopodaire  respectivement  avec  les  deux 
côtés  correspondants  de  P  est  constante,  lorsque  M 
décrit  une  circonférence  concentrique  à  l*,  langlco^ 
étant  donné. 


[K13a] 


SIR  U\  LiEll  (iKO^IETHîiiLE; 
Par  m.  j.  li:\iairi:, 

Répélilcur  à  l'Ecole  Pol3'lecliniquc. 


Proposons-nous  d'étudier  le  lieu  des  points  dont  le 
rapport  des  distances  à  deux  dioites  D  et  D',  non  en 
inême  plan,  a  une  valeur  donnée  A',  que  nous  |)Ouvons 
sup[)oser  |)lus  grande  que  l'unité  :  soient  OO'  la  perpen- 
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diculaire    coniniune   à   ces    droites,    I    et  V    les    points 
de  00'  tels  que 


J 
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P  el  P'  les  plans  parallèles  aux  droites  données  et 
passant  en  I  et  l',  A  un  point  de  P  lel  que -r-r^  = /i", 
AB  et  AB'  étant  perpendiculaires  à  D  et  à  D'.  Menant 
AG  et  AC  perpendiculaires  aux  parallèles  IDi  et  ID^ 
à  D  el  D',  et  remarquant  que  CB  et  C'B'  sont  per- 
pendiculaires  à  D    el  D',  nous   voyons  que-^7=rA", 

de  sorte  que  les  triangles  rectangles  ABC  et  AB'G'sont 

AG 
semblables  et  donnent  -y-tt;  =  k.  Inversement,  si  pour 

un    point    A    du     |)lan    P    cette    dernière    relation    est 

vérifiée,  ce  point  fait  partie  du  lieu. 

Le  lieu  cherché,  que  nous  appellerons  la  surface  (S), 

est  donc  coupé  par  le  plan  P  suivant  deux  droites  lA 

et  lA,  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  D,  et  D'^, 

l'une  d'elles  A  faisant  avec  D,  el  D'^  des  angles  a  et  7/ 

liés  par  la  relation  — — -,  =  k.  Le  plan  P'  le  coupe  sui- 


sin  a 


vant  les  parallèles  l'A'  et  l'A'j  aux  droiles  précédentes. 

Ceci  posé,  montrons  que  si  trois  points  du  lieu  E, 

F,  G,  appartiennent  à  une  droite  L,   celle-ci  fait 


partie  du  lieu  :  soient  Ec^  F/,  G^  et  \ie\  Fy',  G  «' 
les  distances  de  ces  points  à  D  et  D',  de  sorle  que 


Ee' 


LL 

F/' 


(i^- 


=  k 
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avec 


ef        e'f        EF         . 

M  étant  un  autre  point  quelconque  de  L,  Mm  et  Mm' 

Fi  g.  2  bis. 


Y    ^ 
P     p' 


ses  distances  à  D  et  D',  il  s'agit  de  prouver  que 


Mm 
Mm 


7    =/- 


Projetons  les  droites  D  et  fj,  et  celles  qui  s'appuient 

Fia.  2  ter. 


sur  elles,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  D,  suivant  5, 

}.,  8s,  8cp,  ôy,  8tji;  nous  avons  (/?^.  2  bis) 


6î  =  eE,  ocp  =yF,  Sy  =  <^Gr,  o;jL=//iM. 


à 
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Faisons  une  projection  analogue  sur  un  plan  perpen- 
diculaire à  D',  d'où  la  figure  o's'cp'y'p.';  comme 

o£  =  eE,         0  z'  =  e'  E,         .  . . , 
nous  pouvons  écrire  à  cause  de  l'hypothèse 

0   £  0  ©  0  Y 

Transformant  homothétiquement  la  deuxième  ligure 
par  rapport  au  point  8',  nous  pouvons  supposer  ^'f^y' 
égala  scpy;  comme  d'ailleurs 

Ejjt.        z  \j.'        EM 
£cp         z  o'         \i¥ 

nous  aurons  alors  z' )~jJ ^^  sa,  et  nous  pourrons  faire 
coïncider  les  divisions  égales  z'rD'^']j!  et£cpY|ji,  §' venant 
en  8j  de  l'autre  côté  de  o  par  rapport  à  la  droite  A;  dans 
ces  conditions,  les  relations  (i)  donnent  {fig.  2  ter) 

■\  >  ■\ 

û£    _    ocp    _     oy 

8',  z         o'i  cp         ô'i  Y 

égalités  (jui  exigent  que  la  dioite  s-py  soit  perpendicu- 
laire à  oS'j  en  son  milieu,  de  sorte  qu'alors  oa  =  ô',jj.. 
On    en  conclut,   en   revenant  à  la   ligure   primitive, 
que 

r\  Il  a'.    1 1  r-i  _    c  riC 


0[JL  Ô,   [J-    _    ^1  £    _       '"^- 


Ofi.  OjJL  0£  0£ 

et  par  suite 


M  m 

c.  o.  r.  1). 


M  m' 


Il  résulte  de  là  (pie  la  droite  qui  passe  partout  point 
de  (S)  et  s'appuie  sur  A  el  A',,  ou  sur  A,  et  A',  appar- 
tient tout  entière  au  lieu,  cpii  est  par  suite  une  siu- 
f ace  réglée.  Soient  L,,  L^,  1^3  trois  pareilles  droites 

Ann.  de  MaUiéniai.,  /|»  série,  t.  XIV.  (Ocl.-Nov.  1914.)        ^9 
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s'appujant  sur  A  el  A'^,  et  par  suite  non  en  même  plan 
deux  à  deux,  M  un  point  quelconque  de  (S);  les 
droites  A,,  A2,  A3  passant  par  M  et  rencontrant  respec- 
tivement deux  des  trois  premières,  font  partie  du  lieu. 
Si  A,  et  A2,  qui  coupent  L3,  différaient,  toute  droite 
de  leur  plan,  coupant  trois  droites  de  (S),  ferait  parlie 
de  cette  surface,  le  plan  (M,  L3)  appartiendrait  tout 
entier  au  lieu,  ce  qui  est  absurde;  par  conséquent  A, , 
A2,  A3  se  confondent  nécessairement  suivant  une  droite 
qui  s'appuie  sur  L<,  L2,  L3,  et  le  lieuestla  quadrique 
définie  par  ces  trois  dernières. 

Nous  allons  en  donner  une  génération  simple  : 
Soient  M  un  point  du  lieu  contenu  dans  le  plan^Il 

Fis-.  3. 


perpendiculaire  en  1  à  A,  Mm  et  Mm'  ses   distances 

àDetD'  : 

Um 


Mm' 


kifig.n 


La  parallèle  menée  par  M  à  00'  coupe  en  N  et  IN' 
les  plans  parallèles  K  et  R'  qui  contiennent  respecti- 
vement D   et  D';   Nm  et  N'm'  sont  perpendiculaires 
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à  D  el  D';  comme  MlA  est  droit,  N08  et  N'O'Si"  le 
sont,  5  et  8,  étant  les  projections  de  A  sur  les  plans  R 
et  R',  et  l'on  a 

ONm  =  a,  O'N'm'  =   yJ  ; 

d'où,  puisque  ON  =  0'N', 

O  m  sin 


O' m'        sin  a' 


k. 


Les  triangles  rectangles  M/?20,  M.m'  O'^  ayant  leurs 

côtés  de  l'angle  droit  proportionnels,  sont  semblables 

et  donnent 

MO  _ 

M  est  donc  sur  la  sphère  de  diamètre  IF,  et  (S)  con- 
tient le  cercle  F  de  diamètre  IF  situé  dans  le  plan  II; 
cette  surface  contient  aussi  le  cercle  de  même  diamètre 
situé  dans  le  plan  II'  perpeiidiculaiie  en  F  à  A'^  : 
(S)  est  donc  Vhyperholoïde  passant  par  A  et  A'^  et 
ayant  ses  plans  de  sections  circulai/es  perpendicu- 
laires à  ces  droites;  son  ellipse  de  gorge  a  IF  pour 
axe  focal;  A  et  A,,  A'  et  A'^  sont  les  génératrices  aux 
extrémités  de  cet  axe. 

On  peut  considérer  cet  hyperboloïdo  comme  engendré 
par  la  droite  s'appuyant  sur  A  et  A',  et  passant  par  le 
point  M  qui  décrit  le  cercle  F  :  la  droite  FM  du  plan  II 

est  orthogonale  à  A;  d'ailleurs  IMF  étant  droit,  l'M  est 
perpendiculaire  au  plan  MIA,  et  les  deux  plans  iMIA 
et  MFA'j  sont  rectangulaires;  mais  leur  intersection 
n'est  autre  que  la  génératrice  de  (S)  qui  passe  en  M, 
donc  (S)  est  le  lieu  des  arêtes  des  dièdres  dioits 
dont  les  faces  passent  respectivement  par  A  et  \\. 
On    voit   ainsi   que   le   lieu    des  arêtes    des    dièdres 
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droits  dont  les  faces  contiennent  respectivement  deux 
droites  fixes  est  l'hjperboloïde  ajant  ces  droites  pour 
génératrices,  leur  plus  courte  distance  pour  axe  focal 
de  l'ellipse  de  gorge,  et  ses  plans  cycliques  perpendi- 
culaires aux  deux  droites  (Chasles). 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que  tout  hyperbo- 
loïde  (H)  dont  les  plans  cycliques  sont  perpendicu- 
laires à  deux  génératrices  est  susceptible  de  ce  dernier 
mode  de  génération,  d'où  il  suit  qu'il  peut,  d'une 
infinité  de  manières,  être  considéré  comme  lieu  des 
points  dont  le  rapport  des  distances  à  deux  droites 
a  une  valeur  constante. 

Considérons  en  effet  les  plans  cycliques  passant  au 
centre  de  (H),  leur  intersection  est  perpendiculaire  à 
la  fois  aux  deux  génératrices  A  et  A'^ ,  qui  sont  par  suite 
des  génératrices  passant  par  deux  sommets  opposés, 
de  sorte  que  leur  perpendiculaire  commune  IF  est  le 
diamètre  commun  aux  sections  circulaires  centrales  de 
riiyperboloïde  (H). 

Si  M  est  un  point  de  la  section  perpendiculaire  à  A, 
MF  étant  orthogonal  à  A  et  à  MI  est  perpendiculaire  au 
plan  Ml  A;  les  plans  MI  A  et  MF  A',  sont  perpendicu- 
laires, la  génératrice  de  (H)  qui  passe  en  M,  et  s'appuie 
sur  A  et  A'^,  est  l'arête  d'un  dièdre  droit  dont  les  faces 
contiennent  respectivement  ces  droites. 

Soient  maintenant  O  et  O'  deux  points  divisant  har- 
moniquement  IF,  OD  et  O'D'  deux  droites  perpendi- 
culaires à  IF  et  dont  les  directions  forment,  avec  celles 
des  génératrices  A  et  A'^  de  l'hyperboloïde  (H)  consi- 
déré, un  faisceau  harmonique,  A  faisant  avec  OD  et 
CD'  des  angles  a  et  a'  tels  que 

sina         10      ,  ,. 
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D'après  ce  qui  a  été  vu,  le  lieu  des  poinls  dont  le 
rapport  des  distances  aux  droites  D  et  D^  est  égal  à  jTyy 
est  un  hjperboloïde    passant  par  A,   A'^  et  ayant   ses 


L-^^ig.  4. 


sections  circulaires  perpendiculaires  à  ces  deux  der- 
nières droites,  c'est-à-dire  précisément  l'hjpierbo- 
boloïde  (H),  qui  peut  être  ainsi  considéré,  d'une  infi- 
nité de  manières,  comme  lieu  des  points  dont  le 
rapport  des  distances  à  deux  droites  a  une  même 
valeur. 

Cherchons  le  /ieii  des  droites  D  et  D'  correspondant 
à  un  lij[)erboloïde  donné  (H)  :  prenons  pour  axes  de 
coordonnées  les  parallèles  03X,  o)Y  menées  à  A  et  A'^ 
par  le  milieu  w  de  II',  et  cette  perpendiculaire  com- 
mune pour  wZ;  soient  G  l'angle  de  A  et  A',,  ia  leur 
distance  IF,  z  l'ordonnée  de  D;  nous  avons  {fig.  4) 

jhO  _  £0  _   10  ^ro   ^  2OC0  ^  hô] 
~  10'  ~  10'  ~  lO'-H  l'O'  ~     II'     "    a  ' 
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f^rojetons  les  diverses  droites  sur  le  plan  XwY,  et 
soient  d  el  d'  les  projections  de  D  et  D'  :  d  fait  avec 
wX    un   angle    a,    et    si    y  ^  jnx    est    son    équation, 

on  a 

TU  sin  6 


tanga 


m  COS0 


l'équation  de  d'  est  alors  y  =  — mx^  et  l'aogle  yJ  que 
fait  cette  droite  avec  wX  est  tel  que 

—  m  sin  6 

tanffa  =  7-; 

I  —  m  cosO 

par  suite, 

sin^a         I  —  2WCOsOh-/?i2 


sin^a  I -h  2 /?i  cos  b  H- m2 

T-.      •  sin^a  7  o  1  y 

iicrivant  que    .  ^   ,  =  A"^,  et  observant  que  m  =z  — , 

k  =  — ?  en  appelant  x^  y,  5  les  coordonnées  d'un  point 

quelconque  de  D,  nous  obtenons  le  lieu  suivant  de  D, 
et  par  suite  aussi  de  D', 


rr2+y2_^  .^a-j  COS0  «2 

C'est  un  conoïde  droit  du  quatrième  ordre^  ayant 
pour  axe  l'axe  focal  de  l'ellipse  de  gorge  de  (H),  et 
pour  directrice  la  courbe  d'intersection  des  surfaces 

x^' -^- y'^ — aar^cosO  =  z'^, 
x'^-\- y--^  ixy  cos6  =  a^, 

c'est-à-dire  la  courbe  du  cône  représentée  par  la  pre- 
mière équation  qui  se  projette  sur  le  plan  Xco  Y  suivant 
le  cercle  de  centre  w  et  de  rayon  a. 

Remarque.  —  Revenons  aux  figures  2,  ibis  et  2  ter\ 
la  deuxième  et  la  troisième  sontsemblables,  et  si  5p,  ô'p' 
sont  perpendiculaires  à  X  et  //,  leurs  pieds  p  et  p'  sont 
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des  points  homologues  des  divisions  semblables  scpy,  .. ., 
£'(p'y',  ...  ;  p  et  p'  correspondent  donc  au  même  point 

de  L,  et  l'on  a 

ôp  oî  Ee 

ô'p'        ô'e'        K  e'  ' 

d'où  cette  propriété  : 

Les  perpendiculaires  communes  à  toute  droite  L 
du  lieu  (S),  et  aux  droites  D  et  J)'  respectivement, 
ont  le  même  pied  sur  L,  et  le  rapport  des  distances 
de  L  àD  et  D'  est  égal  au  rapport  donné  k. 

Cette  dernière  condition,  prise  isolément,  définit  un 
complexe  de  droites;  si  nous  lui  ajoutons  la  première 
condition,  les  droites  qui  les  vérifient  forment  une 
congruence  et  peuvent  être  ainsi  définies  :  A",  D, 
D^  étant  donnés,  et  déterminant  l'hjperboloïde  (S), 
par  tout  point  de  cette  surface  menons  la  perpendicu- 
laire au  plan  déterminé  par  les  perpendiculaires  issues 
de  ce  point  à  D  et  D',  nous  obtenons  une  droite  de  la 
congruence;  en  particulier,  les  génératrices  de  (S)  qui 
s'appuient  sur  A  et  A',  appartiennent  à  cette  con- 
gruence.  Quelle  est  la  troisième  condition  à  laquelle 
sont  astreintes  ces  génératrices?  Les  figures  semblables 
donnent 

c'cp'        8' s'         Me' 

mais,  'I  et  'V  désignant  les  angles  de  L  avec  D  et  13', 

on  a 

£'f  =  EF  sinij;,         e'cp' =  EF  sini];', 


par  consé(juent. 


sin4^  _  ^^ 


sin  t|^' 

Le  rapport  des  sinus  des  angles  de  L  avec  \)  et  V)' 
est  égal  au  rapport  donné  k. 
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Cas  où  /r  =r  I.  —  Pour  toute  valeur  de  k  différente 
de  Tunité^  A,  faisant  avec  les  directions  des  droites 
données  D  el  T>'  des  angles  a  et  a'  liés  par  la  rela- 
tion ^^^ — ;  =  A-,  diffère  des  bissectrices  de  l'anerle  de  ces 
directions;  A  et  A',  ne  sont  donc  pas  perpendiculaires; 
un  liyperboloïde  susceptible  de  la  génération  étudiée 
ne  peut  donc  avoir  ses  génératrices  A  et  A'^  orthogo- 
nales, ce  qui  est  d'ailleurs  manifeste  a  priori. 

Dans  le  cas  particulier  où  A"  =  i ,  le  point  I  vient  au 
milieu  de  00',  I'  est  rejeté  à  Tinfîni  sur  00',  (S)  est 
un  paraboloïde  équilatère  de  sommet  I,  d'axe  00', 
ajant  ses  plans  directeurs  également  inclinés  sur  les 
droites  données  D  et  D';  les  génératrices  de  l'un  des 
systèmes  font  avec  D  et  D'  des  angles  égaux,  sont  éga- 
lement distantes  de  ces  droites,  et  les  perpendiculaires 
communes  à  chacune  de  ces  génératrices  et  aux  deux 
droites  D  etD',  respectivement,  ont  le  même  pied  sur  la 
génératrice. 

Inversement,  tout  paraboloïde  équilatère  peut  être 
considéré,  d'une  infinité  de  manières,  comme  le  lieu 
des  points  équidistants  de  deux  droites  perpendicu- 
laires à  l'axe,  équidistantes  du  sommet,  et  symétriques 
en  direction  pftr  rap|)ort  aux  plans  directeurs;  si  le 
paraboloïde  a  pour  équation 

yz  —  ax  =  o, 

on  trouve  aisément,  pour  le  lieu  de  ces  droites,  la 
surface 

x(y'-^z'-)-[-ayz  =  o, 

conoïde  de  Plûcker  ayant  pour  directrices  l'axe  du 
paraboloïde  et  l'ellipse  du  plan  ^=:j/,  qui  se  projette 
sur  le  plan  )^0^  suivant  le  cercle 

y^  -+-  z^  -{-  az  =  o. 
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[K2b,c] 

Sl]R  LE  POIÎVT  DE  FELERBACII; 

Par  m.  R.  BOUVAIST. 


Je  voudrais,  dans  les  quelques  lignes  qui  vont  suivre, 
énoncer  et  démontrer  rapidement,  quelques  propriétés 
peut-être  nouvelles  du  point  de  contact  du  cercle  ins- 
crit et  du  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle.  Je  dési- 
gnerai par  A,  B,  C  les  sommets  du  triangle,  a,  6,  c  les 
milieux  des  côtés,  D,  E,  F  les  points  de  contact  des 
côtés  et  du  cercle  inscrit,  G  le  centre  de  gravité,  Ile 
centre  du  cercle   inscrit. 

i'*  Construction  cV Haniilton.  —  Considérons  deux 
coniques  S  et  Y!  touchant  les  côtés  du  triangle  \BG  en 
a,  (3,  y,  a',  fi',  y',  les  diagonales  d'un  quadrilatère  ins- 
crit et  du  quadrilatère  circonscrit  correspondant  se 
coupant  au  même  point.  Si  l'on  désigne  par  u  l'inter- 
section de  [iy,  [S'y',  les  droites  Bw,  Cw  rencontrent  AG, 
BA  en  Q  et  B,  QUest  la  quatrième  tangente  commune 
à  S  et  ^',  aU  et  a'U  cou|)ent  QB  en  o  et  o'  qui  sont  les 
contacts  de  celte  dioite  avec  ^  et  S'. 

Si  1'  est  le  cercle  inscrit,  Yl  la  conique  touchant  les 
côtés  en  r«,  6,  c,  on  a  immédiatement  la  construction 
classique  d'Hamilton  et  l'on  voit  qu'on  peut,  dans 
cette  construction,  remplacer  2' par  une  conique  (|uel- 
con(jue  du  faisceau  tangentiel  2  + a2'=:  u. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  de  ce  faisceau  est 
la  droite  IG  ;  soit  O  un  point  de  celte  droite,  les 
droites  rtO,  ^O,  cO  coupent  bc^  ca^  ab  en  G,,  O^,  O3; 
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les  droites  AO,,  BO^,  GO3  rencontrent  BC,  CA.,  AB 
en  L,  M,  N  et  se  coupent  en  un  point  w.  La  conique 
de  centre  O  inscrite  dans  le  triangle  ABC  touche  les 
cotés  en  L,  M,  N,  car  le  lieu  des  centres  des  coniques 
inscrites  dans  ABC  et  touchant  BG  en  L  est  la 
droite  aO,  Les  parallèles  aO,  bO,  cO  menées  par  A, 
B,  G  se  coupent  en  w'  et  rencontrent  BG,  GA,  AB 
en  L',  M',  N',  les  deux  niangles  ABG,  abc  étant  homo- 
Lhétiques  par  rapport  à  G  dans  le  rapport  2,  les  points 
O,  G,  w'  sont  en  ligne  droite,  aOG^w'G,  et  les 
points  L,  U,  M,  M',  N,  N'  sont  symétriques  par  rap- 
port à  «,  b,  c.  Si  O  décrit  la  droite  IG,  o)'  décrit 
aussi  IG  et  w  une  conique  circonscrite  à  ABG.  On  a 
donc  la  proposition  suivante  : 

Soient  ABG  im  triangle,  I  le  centre  du  cercle  ins^ 
crit.  G  le  centre  de  gravité;  D,  E,  F  les  contacts  du 
cercle  inscrit  avec  BG,  G  A,  AB;  O  un  point  quel- 
conque de  IG;  les  droites  KO,  BO,  GO  rencontrent 
BG,  GA,  AB  en  L,  M,  N;  soient  L',  M',  N'  les  symé- 
triques de  ces  points  par  rapport  aux  milieux  des 
côtés  de  ABG,  les  droites  M'N',  EF,  N^V,  FD,  L'M', 
DE  se  coupent  en  U,  V,  W  ;  les  droites  DU,  E  V,  FW 
passent  par  le  point  de  Feuerbach  du  triangle  KBC, 

2°  Nous  allons  indiquer  maintenant  une  seconde 
extension  de  la  construction  d'Hamilton. 

Théouî^me.  —  Si  G.,  G„  G3  sont  trois  coniques 
touchant  les  côtés  d'un  triangle  en  a,b,c,,  a.b.c., 
a,b,c,,  les  droites  b,c,,  BG,  c,a,,  GA,  a,b,,  AB  se 
coupent  en  a„  ?,,  y,,  si  a,  a,,  b,  b,,  c,  c,  sont  conju- 
gués harmoniques  par  rapport  à  a.2Cf^2,  ^2^2,  c.ya,  les 
tangentes  communes  A,2,  A32  à  G,G2,  G2G3  se  cou- 
en  un  point  o  qui  est  commun  à  G,  et  G3,  ou  corré- 
lativement  : 
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G|,  G2,  C3  étant  trois  coniques  circonscrites  à  un 
triangle  ABC,  si  les  tangentes  à  G,  et  C3  en  un 
sommet  quelconciue  K  forment  faisceau  harmonique 
avec  la  tangente  à  C2  en  A  et  la  droite  joignant  ce 
point  au  pôle  de  BC/?a7'  rapport  à  C2,  la  droite  joi- 
gnant les  quatrièmes  points  dHntersection  de  G,  G2, 
G2G3  est  une  tangente  commune  à  G)  et  Gij. 

Si  aux  deux  points  B  et  G  nous  faisons  correspondre 
les  points  cycliques,  G) ,  G2,  G3  deviennent  trois  cercles 
Oi,  O2,  O3,  passant  par  un  même  point  A;  les  droites 
AO,,  AO3  sont  également  inclinées  sur  la  tangente  à 
O2  en  A,  et  deux  droites  isotropes  parallèles  issues 
de  0<  et  O3  rencontrent  la  tangente  à  O2  en  A  en  des 
points  formant  division  harmonique  avec  les  points 
d'intersection  de  cette  tangente  avec  les  droites  iso- 
tropes issues  de  O2. 

En  désignant  parR<,  R2,  R3  les  rayons  des  trois 
cercles,  par  a  l'angle  des  droites  A0|,  AO2  avec  la  tan- 
gente en  A  à  O2,  cette  dernière  condition  s'exprime  par 
l'égalité  R,  ( — cosa-h/sina)  R3  (cosa-}- isina)=  — R^ 
ouR,R3  =  R^. 

Une  inversion  de  centre  A  transforme  enfin  la  pro- 
position à  démontrer  en  la  suivante  :  Etant  donné  un 
triangle  isoscèle  at^y  (aj^  =  ay),  si  les  distances  Aa', 

Ap',  Ay'  d'un  point  A  aux  côtés  ^y,  ya,  ap  sont  liées 

— 2 
par  la  relation  Aa'=::  A^'.  Ay',  le   point  A  est  sur  le 

cercle  tangent  à  «(3  en  ^  et  à  ay  en  y. 

—  2 
Or  la  relation  AyJ  =  A.^^  Ay'  entraîne  la  similitude 

des  triangles  a'A^',  a'Ay'  dont  les  angles  en    V  sont 

égaux,  et  de  cette  similitude  il  résulte  immédiatement 


que  l'angle  ^  Ay=z j^ay,  ce  qui  démontre  la  propo- 
sition. Le  tliéorème  énoncé  au  début  du    paragraphe 
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est  donc  démon  lié  ;  on  en  déduit  immédiatement  que  : 

O  étant  un  point  quelconque  de  la  droite  joignant 
le  centre  de  gravité  d'un  triangle  ABC  au  centre  du 
cercle  inscrit,  les  droites  AO,  BO,  GO  coupent  BC, 
GA,  AB  en  L,  M,  N;  L',  M',  N'  étant  les  symétriques 
de  ces  points  par  rapport  aux  milieux  des  côtés ^  les 
droites  M'N',  N'L^  VJM  coupent  BG,  GA,  AB  en  U, 
V,  W,  si  D',  E',  F'  sont  les  conjugués  harmoniques 
des  points  de  contact  D,  E,  F  du  cercle  inscrit  avec 
les  côtés  BG,  GA,  AB,  par  rapport  aux  points  \}\J , 
VM',  WN'  : 

i""  La  conique  inscrite  dans  le  triangle  ABG  aux 
points  D',  E',  ¥'  passe  par  le  point  de  Feuerbach; 

2"  Les  droites  M^N',  N'L',  L'M'  rencontrent  les 
droites  EF,  FD,  DE  en  U<,  V,,  W^,  les  droites  E'F, 
FD^  D'E'  en  U2,  V2,  W^,  les  six  droites  DU,,  EV,, 
FW,,  D'Ua,  E'Vs,  F'Wo  passent  par  le  point  de 
Feuerbach. 

De  cette  propriété  générale  découle  un  grand  nombre 
de  propriétés  particulières,  analogues  à  la  suivante  : 

Si  a,  6,  c  sont  les  milieux  des  côtés  dhui  triangle 
ABG,  P,  Q,  R  les  points  de  contacts  de  BG,  GA,  AB 
avec  les  cercles  exinscrits  dans  les  angles  A,  B,  G  : 

i''  La  conique  tangente  à  BG,  GA,  AB  en.  P,  Q,  R 
passe  par  le  point  de  Feuerbach; 

2"  Les  droites  QR,  RP,  PQ  coupant  bc^  ca,  ab  en 
a,  j3,  y,  les  droites  Pa,  Q^,  Ry  passent  par  le  point 
de  Feuerbach. 
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[Gif] 

SUR  l^  PHOBLEÏÏE  M  ilIIAnillM; 

Par  m.  L.  KOLLROS. 


Une  question  posée  par  un  ingénieur  m'a  conduit  au 
problème  suivant  : 

Un  carré  et  un  cercle  concentriques  empiètent 
V un  sur  r autre  ;  trouver  le  minimum  de  l'aire 
comprise  entre  les  deux  figures. 

On  trouve  un  résultat  inattendu.au  premier  abord  ; 
ce  minimum  est  différent  suivant  que  le  cercle  ou  le 
carré  varie.  Il  suffit  évidemment  de  considérer  la 
deuxième  figure,  qui  est  le  huitième  de  la  précédenle. 

Fis.  I. 


Si  OA  =  AB  est  fixe  et  si  l'on  donne  un  accroisse- 
ment au  rayon  du  cercle,  on  voit  (jue  l'accroissement 
de  la  surface  ACEDB  est  nul,  aux  infiniment  petits 
du    second   ordre    près,    lorsque  E    est     le    milieu    de 
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l'arc    CD.    On  enlève  alors  à  l'un  des  triangles  AGE 
ou  BDE  ce  qu'on  ajoute  à  l'autre.  Il  y  a  donc  minimum 
lorsque  le  carré  fixe  divise  la  circonférence  [en  huit 
parties  égales. 

Si,  au  contraire,  le  cercle  est  fixe,  un  accroissement 
donné  à  OA  montre  que  le  minimum  a  lieu  quand  E 
est  le  milieu  de  AB.  En  d'autres  termes,  il  y  a  mini- 


Fia. 


mum^  cette  fois,  lorsque  le  cercle  fixe  divise  le  pour- 
tour du  carré  en  huit  parties  égales. 

Il  est  très  simple  de  vérifier  ces  résultats  par  l'ana- 
lyse. Si  l'on  prend,  la  première  fois,  le  demi-côté  du 
carré  fixe  comme  unité  et  l'angle  EOG  =  cp  comme 
variable  indépendante,  on  a  à  étudier  Ja  variation  de 
la  fonction 


/(^)=  -  —  tang?+     ? 


-)  (t4-tang2cp), 


1  •  •    •  ^ 

qui  présente  bien  un  minimum  pour  cp  =  -• 

Dans  le  second  problème,  si  Ton  prend  le  layon  du 
cercle  fixe  comme  unité,  c'est  la  fonction 


F(cp) 


cos-  cp 

2 


qui  exprime   l'aire  variable;  elle  a  un    minimum  pour 

I 
tane  o  =  -• 
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CO\'COUUS  D'AD)IISSIO^  A   L'ÉCOLE  NOIUIALE   SllPEIllEURE 
ET  AUX  BOIKSES  DE  LICENCE  El\  1915. 


Mathématique  s . 


GROUPE  T. 

L 

Etant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires Ox^  Oy,  Oz,  on  considère  la  surface  (S) 
définie  par  V équation 

z  =  xy  +  x"^ 
et  la  droite  (D)  définie  par  les  écjiuations 

oit  h  et  c  sont  deux  constantes  données,  la  seconde 
n  étant  pas  nulle.  Dans  tout  ce  qui  suitj  cette 
droite  (D)  restera  fixe. 

i"  Montrer  que  la  surface  (S)  est  réglée  et 
trouver  ses  génératrices. 

2"  A  chaque  génératrice  rectiligne  (G)  de  la 
surface  (S)  on  fait  correspondre  le  plan  (P)  niené 
par  la  droite  (D)  et  parallèle  ci  la  symétiique 
de  (G)  par  rapport  au  plan  xOy.  Déterminer  le 
lieu  du  point  dHntersection  de  (G)  et  de  (P),  quand 
la  droite  (G)  décrit  la  surface  (S). 

Montrer  que  ce  lieu  est  une  courbe  (G)  située  sur 
une  quadrique  (Q)  e/  délerniiner  celte  quadriquc. 

3"   Former  V équation  du  quatrième  degré  don- 
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nant   les  abscisses   des  points  cV intersection   de    la 
courbe  (C)  avec  un  plan  donné  par  son  équation 

ux  +  vy  -t-  wz  H-  *  1=  o. 

Calculer  les  fonctions  symétriques  élémentaires 
des  racines  en  fonction  de  m,  v^  w,  s.  En  déduii^e 
la  relation  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  abs- 
cisses ^,,  X2^  x-i,  ^4,  de  quatre  points  de  la 
courbe  (G)  pour  que  ces  quatre  points  soient  dans 
un  même  plan. 

Cette  relation  sera  utile  dans  la  plupart  des 
questions  qui  vont  suivre. 

4°  Déduire  de  la  relation  précédente  les  relations 
auxquelles  doivent  satisfaire  les  abscisses  x,,  ^oj  ^3, 
de  trois  points  de  la  courbe  (G)  pour  que  ces  trois 
points  soient  en  ligne  droite. 

Former  l'équation  générale  du  troisième  degré 
dont  les  racines  sont  les  abscisses  de  ti'ois  points  en 
ligne  droite  de  la,  courbe  (G).  Montrer  que  les 
droites  qui  coupent  (G)  en  trois  points  engendrent 
V  une  des  familles  de  génératrices  rectilignes  de 
la  quadrique  (Q). 

5""  Montrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  les  plans  osculateurs  à  la  courbe  (G) 
en  trois  points  donnés  se  coupent  sur  la  courbe  (G) 
est  que  ces  trois  points  soient  en  ligne  droite. 

ô""  Par  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  (G) 
il  passe  deux  plans  jouissant  de  la  propriété  cV  être 
tangents  à  la  courbe  (G)  au  point  M  et  en  un  autre 
point  [c'est-à-dire  d'être  bitangents  à  la  courbe). 
Soient  M.'  et  M"  les  seconds  points  de  contact  de  ces 
deux  plans.  Montra-  qu'il  existe  un  plan  bitangent 
Cl  la  courbe  (G)  en  W  et  M!'. 

A  quelles  relations  doivent  satisfaire  les  abscisses 
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de  trois  points  M,  M^,  M"  de  la  courbe  (G)  pour  que 
deux  quelconques  d^ entre  eux  soient  les  points  de 
contact  dhin  plan  bitangent  à  la  courbe  (C)? 

7"  Former  l 'équation  générale  du  troisième  degré 
dont  les  racines  sont  les  abscisses  de  trois  points  M, 
M',  M",  de  la  courbe  (G)  satisfaisant  aux  conditions 
précédentes.  Exprimer  les  coefficients  de  cette  équa- 
tion au  moyen  de  l'abscisse  ;  du  quatrième  point 
dHntersection  p,  de  la  courbe  (G)  avec  le  plan  (II) 
déterminé  par  les  points  M,  M',  M'^ 

Calculer^  en  fonction  de  ^,  les  coefficients  de 
V équation  du  plan  [W)  et  les  coordonnées  du  point 
de  concours  A  des  tangentes  à  la  courbe  (G)  aux 
points  M,  M',  M'^  Ce  point  A  sera  dit  a  le  point 
associé  au  point  [j.  de  la  courbe  (G)  ». 

8"  Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  qua- 
diiques^  ne  dépendant  que  de  b  et  de  c,  par  rapport 
auxquelles  le  point  A  est  le  pôle  du  plan  (H);  déter^ 
miner  ces  quadriques  et  montrer  que  r une  d' elles 
est  la  quadrique  (Q  )  déjà  considérée. 

Déterminer  le  lieu  (F)  du  point  A,  ainsi  que  V  en- 
veloppe du  plan  (n),  quand  le  point  jjl  décrit  la 
courbe  (G). 

9°  A  trois  points  quelconques  en  ligne  droite  jjl,, 
JJL2,  1JL3,  pris  sur  la  courbe  (G),  sont  associés  les  trois 
sommets  K^^  Ao,  A3,  d'un  triangle  inscrit  dans  la 
courbe  (F).  Déterminer^  en  supposant  6  =  0,  l'en- 
veloppe des  côtés  de  ce  triangle  quand  la  droite 
{jLjjjLojJLs  varie.  Montrer  que.,  dans  la  même  hypo- 
thèse 6=::o,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  Aj  A  2  A3. 
passe  par  deux  points  fixes. 

(  Durée  :  G  heures.) 


Ann.  de  Matliéniat.,  \'  série,  t.  XIV.  (  Ocl-Nov.  191  p)         -^O 
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IL 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  Von  con- 
sidère r équation  différentielle 

y  —  ixy'  -^  y^y'^  =  o. 

1°  Montrer  que  cette  équation  admet  une  infinité 
de  courbes  intégrales  G,  dont  Véquation  est  de  la 
forme  y^=  f{^)i  f  {^)  désignant  un  polynôme 
en  X.  Ecrire  Véquation  générale  des  courbes  G; 
montrer  que^  par  tout  point  du  plan^  il  passe  soit 
une,  soit  trois  courbes  G,  et  déterminer  la  région 
du  plan  oîi  doit  se  trouver  le  point  pour  que  le 
nombre  des  courbes  qui  y  passent  soit  éi^al  à  trois; 
déterminer  le  lieu  des  points  tels  que  deux  des 
courbes  G  qui  passent  par  Vun  d'eux  soient  ortho- 
gonales. 

2°  On  donne  le  point  A.(a7  =  o,5  ;  y  =  o  ).  SoitP 
celle  des  courbes  G  qui  passe  par  A  et  tourne  sa 
concavité  vers  la  partie  positive  de  V axe  Ox  ;  soit  B 
le  point  de  la  courbe  P  qui  a  pour  ordonnée  y/6. 
Soit  Q  celle  des  courbes  G  passant  par  B  et  qui 
tourne  sa  concavité  vers  les  x  négatifs;  soit  enfin  A' 
le  point  ou  cette  courbe  coupe  Vaxe  Ox.  Calculer 
Vaire  limitée  par  les  arcs  de  courbes  AB,  BA',  et 
Vaxe  Ox. 

3°  Un  point  mobile,  partant  de  A,  parcourt  suc- 
cessivement Varc  AB  de  P,  puis  Varc  BA'  de  Q.  Son 
accélération  tangentielle  est  constamment  égale  à 
sa  vitesse,  et  sa  vitesse  initiale  est  égale  à  \  ]  au 
point  B  on  supposera  que  la  vitesse  ne  subit  pas  de 
changement  de  grandeur,  mais  seulement  un  chan- 
gement de  direction.  Calculer  à  o,\  près  le  temps 
mis  par  le  mobile  pour  parcourir  Varc  ABA'. 
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4°  Au  point  B,  V accélération  du  mobile  subit  une 
discontinuité.  Calculer^  par  ses  projections  sur  les 
deux  axes  de  coordonnées.,  la  variation  géométrique 
du  vecteur-accélération  au  point  B. 

(Durée  ;  4  heures.) 

Solutions  pah  M.  R.  BOUVAIST. 

ï. 

1°  L'équalion  aux  p  des  points  d'inlersection  de  la 
surface  (S)  et  de  la  droite 

op  —  X(^  —    ^'  ~  '^^0  _  ^  — -gp  _ 

est 

a3p3+(3:roa2-4-a[3)p2 

H-(3aa7g+  [Ba^o  +  ajKo— T)P  — -2o-f-  ^oy^-^-  ocl  =  o; 

pour  que  celte  droite  soil  une  génératrice  de  la  sur- 
face (S)  il  faut  et  il  suffit  que 

a  =  o, 

P^o— Y  =  o, 


Une  génératrice  G  de  (S)  aura  pour  équations 

X  =1  t^         z  =  tf  -{-  t^. 

2"   Le  plan  (P)  a  pour  équation 

z  —  c  -\-  f( y  —  b)  =  o; 

les  équations  de  la  courbe  (G)  seront 

z  —  c  -\-  t{y  —  b)  =  o, 
X  =  t, 
z  —  ty  ^  t^ 
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ou 

—  C^  -h  tb  -\-  c 


t^~^  Ib  -^  c 


'1 
cette  courl)e  est  sur  la  quadrique  (Q), 
x{y  —  6)  -i-  3  —  c  =  o. 

3°  L'équation  aux  t  du  point  d'intersection  du  plan 

ux~\-vy->r-wz-\-s=^o 

^t  de  la  courbe  (C)  est 

wt'*—  vt^-^  failli  -h  bw)  -\-  t{bv  -H  cw  -4-  is)  -^  cv  =  o; 

si  t^y  ^2,  ^37  ^4  sont  les  racines  de  cette  équation, 

V  'lu  -h  bw 

Lti=  —,         S  t/ tj  =  , 

w  ■>  w 

bv  -^  cw  -^  •}  s  .   ,  .    ,         c^' 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  quatre 
points  de  (G)  soient  dans  un  même  plan  est  que  leurs 
abscisses  soient  liées  par  la  relation 

x^'^-  x^  4-  3-3  +  x\  _   \_  ^ 

^    '  X 1X2X3X1^  c 

4"   La  relation  (i)  nous  donne 

c(Xi~\-  Xi^  X3) 

xt,  — ; 

XiXiX-i —  c 

si  les  points  d'abscisses  5?,,  ^2,  ^;î  sont  en  ligne  droite, 
X4  est  indéterminé  et  l'on  a 

Xi  -h  Xi  -\-  X3=  o, 
X\X',Xi  —  c  =  o. 
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Les   abscisses  de  trois  points  en   ligne  droite  de  la 
courbe  (G)  seront  les  racines  de  l'équation  générale 

X3-hXX— c  =  o. 

Les  deux  systèmes  de  génératrices  de  la  quadrique  Q 
sont 

I  (y —  b)[ii-h  z —  c  =  o;  }  xiix^ —  6)-i-z  —  c  =o. 

L'équation  aux  abscisses  des  points  d'inlersection  des 
génératrices  du  système  (1)  avec  la  surface  (S)  est 

a-^-h  x{  iy  —  6)—  c  =  o; 

ces  génératrices    rencontrent    par   suite    (C)    en   trois 
points  en  ligne  droite. 

S**  Le  plan   osculateur  en  un  point  x^   de  (C)  ren- 
contre la  courbe  au  point  x\^  tel  que 

oo\  =  -— > 

.rf  —  c 

d'où 


,       Se 

X'I T  Xi  —  c  =  o 

xl 


-  ^, 


cette  équation  est  l'équation  aux  abscisses  des  points 
d'osculation  des  plans  osculateurs  à  (C)  menés  par  un 
points]  de  la  courbe;  sa  forme  montre  que  les  trois 
points  d'oscultation  sont  en  ligne  droite. 

6"  Un  plan  tangent  à  (G)  en  ^,  renconlrera  la 
courbe  en  deux  points  dont  les  abscisses  sont  liées  par 
la  relation 

x'^x^x^  c' 

par  Xt  passent  donc  deux  plans  bitangents  à  la  courbe; 
Jes  abscisses  des  seconds   points  de  contact    sont    les 
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racines  de  l'équalion 

xj  x'^  —  }.cx  —  2  c  :r  1  =  o  ; 

si  x'  et  x"  sont  les  racines  de  cette  équation,  on  a 


X'^X"=:: 

1C 

y 

x'x"^ 

— 

•ic 

Xi 

2(^'H-  x" 

) 

I 

x'^x'"^ 

c 

d'où 


relation  qui  montre  que  x'  et  x"  sont  les  contacts  d'un 
plan  bitangent  à  (G). 

Si  M,  M',  M'  sont  trois  points  de  (G),  tels  que  deux 
quelconques  d'entre  eux  sont  les  contacts  d'un  plan 
bitangent,  leurs  abscisses  seront  liées  par  les  rela- 
tions 

2(a7i-!- 37.2)   _   2(x\-{-  X3)    _    l(Xi-^-X^)   __    1 

1         2  1         *i  2         'i 

d'où,   par  soustrartion, 

Xi{x.2-f-  X:i)  =  X'l(Xi-^  X3)  —  xl(Xi^  X2)  =  2C, 

d'où 

Xi  Xi  -II-  X-2  X3  -4-  Xi  ^3  =  O, 

^     .  XiX^,X-i=  —  IC. 

7"  L'équation  générale  donnant  les  abscisses  des 
trois  points  M,  M',  M"  est  donc 

x^  —  X  372  H-  2  c  =  o  ; 
nous  avons 

Xi-^X.2-^Xs-\-^  I       ■ 

^  =  -         dou         A +  3^  =  0 

et  l'équation  devient 

X^  ^  3^X'.-h  2C  —  o. 


(47'  ) 

Si  le  plan  H  a  pour  équaiion 

ux  -k-  vy  -\-  wz  ^  s  =  o, 

I.XiXj  +  çSa7,-  --=  —  3ç2  = 


bv  -h  CtV  -h  25 


w 


l'équation  du  plan  II  sera  donc 

x{'i\'^ -^  b)  -\-  ^^(^y  —  iz  —  (c  ^  ib\)  ^  o. 

La   projection   de    la   courbe  (C)  sur  xOz  a  pour 
équations 

t^-^bt  -^  c  < 


l'équalion  aux  abscisses  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes à  cette  courbe  issues  du  point  Xq^  Zq  est 

3 

x'^ xlx'^-h 'izo — bxo — c  =  o. 

Identifions  cette  équation  à  l'équalion 

x3-f-  3^372 -h2C  _  Q^ 


nous  aurons, 

Xo=  —i\ 


C  —  'l.b\ 


La  même   méthode  appliquée   à  la  projection  de  (C) 

sur  xOz  donne 

6  —  3^2 

ro= 
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Les  coordonnées  de  pi  sont  donc 

x^  =  —  i^, 

5c~  ibi 


8°  Considérons  la  quadrique  f{xyz)  =  o,    le    plan 
polaire  de  jjl  par  rapport  à  cette  quadrique  est 

ce  plan  polaire  doit  coïncider  avec  le  plan  II  quel  que 
soit  l;  on  doit  donc  avoir 

quel  que  soit  Ç,  ces  équations  déterminent  les  coeffi- 
cients de  f(xyz)=:o,  linéairement  en  fonction  de 
deux  d'entre  eux,  et  l'on  trouve  sans  peine 

f{xyz)  —  {bx  —  'iz  -^  bc)--+-\\_x{y  —  b)-{-  z  — c]  =  o. 

Les  quadriques  considérées  sont  donc  de  raccor- 
dement avec  la  quadrique  (Q),  le  long  de  l'intersec- 
tion   de    cette    quadrique    avec    le    plan     polaire    du 

b           c  >      Il 

point  o,  -) -,  par  rapport  a  elle. 

L'enveloppe  de  II  est  le  cône 

{iy  —  b'f  —^{bx  -—  o^z  —  c)=  o, 

,  .  6  c 

0jantpour  sommel  Je  point  o,  -,  —  -• 

Le  lieu  F  du  point  .\  est  la  conique 

X  —  —  2^, 

6-3^2 


y 


'i. 

5c  —  ib\ 
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g°  Si  6  :=  o,  la  courbe  F  devient  la  paiabole 

y  =  -— . 
-      if 

Si  ^<,  Ç27  Ç3  sont  les  abscisses  des  points  |Ji,,  pi2,  {Ji-a  qui 
par  hypothèse  sont  en  ligne  droite,  nous  aurons 

La  corde  A,  A2  a  pour  équations 

5  c 
2  =  — 7 
2 

011 

3a?^§-h4À  —  6c  =  o; 

elle  enveloppe  la  parabole 


2J^2_ 

■  gcx  = 
Z  = 

5c 
2 

x^ 

_HJ2. 

—  ^OLX 

-^PJ- 

2  = 

3c 
2 

Soit 


le  oercle  A,  A2A3;  l'équation  aux  ?  des  points  d'inter- 
section de  ce  cercle  et  de  F  est 

si   $<,   ?27    ^3?    ?4    sont  les   racines   de    cette  équation, 
on  a 
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d'où,  en  avant  égard  aux  relations  (i 

^4  =  0, 


c'est-à-dire 


9^ 

f  =  o,       ="  =  --8-; 


le  cercle  A,  A2  A3  passe  donc  par  le  sommet  de  la  para- 
bole r,  et  son  centre  décrit  une  perpendiculaire  à 
l'axe  de  F;  il    passe  donc  par  deux  points  fixes. 

IL 

i"  L'équation 

y  —  1  xy  -f-  y'^y^  =  o 
peut  s'écrire 

d'où,  par  dérivation, 

\'^yy -- Y^^y''' ^ yy")  ^  o. 

L'équation 
peut  s'écrire 

y     y" 
y      y 

son  intégrale  est 

Considérons  maintenant  l'équation 


'^yf- 

I 

■75=° 

en 

posant  y': 

^P^ 

on  a 

y- 

1P> 

et 

dx== 

3     1 

(  475  ) 
d'où 

8  p* 

On    voit    d'ailleurs    facilement    que,    pour   que    1» 
fonction 

j2=  Ga7-H   G' 

vérifie  l'équation  différentielle  donnée,  il  faut  prendre 

G  =  2X,        G'  =  — X3. 

L'équation  générale  des  courbes  (C)  est  donc 

Par  un  point  du  plan  passent  trois  courbes  (G),  elles- 
sont  toutes  Irois  réelles  si  Ton  a 

c'est-à-dire  dans  la  portion  du  plan  situé  entre  l'axe  O^ 

et  la  courbe 

27/* —  32  a?^  =  o,. 

En  un  point  de  cette  portion  du  plan,  les  coefficients 
angulaires  des  tangentes  aux  courbes  (G)  passant  par 

ce  point  sont  —i  —  r  —,  X,,  \^^.  ).-,  étant  les  racines  de 

y      Y       Y 

l'équation 

X* —  l\x  H- J-2—  o. 

Si  deux  de  ces  courbes  (G)  sont  rectangulaires, 

>^iX>  , 

— —  =  —  I,        d  ou        X3=  i; 

le    lieu    des    points    du    plan    par    où    passent    deux 
courbes  (C)  orthogonales  est  donc  la  parabole 

^2 —  ^x  -+-1  =  0. 

2°  Par  le  point  A(a:  =  o,  5,  y  =  o)  passent  les  trois. 
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courbes  (C) 

y^  =  ix  —  T, 

y^  =  —  O.X  -i-  i  ; 

îa  courbe  (P)  est  la  courbe 

J^2—  2,x  —  I. 


Par  le  point  situé  sur  cetle  courbe  ayant  pour  or- 
données y/o,  passent  outre  la  courbe  (P)  les  deux 
courbes  (G), 

y^=  —  6a?  -h  27. 

La  courbe  (Q)  est  la  parabole  y^  =  —  6^-1-27;  elle 

coupe  O^  au  point  A'  (a:  =  -  y  y  =  oj. 

L'aire  comprise  entre  la  courbe  (P),  Oœ  et  la  per- 
pendiculaire à  Ox  menée  par  le  point  d'ordonnée  y/6 

y- dy;    l'expression    analogue    relative    à    la 
•^  ^  j  l'aire  cherchée  est  donc 
4    r^^    ,   ,         8v/6 

3"  L'accélération  tangentielle  étant  égale  à  la  vitesse, 

on  a 

dv  _ 

dt  ~^' 
d'où 

pour 

<  =  o,         p  =  1; 

donc  A"  =  o  et  l'on  a 
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L'équation  donnant  le  temps  t  cherché  sera  donc 

e^=  arcAB  -h  arcBA'  ; 
arcAB=    /       \/\-^y'^dy 

=  1 1 L  (y  -+-  s/i  +  r')  +7  /t+r'lo' 

L(v/6-t- v/~''-^v/4^ 


arcBA' 


=f''i 


3  L   r  -^  \^.r'^  -^  9  ^  r  y/v^  -4-  9 


v/6 


d'où 


3/,   \/6  -}-  ^if)        v^9o 
^^^  L(v/6-l-v/7)-f-v/4^  _^  3  /^  v/6^v/T5  ^  v/^ 


i*  \  3 


d'où 


=  -7-, rr     'Ohlv^H- V  7)^3l02-î^ :r-^ H V.  ,    ■ r 

•2(oge)2L     »^^     ^^^^  »         3         J  b  oge 


d'où 


^  =  i'2,707  à  0,01  près. 


4"  Soit  cp  l'angle  aigu  de  la  normale  et  de  la  tan- 
gente à  la  courbe  (P)  en  B,  0  Tangle  correspondant  de 
la  courbe  (Q)  en  B;  les  |)rojechons  sur  les  axes  de 
l'accélération  du  mobile  au  point  B  de  (P)  sont 


dv  t'2    . 


dv    . 


cosco; 


(  47»  ) 


or 


I  v/6  .  I 

langcp  = -— >         cosc^  =  -— ,         sin'^  =  -— 

v/6  v/7  '        sll 

Pi- -y— =  7/7, 


<i'où 


/    I  e^/6 


v/7  '^9 

On  a  de  même  [)Our  la  courbe  (Q) 

y'  =         -r-cos0 sinO, 


or 


Y-,  =  —  (  -r-  sin  0  ^ cosi 


5  /a  "X 

tango  =  —^j         cos6  =  -— =,         sin6  =  -— r, 

y/e  sj\b  y/lD 

(i_i_/2)2        i5v/i5 
P2  = ^-^^ =  ' 

^  y  9 


d'où 


ïr  =  —  e' 


v/i5         '-^^ 

3  2V6\ 

v/T5  "^     ^'5    ./ 


Les  projections  de  la  variation  géométrir|ue  du  vec- 
teur accélération  en  B  sont  donc 


,(^J^^\^.ull 


1  ; 


=     +  ^        -; ^ :  P 


rr=e'(-^  +  ^)-*"v,,      .5 


49       23 

s/g        v/6 
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GROUPE  II. 

I. 

On  considère  dans  un  plan  deux  axes  de  coor- 
données rectangulaires  Ox^  Oy.  Un  point  maté- 
riel M,  de  masse  égale  à  un^  est  mobile  dans  un 
plan  sous  l'action  d^ une  force  (F)  dont  les  projec- 
tions IL  et  Y  sur  les  axes  sont 

X  =  x,        Y=jK  — 4^, 

X  et  y  désignant  les  coordonnées  du  point  M  : 

1°  Former  et  intégre/'  les  équations  différen- 
tielles du  moui^ement  du  point  M. 

2°  Déterminer  le  mouvement  de  M  en  supposant 
qu  à  l'' origine  du  temps  ses  coordonnées  sont  (a,  o) 
et  que  sa  vitesse  a  pour  projections  sur  les  axes 
( — a,  2  a).  Construire  la  trajectoire  (T)  correspon- 
dant à  ce  mouvement. 

3°  Evaluer  le  temps  mis  par  le  mobile  pour  aller 
d^ un  point  quelconque  M  de  sa  trajectoire  (T)  au 
point  W^  oit  la  tangente  à  la  trajectoire  est  paral- 
lèle au  rayon  vecteur  OM. 

l\'  Démontrer  que  Vhodo graphe  du  mouvement 
est  une  courbe  homothétique  de  la  trajectoire  (T) 
et  calculer  à  o,oi  près  le  rapport  d' homothétie. 

5"  La  trajectoire  {T)  passe  par  le  point  O.  Éva- 
luer^  en  fonction  de  ^abscisse  du  point  M,  l'aire 
limitée  par  Varc  de  courbe  OM  et  la  corde  OM, 
ainsi  que  le  volume  engendré  par  cette  aire  tour- 
nant autour  de  Oy. 

H. 

Evaluer  à  o,oi  près  les  intégrales 


J       2COsa7H-j         ./       ( 


dx  r  '"  dx 

X  -h  3)-^ 


(  48o  ) 


1°  On  a 


d'-x  d^r 


rintégrale  générale  de  —t—  —  ^  =  o  est 


Vét+k)^e-[t+k)-\  _ 


l'intégrale  générale  de  --^=iy  —  f\x  est  de  la   forme 

Pour  que  cette  fonction  satisfasse  à  l'équation  diffé- 
rentielle donnée  il  faut  prendre,  comme  on  le  voit 
aisément,  À  =  —  i ,  |jl  =  i  ;  on  aura  donc 

a;  =  C  f Z_f =  Cc\i{t  +  k), 

y  z=z  —  Ctle^+f'  —  e-^^^''^]  =  —  2Ctsh(t-i-k). 

2^  Les  conditions  initiales  donnent 

Gch/c  =  a,  Ge^-+Ge-^=2a, 

GshA-=  — a,         Ce^—Ce-^'=  —  ia; 

d'où 

Ge*=o, 

Ce-^  =  2  et; 
les  équations  de  (T)  sont  donc 

y  =  icLte-^\ 
(T)  serait  d'une  construction  facile. 
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3°   La    tangente    en    M'    a    pour    coefficient    angu- 
laire 2(^' — i);  le  coefficient  angulaire  de  OM  est  it. 
Si  la  tangente  en  M'  est  parallèle  à  OM, 

l{t' — \)=?A,  t'—t  =  \\ 

le  temps  mis  par  le  mobile  pour  aller  de  M  en  M'  est 
donc  constant  et  égal  à  i . 

4^  L'hodographe  a  pour  équations 

soit  sur  (T)  un  point  de  coordonnées  x^  et  y,  corres- 
pondant au  temps  t^  sur  l'iiodographe  un  point  de 
coordonnées  x-^  et  jr2  correspondant  au  temps  ^  H- i  ; 
on  a 

les  deux  courbes  sont  donc  homothétiques,  le  centre 
d'homotbétie  est  l'origine,  et  le  rapport  d'homothétie 

—  e  =  —  2,71  à  0,01  près. 
5*^   L'aire  cherchée  est 


/ 


,,  00 


d'où 


aire  =  —  e-^^  =  — 
1  1 


Xi  étant  Tabscisse  de  M. 

On  a  de  même,  en  désignant  par  ^,,  y^   les  coor 
Ann.  de  Mathérnat.,  4»  série,  t.  XIV.  (Oct.-Nov.  1914-)       3' 
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données  de  M  : 

Volume  cherché  =  —  ^fjKi  —    /      -nx^-dy 


tx  g— 3f,  —  27ra 


■/'■• 


■^tdt  —  txe-^^dt 


'À  TZOC^ 

Volume  cherché  =  — -—  ti  e-^^  —  aTix^ 


Volume  cherché  = 


IL 


Posons 


ce 
tang-  =  t, 


r^         ^^         _     r^"    idt    ^    1 
J^      '2.  cos:r  +  3  ~  J^         ^- "+-  5  ~  y/5 


7! 


^B 


X 


=  7f  ^"V5 

.  =7"^' 

-^  =1,404, 

dx               r+"'2^^(n-r^) 

(2C0S:r+3)2           J^                 (^2^5)2 

2    r-^"    rf^ 

"5j„         /2+5 

^4  r-^'  -^ 

^^J.     i'' 

3     Z-^"    9.^^ 

"5i         ^2+5 

/,< 

■Ht'-i-i) 

li'^dt 


371 

5v/5 


—  0,842. 
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COIVCOIIRS  D'ADWISSIOiX  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (I9H 


Géométrie  analytique  et  Mécanique  (i). 
Solution  par  M.   CLAPIER. 


l.  Soit  V  l'angle  constant  sous  lequel  la  spirale 
logarithmique  G  coupe  chacun  de  ses  rayons  vecteurs. 

Nous  avons 

;•  rfO  ,,         I 

(i)  — r-  =  tanffV  =  — 

«l,  pour  un  arc  infinitésimal  MM' ^  ds  qui  se  projette 
sur  le  rayon  vecteur  MQ, 

(2)  M'Q  =  MM'sinV         ou         /■  ^6  =  c?*  sin  V. 

On  déduit  de  ces  expressions 

<3)  arcM0M  =  5  =  ('-^^y'  =  '-^-^  ^ 

\msinV/Mo         cos  V 

i''  Soient  ç  et  r^  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité G  de  l'arc  fixe  Mo  M,,  de  longueur  /;  nous  avons 
les  formules 

1^=1       dsx^       lr^z=   j       ds  y       (a?  = /•  cos  0,  j' =  r  sin  6  ) 

*    Mo  '0 

et  si  Ton  pose 

1=    Cr'^cosOdO,         J=    l^r-slnOdO, 

jM,  jM, 

<4)  ^  =  7-^^        ^  ""    - 


/sinV  '        /sinV 


(•)   Voir  l'énoncé,  p.  38o. 
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nous  aurons  les  intégrales  I  et   J,    en   intégrant   par 
parties,  ce  qui  nous  donne  les  égalités 

I  =  ry  —  im] ,         J  =  —  rx-\-im\\ 

d'où  l'on  déduit 

I(i  +  4wi2)  =  r{y  -^  imx), 
J  (  I  -h  4  '^î^ )  =  î'i—  X  -^  -imy). 

Finalement,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  expres- 
sions (4)  et  tenant  compte  de  (i)  et  (3),  il  vient 


ou 


Jn        {jy)l\-^im{rx)l 


M, 


(5) 


1  -h  4  ''î  ''  —  '*o 

m         {~rx)^,l  +  ^m{ry)ly 
I  4-  4  m-  /"i  —  ro 

Ces  expressions  (5)  donnent  la  position  du  centre  de 
gravité  G  de  l'arc  MqM,,  connaissant  les  extrémités  Mq 
et  Ml  de  cet  arc. 

2°  Supposons  que  le  point  Mq  tende  vers  le  pôle  O; 
ses  coordonnées  deviennent  nulles  et  la  position  limite 
du  point  G,  correspondant  à  l'arc  de  spirale  OM,  est 
donnée  par  les  formules 

(6)  { 

m 

'         1  +  4  m-  -^  ' 

11.  Supposons  que  le  point  M  se  meuve  sur  la 
courbe  G,  de  manière  que  son  angle  polaire  augmente 
avec  une  vitesse  d'un  radian  par  seconde, 

c/0  =  n  dt^         n  =  • 
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Le  point  G  dont  les  coordonnées  sont  données  par 
les  expressions  (6)  décrit  une  courbe  F  qui  est  une  spi- 
rale logarithmique. 

En  effet,  désignons  par  p  et  w  les  coordonnées 
polaires  du  point  G;  nous  avons 


et 


Posons 


r        imy  —  x        im  tang^ 6  —  i 

ino;w  =  4  = = TT 

t,        imx^y         27?i-r- tango 


tanffC5  —  =  —  tan£;V, 


nous  aurons 


tangG  —  tanffcp  ^.  ^  . 

^  i-l- tangO  tangcp  ^^  "^  ^ 

Il  résulte,  des  valeurs  de  p  et  to  ainsi  trouvées,  que 
la  courbe  F  s'obtiendra  en  prenant  la  spirale  logarith- 
mique G,   obtenue  en   réduisant   les   raypns  vecteurs 

de  G  dans  le  rapport  et  la  faisant  tourner 

autour  du  point  O  dans   le   sens  inverse,   d'un  angle 
fixe  cp. 

2°  Désignons  par  Ij  et  'f\  les  composantes  de  la 
vitesse  du  point  G;  pour  les  obtenir,  en  se  servant  des 
formules  (6),  nous  devons  calculer 


x  = 

dx 
dt 

,        dy 

or,  nous  avons 

a;  =  rcosO 

et 

dx  =  —yd^-\-  cosO  di\ 

y  =z  r  sinO 

et 

dy  =       X  d(i  -\-  sinO  dr, 

(  486  ) 
et,  d'après  la  relation  (i)  qui  donne  <:/;•, 


(7) 


x'  =i  —  y  -V-  m x) Il 
y'  =  (.r-h  my)n 


¥ ovvcions  y  ^  imx'  et   — x^-\-imy'^    nous   obte- 
nons 

y,  "il 


I  -4-  4  m2 


[( 


(" 

~  dt) 

x' 

4-  amy, 

im^)x  - 

-my] 

-  \inx  H-  (  I  -h  '2m^)y] 


1  -^  ^m 

(/?!,  =z=  n  cotV); 

nous  aurons  une  détermination  facile  de  la  vitesse  V 
de  composâmes  ^'  et  y]',  en  remarquant  que  celles-ci 
peuvent  s'écrire 

(8)  ^'  =,  nii(x  —  ^),         'n'  =  mi(y  —  ri). 

La  direction  de  cette  vitesse  est  GM  et  sa  grandeur 

V  =  mi  GM 

est  proportionnelle  à  la  distance  des  deux  points  M 
et  G  qui  se  correspondent  sur  les  courbes  G  et  F. 

Quant  à  l'accélération  du  point  G,  nous  avons, 
d'après  ces  formules  (8),  les  composantes 

Ges  expressions  montrent  que  pour  la  construire,  il 
suffit  de  composer  la  vitesse  GV<,  équipollenle  à  la 
vitesse  du  point  M,  avec  la  vitesse  GV2  égale  et  con- 
traire à  la  vitesse  du  point  G,  puis  multiplier  par  le 
facteur  m^  le  vecteur  ainsi  obtenu. 

III.  Au  lieu  d'un  arc  de  spirale,  considérons  une 
courbe  quelconque  G  sur  laquelle  nous  prenons  une 
origine  Mq  et  sur  laquelle  un  mobile  M  se  meut  suivant 
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une  loi  délerminée,  de  sorte  que  l'on  coniraît  la  lon- 
gueur de  l'arc  MOM  en  fonction  du  lemps,  ainsi  que 
ses  deux  premières  dérivées  l'  et  l' . 

Construisons  le  centre  de  gravité  G(ç,  '/i,  Ç)  de  cet 
arc  et  cherchons  à  déterminer  sa  vitesse  V  et  son  accé- 
lération A.  Nous  avons 

que  l'on  peut  écrire 


l\=    \     X  —  dt. 


dt 


et  d'après  la  définition  même  de  l'intégrale    définie, 
nous  devrons  avoir 


ou  bien 


dt      ~  \     dt) 


,  l\  dl 

d  -r  =  X  -j- 

dt  dt 


X  étant  l'abscisse  de  M.  On  a  donc 

dt        ^  ^'  dt 

ou  encore 

(9)  IX  =  {^-\)1'' 

On  calculerait  de  même  les  autres  composantes  y) 
et  Ç'  de  la  vitesse  V.  L'égalité  (9)  montre  que  cette 
vitesse  est  dirigée  suivant  GM  et  sa  grandeur  est  préci- 
sément y  X  GM. 

En  dérivant  les  deux  membres  de  cette  égalité,  nous 
obtenons  pour  la  composante  de  l'accélération   V 

(10)  IX' ^{x  —  \)r -^i\x  -'2^'). 

Pour    la    construire,    il    suffit   de    composer    le    vec- 
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leur  y  GM  avec  le  vecteur  -j  GVi,  \ ^  étant  le  vecteur 
résultant  de  la  vitesse  du  point  M  et  de  la  vitesse  égale 
et  contraire  à  2  fois  la  vitesse  équipollente  du  point  G. 
Dans  le  cas  où  G  est  une  spirale  logarithmique, 
l'  ^iz  ml^  Mu  étant  au  pôle  O. 

IV.  Supposons  que  la  ligne  G  soit  formée  de  deux 
segments  rectilignes  MqO  et  CM;  désignons  par  ttiq 
et  m  les  milieux  de  ces  segments.  Le  centre  de  gra- 
vité G  est  situé  sur  le  segment  rriQm  et  sa  position  est 
telle  qu'on  ait 

Gmo  _    Om  ^ 
G  m        O  nio  ' 

il  est  donc  situé  sur  la  droite  symétrique  de  la  bissec- 
trice 0[Ji  par  rapport  à  la  médiane  du  triangle  moOm. 
OMo  étant  pris  pour  axe  des  .x  et  O /n  pour  axe  des  y, 
nous  avons,  pour  déterminer  les  coordonnées  ^  etj^du 
point  G,  les  relations 

-  —         ^  (Omo=a). 


O  mo  ce  Om  —  y 

On  en  déduit 


^  a(a  —  x)  xy 

O  m  =  -^ '  —  — h  y 


et  le  lieu  y  du  point  G,  quand  le  segment  OM  prend 
toutes  les  valeurs  possibles,  est  donné  par  l'équation 

xy  —  {a  —  xy-=  o. 

C'est  une  hyperbole  tangente  en  îHq  au  segment  OMq. 
Si  le  segment  OM  pivote  autour  du  point  O,  dans  un 
plan  donné  II,  cette  hyperbole  décrit  une  surface  dont 
les  directions  asymptoliques  sont  :  1°  toutes  les  droites 
issues  de  O  et  situées  daus  le  plan  H  ;  1^  les  droites  du 
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cône  engendré  par  les  bissectrices  Ofj.de  l'angle  mOiriQ. 
Lorsque  le  segment  OM  est  fixe,   le  rapport — '—  est 

aussi  fixé  et  le  point  G  décrit  un  cercle  dans  un  plan 
parallèle  au  plan  II;  un  tel  plan  est  donc  un  plan  de 
section  circulaire  pour  la  surface  F. 

Si  l'on  prend  pour  axes  fixes  deux  droites  rectangu- 
laires OY  et  OZ  du  plan  II,  nous  avons  j' =  y/Y^-f- Z^ 
et  la  surface  F  a  pour  équation 

J72(Y2+  Z2)  — (a— ip)2=  o. 

RUe  est  du  quatrième  degré  et  la  bissectrice  0[j.  dé- 
crit un  cône  du  deuxième  degré, 

Y24-Z2— a:2=:  o. 


AGRÉGATIOi\  DES  SCIENCES  MATIIÉMATIOUES;  CO.XCOIUS 
DE  1914.  SOLIJTIOX^  DE  LA  QUESTION  DE  1IATHÉ«A 
TIOIES  ÉLÉMENTAIUES; 

Par  m.  J.  LEMAIRE, 

Professeur  au  Lycée  Janson-de-Sailly. 


Soient  A,,  Ao,  A3,  A,  les  quatre  sommets  d'un 
tétraèdre  T.  Représentons  par  aij  la  longueur  de 
Varête  A/Ay  et  par  0/y  le  milieu  de  cette  arête. 
Représentons  aussi  par  (A,  B)  la  sphère  décrite 
sur  un  segment  quelconque  AB  comme  diamètre. 

1.    Calculer  l'un  des  produits  géométriques  (  '  )  de 

(')  On  rappelle  que  le  produit  géométrique  de  deux  vecteurs  AB 
et  CD  est  le  produit  des  longueurs  de  ces  secteurs  et  du  cosinus  de 
leur  angle. 
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deux  arêtes  opposées  cleT  en  fonction  des  /ongueurs 
des  arêtes  de  ce  tétraèdre.  Trouver  la  relation  qui 
existe  entre  les  produits  relatifs  aux  trois  couples 
décrètes  opposées. 

IL  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
longueurs  des  arêtes  de  T  pour  que  les  deux 
droites  OioOs/,  et  0,3 Go/,  soient  rectangulaires. 

III.  Soit  d  la  distance  des  plans  radicaux  de 
chacune  des  sphères  (A,,  Ao),  (A3,  A/,)  et  de  la 
sphère  {0^21  O3/,).  Soient  d'  et  d!'  les  distances  ana- 
logues correspondantes  aux  deux  autres  couples 
d\irêtes  opposées  du  tétraèdre.  On  demande  de 
trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les 
longueurs  de  ces  arêtes  pour  qu^on  ait  d  =^  d' ^=z  d' . 
Trois  sommets  d  un  pareil  tétraèdre  étant  donnés^ 
on  demande  de  trouver  le  lieu  géométrique  du  qua- 
trième sommet.  Discuter. 

IV.  Etant  donné  un  point  quelconque"^.,  on  mène 

les  deux  bissectrices  de  l'angle  A/MAy.  Soit  iûij  le 
milieu  du  segment  découpé  par  ces  bissectrices  sur 
la  droite  A/Ay;  il  y  a  six  points  iùij.  Démontrer  que 
ces  six  points  sont  dans  un  même  plan  II  quon  peut 
associer  au  point  M.  Inversement^  un  plan  II 
quelconque  étant  donnée  on  peut  lui  faire  corres- 
pondre de  cette  façon  deux  points  M  et  M'  qui  sont 
eux-mêmes  associés.  Quelle  position  faut-il  donner 
au  plan  W  pour  que  les  deux  points  M  et  W  corres- 
pondants soient  confondus?  Comment  se  déplace  le 
plan  n  lorsqu'un  point  M  correspondant  décrit  un 
cercle  dont  le  plan  passe  par  le  centre  de  la  sphère 
circonscrite  au  tétraèdre? 
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V.  Un  tétraèdre  T  étant  donné^  construire  un 
point  Mo  confondu  avec  son  associé  et  situé  à  la 
même  distance  des  trois  sommets K^^  Ao,  A3.  Trouver 
la  surface  S  lieu  du  sommet  A/,  lorsque  T  se  dé- 
forme^ A,,   A2,  A3  restant  fixes  et  le  rapport -—-^ 

conservant  une  valeur  constante  k.  Soit  D  une  droite 
quelconque  passant  par  A,.  Construire  les  points 
de  rencontre  de  D  et  de  S.  Trouver  le  lieu  des 
droites  D  tangentes  à  S,  et  le  lieu  du  point  de  con- 
tact. 

I.  Nous  emploierons  la  notatioti  suivante  qui  nous 
paraît  plus  commode  que  celle  de  l'énoncé  :  nous 
appellerons  ABCD  le  tétraèdre  T;  b^  c^  d  les  lon- 
gueurs des  arêtes  AB,  AG,  AD  issues  de  A,  et  j^,  y,  0 
celles  des  arêtes  opposées.  Construisons  le  pnrallélo- 
giamme  BD'CD,  dont  les  diagonales  se  coupent  en  I, 
nous  pouvons  écrire 


AD' 

V^-^ 

= 

im"  -^- 

2ID', 

9.ÂÏ' 

82 

H 

1 

= 

b'^+c^, 

2Ïd' 

02 

H 

2 

= 

^2  +  ^2: 

d' 

où, 

par  addition, 

AD'   -t-c?2-+-82 

:62-4-c2 

H-P2_^ 

T' 

OU 

^2_+.  p2_5,,èpcos(AB,  Cd)-+-^/2.^.  Ô2^  62-t-c'M 
d'où 

6PcOs(aB,    Gd)=    ;î-(â?2  4-û2—  c2-   y'). 
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On  aurait  de  inéme, 

CYCOs(aC,    Db)=    i(^;2_^p2_^2_§2)^ 

d^  cos(aD,  Bg)==:  -  (c5  + y2_^2_.  |32). 
Par  conséquent 

èjScoslAB,  GD)-i-cYcos(AG,  Db) -f- ^5  cos  (  AD,  Bg)  =  o. 

Ainsi  la  somme  des  produits  géométriques  relatifs 
aux  trois  couples  d''arétes  opposées  est  nulle.  On 
conclut  aussi  de  ces  relations  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Pour  que  deux  arêtes  opposées  d^un  tétraèdre 
soient  orthogonales^  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
des  carrés  soit  la  même  pour  les  deux  autres 
couples  d'arêtes  opposées; 

2°  Si  les  arêtes  de  deux  groupes  d'arêtes  oppo- 
sées sont  orthogonales^  il  en  est  de  même  des  arêtes 
du  troisième  groupe; 

3°  Dans  un  tétraèdre  à  arêtes  opposées  orthogo- 
nales^ on  a 

^?2_|_p2=  C^+Y^^  ^2+  §2^ 

et  réciproquement, 

II.  Appelons  O^,  O^.,  Od  les  milieux  des  arêles  AB, 
AC,  AD  et  O^,  O^.,  O^  ceux  des  arêtes  opposées  CD, 
DB,  BC.  Pour  que  0^0'^  et  0^0,.  soient  rectangulaires, 
il  faut  et  il  suffît  c\nQ  le  parallélogramme  0/,OcO'^0^ 
soit   un   losange,   c'est-à-dire  que   0^0^^  0^0^,   ou 

BG        AD  7       >     A-      •  ,        ,     .         .    . 

—  =  — 5  OU  a  =  û.  Ainsi,  pour  que  les  droites  joi- 
gnant les  milieux  des  arêtes  opposées  de  deux  couples 
de  telles  arêtes  soient  rectangulaires,  il  faut  et  il  suffît 
que  les  arêtes   du  troisième  couple  soient   égales. 
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Donc  si  les  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  sont 
égales  deux  à  deux,  V octaèdre  qui  a  pour  sommets 
les  points  Oi,,  ...,  O^  a  ses  diagonales  rectangu- 
laires deux  à  deux  ;  la  réciproque  est  vraie. 

111.  Les  sphères  (A,  B),  (C,  D),  (O^,  O^)  ont  leurs 
centres  O^,,  O^,  o),  en  ligne  droite;  appelons  /  la  dis- 
tance des  plans  radicaux  de  la  troisième  associée  suc- 
cessivement à  chacune  des  deux  autres,  nous  pouvons 
écrire 

.  =  0.0i,-^. 

Mais  le  triangle  OiOcO'^  donne 


)2  +  c/2  do 


(bg,  da) 


4  2 

et,  en  appliquant  une  formule  obtenue  plus  haut, 

■2  ô2+<i2  <i5     è2_|_  S2_c2_y2 


0^0', 


4  9,  2  dxj 

_    c2_^^/2_^.>^2_^$2_^2_  Q2 


d'où 


C2  -H  ^2  ^  .^2  _^  32  _  ^  ^2  _  p  P2 
•1  \/c-  -{-  d--h  72  _f-  §2  _  l,î  _  p 


Posant  k- =  b- -^  c- -h  d- ^  i^y^ -\- y- -h  ô-,  nous  avons 

[A---3(62+^2)]2^ 

Z'-  et  f-  auraient  des  expressions  analogues;  si  nous 
écrivons  que  /'- =:  /'-,  nous  obtenons 

[/,2_3(^2+p2)]2f/,2_.,(c2+.^2)] 

_[/:2_3(c2H_.^2)]2|-/,2_.,(^2^_|32)]   =  0 
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OU 

(62+  (32_c2_Y2)[4X-*_g(è2_+.  [32+c•2+Y^)^^- 
Les  conditions  1''^=^  l"-,  l"'-=i  l-  donneraient  de  même 

(C-^+Y2_^2_Ô2)[4X:^—  9(c2+Y24_o?2-f-a2)A-2 

-M8(c2+y2)(^2_|_Ô2)]    =0, 

(^2+  S2_  ^2_  j32)[-4/:4__  (^(^2^  Ô2_^  ^2  ^_  p2)X-2 

+  ,8(^2_4_32)(^2_^^2)]^0. 

Appelant  A,  A',  B,  B',  F,  F'  les  facteurs  des  premiers 
membres  de  ces  conditions,  qui  se  réduisent  à  deux 
distinctes,  nous  les  écrirons 

([)  AA'-=o, 

(2)  BB'=o, 

(3)  rr'  =  o. 

Les  deux  premières  sont  vérifiées  dans  les  quatre  hypo- 
thèses : 

!A  =  o,  i    A  =  o, 

B  =  o;  /  B  =  o; 

(  A'=3  o,  (   A'=  o, 

(  B  =  o;  (  B  =  o. 

J^es  égalités  (4)  entraînent  F  =  o,  puisque 
B  +  r  -H  A  =  o. 

Les  égalilés  (5)  entraînent  F'=:  o,  car 

B'—  r'=9A(62^_   {32_+_c2+y2_^2_$2). 

Les  égalités  (6)  entraînent  de  même  F'=  o,  à  cause  de 

r-    A'=9B(C2+  y2^^2^_52_^2_^2). 

Enfin,  les  égalités  (7)  entraînent  F  =  o,  à  cause  de 

A'—  B'=  9r(^2-4-  §2-+-  62_|_  [^2_  c2_  ^2) 
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et  de  l'inégalité 

^2  4_  52  _u.  b^  _|_   ^2  _  c2  _  -2  >  o, 

vraie  pour  un  quadrilatère  plan  autre  qu'un  parallélo- 
gramme, et  à  plus  forte  raison  pour  un  quadrilatère 
gauche  de  côtés  <i,  S,  è,  P,  et  de  diagonales  c  et  y. 

Nous  constatons  bien  que  (3)  est  une  conséquence 
de  (i)  et  de  (2). 

Les  relations  (4)  qwl  s'écrivent 

6-2  +  p2  =  c2  -4-  Y"  =  d'^  +  Ô2, 

sont  satisfaites  quand  le  tétraèdre  est  orthocentrique, 
et  seulement  dans  ce  cas. 

Considérons  les  conditions  (5),  qui  ont  pour  consé- 
quence r'=::  o;  la  condition  B^=  o  s'écrit  : 

—  9(c2+Y2  4_^2_^g2)(è2^_p2_^c2+Y2_^^2+82) 

-T- i8(c2^Y^)(^^^-5^)  =  0      , 
ou,  en  tenant  compte  de  A^6--t-[^-  —  c-  —  y-=o, 

—  2(  C2+  Y^)-  —  5(û^2_|_  52)2^  ^(C2-}-  Y2)(^2-i-  Ô2)  =  O 
OU 
(8)      (c2-+-  Y^— ^2— o2)[2(c2^  Y^)  — 5(^2+02)]  =  0. 

Si  le  premier  facteur  B  est  nul,  on  a 
A  =  B  =  r  =  o  ; 

le  tétraèdre  est  orthocentrique. 

Pour  un  tel  tétraèdre,  les  distances  /,  /',  /"  sont 
nulles,  les  sphères  ayant  pour  diamètres  les  arêtes 
opposées  sont  deux  à  deux  orthogonales  et  récipro- 
quement. 

Trois  des  sommets  B,  C,  D  étant  fixes,   le  lieu  du 


(  %<=  ) 

quatrième  est  la  perpendiculaire  menée  au  plan  des 
trois  premiers  par  l'orthocentre  du  triangle  qu'ils 
forment. 

Annulant  le  second  facteur  du  premier  membre 
de  (8),  nous  voyons  que  les  conditions  (5)  sont  encore 
satisfaites  lorsque 

2(C2-|-  Y2)_5(^2_^g2)^   O. 

Les  sommets  B,  C,  D  restant  fixes,  et  par  suite  3, 
Y,  3  étant  constants,  la  première  condition  définit  le 
plan  perpendiculaire  au  plan  BGD  et  passant  par  la 
hauteur  du  triangle  issue  de  D,  la  seconde  définit  une 
sphère  ayant  son  centre  sur  CD  et  dont  on  aurait 
aisément  les  éléments;  le  lieu  correspondant  du  qua- 
trième sommet  est  le  cercle  commun  à  ce  plan  et  à 
cette  sphère. 

La  considéralion  des  conditions  (6)  et  (^)  con- 
duirait à  deux  cercles  analogues. 

IV.  M  étant  un  point  quelconque  de  l'espace, 
soit  lùab  le   milieu  de  la  distance   des  traces  sur  AB 

des  bissectrices  de  AMB  ;  on  établit  très  facilement 
que  iùab^  est  tangent  au  cercle  MAB,  de  sorte  que 


égalité  qui  exprime  que  tùab  a  même  puissance  par 
rapport  à  la  sphère-point  M  et  à  la  sphère,  de  centre  ù, 
circonscrite  au  tétraèdre  T;  par  suite,  les  six  points 
tels  que  iùah  sont  dans  an  même  plan  II  qui  est  le 
plan  radical  de  ces  deux  sphères,  plan  équidistant 
de  M  et  du  plan  polaire  de  M  par  rap[)ort  à  la  sphère  Q  ; 
ils  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet. 
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A  tout  point  M  correspond  ainsi  un  plan  II,  unique 
et  bien  délerminé;  à  deux  points  M  et  M'  inverses 
par  rapport  à  la  sphère,  correspond  le  même  plan  H 
perpendiculaire  à  MM'  en  son  milieu. 

Inversement,  un  plan  II  quelconque  étant  donné, 
on  peut  lui  faire  correspondre  deux  points  M  et  M', 
qui  sont  les  points -limites  du  faisceau  de  sphères 
défini  par  la  sphère  ù  et  le  plan  II. 

Pour  que  les  points  associés  M  et  M'  coïncident,  il 
faut  et  il  suffit  qu'ils  soient  sur  la  sphère^  c^est-à-dire 
que  le  plan  II  soit  tangent  à  cette  sphère  ù. 

Si  M  décrit  une  figure,  courbe  ou  surface,  M'  décrit 
la  figure  inverse  par  rapport  à  la  sphère.  Supposons 
en  particulier  que  M  décrive  un  cercle  S  dans  un  plan 
conlenant  le  centre  Ù  de  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre  T,  M'  décrit  le  cercle  S'  ou  la  droite  inverse 
de  S  par  rapport  à  Q,  la  puissance  d'inversion  étant 
le  carré  R-  du  rayon  de  la  sphère. 

Si  Q  est  extérieur  au  cercle  S,  ce  point  est  le  centre 
d'honjolhétie  directe  des  cercles  S  et  S',  les  droites 
joignant  aux  centres  deux  points  associés  M  et  M' ont 
un  point  commun  P  placé  de  la  même  manière  à  la 
fois,  sur  ces  droites,  par  rapport  aux  rayons  SM 
et  S' M'-,  le  triangle  PMM'  est  isoscèle,  et  la  différence 
des  longueurs  PS  et  PS'  est  égale  à  celle  des  rayons 
des  cercles  S  et  S',  et  réciproquement.  Par  con- 
séquent, le  lieu  de  P  est,  dans  l'hypothèse  actuelle, 
V liyperhole  de  foyers  S  et  S'  qui  passe  aux  points  à 
distance  finie  communs  aux  deux  cercles. 

La  trace  du  plan  II  sur  le  plan  du  cercle  donné, 
étant  perpendiculaire  à  MM'  en  son  milieu,  est  tan- 
gente en  P  à  l'hyperbole;  Venvelojtpe  de  ce  plan  W 
est  donc  le  cylindre  droit  ayant  cette  hyperbole 
pour  directrice. 
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Si  0  est  intérieur  au  cercle  S,  ce  point  est  le 
centre  d'hoiiiothétie  inverse  des  cercles  S  et  S',  le 
point  P  corn  ni  n  M  aux  droites  SM  et  S'M'  appartient 
à  l'un  des  rayons  et  au  prolongement  de  l'antre;  le 
triangle  PMM'  est  isoscèle,  la  somme  deslonguenrs  PS 
et  PS'  est  égale  à  celle  des  rayons  des  cercles  S  et  S', 
et  réciproquement.  Par  conséquent,  le  lieu  de  P  est 
alors  V ellipse  de  fojers  S  et  S'  qui  passe  aux  points  à 
distance  finie  communs  aux  deux  cercles. 

La  trace  du  plan  II  sur  le  plan  du  cercle  donné  est 
tangente  en  P  à  l'ellipse,  et  \ enveloppe  de  ce  plan  H 
est  dans  ce  cas  le  cylindre  droit  ayant  cette  ellipse 
pour  directrice. 

Si  enfin  ù  est  sur  le  cercle  S,  le  lieu  de  M'  est  une 
droite  S'  perpendiculaire  à  QS,  du  même  côté  que  S 
par  rapport  à  Ù,  la  droite  SM  rencontre  en  P  la  per- 
pendiculaire en  M'  à  S',  le  Iriangle  l'MM'  est  isoscèle 
et  a  pour  base  MM'  comme  dans  les  cas  précédents, 
le  lieu  de  P  est  la  parabole  de  foyer  S  dont  la  direc- 
trice est  la  parallèle  S"  à  S'  à  une  distance  de  cette 
droite  égale  au  rayon  du  cercle  S,  Q  et  S"  étant  de 
part  et  d'autre  de  S'. 

La  Irace  de  II  sur  le  plan  du  cercle  donné  est  tan- 
gente en  V  à  la  parabole,  et  renveloppe  de  ce  plan 
est  dans  ce  cas  particulier  le  cylindre  droit  ayant 
cette  parabole  pour  directrice. 

V.  Un  létraèdreT,  ABGD,  étant  donné,  pour  qu'un 
point  Mo  coïncide  avec  son  associé  et  soit  équidistant 
de  trois  sommets  A,  B,  G,  il  faut  et  il  suffit  que  ce 
point  soit  confondu  avec  l'un  ou  l'antre  des  j)oints  où 
l'axe  du  cercle  ABC  coupe  la  splière  circonscrite  à  T, 
points  qui  sont  les  pôles  de  ce  cercle  sur  cette  sphère. 

Le    lieu    géométrique    du    quatrième    sommet    D, 
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•<:[uand  T  se  déforme,   A,   B,   C,  et  par  suiie  le  cercle 

passant  par  ces  points,  restant  fixes,  et  le  rapport    /^ 

conservant  une  valeur  constante  /:,  est  de  révolution 
autour  de  l'axe  z' z  du  cercle,  et  sa  méridienne  peut 
être  définie  comme  il  suit  :  un  cercle  variable  passe 
par  deux  points  fixes  A  et  A'  symétriques  par  rapport 
à  une  droite  z' z^  Mo  est  l'un  des  points  communs  à 
ce  cercle  et  à  cette  droite,  la  méridienne  de  la  surface 
cherchée  S  est  le  lieu  du  point  D  du  cercle  tel  que 

Posons  AA':=2a,  et  supposons  d'abord  /c  >  i , 
Mo  et  D  sont  de  part  et  d'autre  de  AA'  et  le  théorème 
de  Ptolémée  appliqué  au  quadrilatère  AMqA'D  donne 

MoA.DA'h-MoA  .DA  =  MoD.AA' 
ou,    en    remplaçant    Mo  D    par   /r.MoA,    et    observant 

que  MoArrrMoA', 

DA  +  DA'=  ika. 

La  méridienne  de  S  est  donc  une  ellipse  de  fojers  A 
et  A',  et  d'axe  focal  ika\  la  surface  S  est  un  ellip- 
soïde de  révolution  aplati. 

Si  k  <i  I,  Mo  et  D  sont  du  même  côté  par  rapport 
à  AA',  et  le  théorème  de  Ptolémée  donne 

MoA.DA  — MoA'.DA  =  =h  MoD.AA' 
ou 

DA'—  DA  =.  ±ika. 

La  méridienne  est  alors  une  hyperbole  de  foyers  A 
et  A',  d'axe  focal  ika^  et  la  surface  S  est  un  hyper- 
boloïde  de  révolution  à  une  nappe. 

La  recherche  des  points  de  rencontre  de  S  et  d'une 
droite    qiiehonque   est    une    cpiestion    lrait<''C   dans   les 
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cours  de  Géométrie  descripLlve,  que  la  surface  soit  un 
ellipsoïde  ou  un  hyperboloïde  de  révolution. 

11  n'existe  de  droites  D  tangentes  à  S  et  passant 
par  A  que  dans  le  deuxième  cas  :  A  étant  un  foyer 
de  S,  le  lieu  des  tangentes  issues  de  ce  point  est  un 
cône  de  révolution,  et  le  lieu  du  point  de  contact  est 
l'hyperbole  intersection  de  S  et  du  plan  perpendicu- 
laire à  celui  du  cercle  de  gorge  mené  par  la  polaire 
de  A  par  rapport  à  ce  cercle. 

Ces  résultais  peuvent  être  établis  d'une  façon  élémen- 
taire (^o.  i)  :  soient  (H)  l'hyperbole  méridienne  de  S  de 
foyers  A  et  A',  O  son  centre,  EE' le  diamètre  du  cercle 
de  gorge  perpendiculaire  à  AA',  OL  une  asymptote 
de  (H),  EL'  la  parallèle  menée  par  E  à  cette  asymp- 
tote; L,  L'  et  O'  les  points  où  ces  droites  et  l'axe  sont 
coupés  par  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  zz'  :  le 
triangle  rectangle  OM^L'  donne 

ÔH'"  — Ô^'  =  LÏ7'  =  oe'. 

D'autre  part,  si  O' K.  est  le  rayon  du  parallèle  de  S 
appartenant  au  plan  considéré,  une  propriété  connue 
de  l'hyperbole  permet  d'écrire 

A<  A'^  étant  l'axe  tratisverse  de  (H)  ;  comme  OE  =  OA,^ 
on  a  0'L'  =  0'Iv,  d'où  il  résulte  que  S  peut  êlre 
engendiée  par  la  révolution  autour  de  zz'  de  la  paral- 
lèle menée  par  E  à  l'une  ou  l'auUe  des  asymptotes 
de  (H). 

Ceci  posé,  soient  ï(yi^.  2)ie  cercle  de  gorge  de  S,  M  le 
point  de  contact  d'une  tangente  à  S  issue  de  A^  T  et  T' 
les  pomts  où  les  génératrices  de  S  passant  en  M  ren- 
contrent S;  TT',  trace  sur  le  plan  de  ^'  du  plan  tangent 
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«n  M,  passe  en  A;  si  P  est  la  projcclion  de   M  sur  ce 
plan,   PT  et   PT'  sont  tangentes   à    ]S,   de  sorte  que  P 


appartient  à  la  polaire  de  A  par  rap[)ort  au  cercle  de 
:gorge.   Menons  la   parallèle  AX   à   celte   droite,   et  la 


Ki^i. 


îperpendiculaire  MR  à    VX;   PR  est  aussi   perpeiidicu- 

laii-e  à  AX.   Si  a  désigne    l'angh,*  AOL,  nous  pouvons 
•  écrire 

Mil»    ^    \I\I    ^   OL. 

JN    et    (^    élanl    les    poinls    de    conlacl    des    langenles 


(   5o2  ) 

menées  de  A  à  S,  et  I  le  milieu  de  la  corde  NQ;  la> 
figure  donne  alors 

MR'=  MP"+  PR'  =  Ft"  tang2a  -+-  Âï^ 

=  (pr—  in"  )tang2a+  Âl"  =  H'^tangSa^  AR^  tangua. 


L'angle  MAX  est  donc  égal  à  a,  et  le  lieu  de  AM 
est  le  cône  de  révolution  ayant  AX  pour  axe,  et  a  pour 
demi-angle  au  sommet. 

D'ailleurs,  la  relation 

MP^=  PT"  tang2a  =  PN.PQ  tangua 

montre  que  le  lieu  du  point  de  contact  M  est  une 
hyperl)ole,  seniblable  à  (H),  de  sommets  N  et  Q,  et 
située  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  de  S. 

Remarque.  —  Nous  avons  vu  que,  si  les  arêtes 
opposées  d'un  lélr.ièdre  sont  égales,  les  droites  qui 
joignent  les  milieux  de  ces  arêtes  sont  deux  à  deux 
rectangulaires,  et  réciproquement.  Voici  d'autres  pro- 
priétés de  ces  tétraèdres  que  nous  appellerons  les 
tétraèdres  0: 

Dans  un  tétraèdre  B,  les  faces  sont  des  triangles 
égaux,  les  trièdres  sont  égaux,  les  hauteurs  sont  égales, 
les  dièdres  opposés  sont  égaux,  les  médianes  sont 
«gales,  ainsi  que  les  droites  joignant  les  sommets  aux 
orthocentres  des  faces  opposées. 

Chacune  des  trois  droites  joignant  les  milieux  de 
deux  arêtes  opposées  est  un  axe  de  symétrie  pour  0, 
et  la  perpendiculaire  commune  aux  arêtes  correspon- 
dantes. 

Ces  droites  ont  le  même  milieu  O,  qui  est  à  la  fois, 
le  centre  de  gravité  et  le  centre  de  la   sphère  circon- 
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scrite  au  télraèdre,  de  la  sphère  inscrite,  de  l'hyper- 
boloïde  des  ha u leurs. 

La  somme  algébrique  des  coordonnées  de  lout  point 
de  l'espace  rapporté  au  tétraèdre  est  égale  à  la  hau- 
teur h  du  tétraèdre. 

Le  rayon  de  la  sphère  inscrite  est  égal  à  -;  les 
sphères ex-insci  lies  sont  égales,  leur  rayon  vaut  -?  leurs 

centres  sont  l(\s  points  de  la  sphère  circonscrite  diamé- 
tralement opposés  aux  sommets  du  tétraèdre;  chacune 
d'elles  touche  Ja  face  correspoiidante  en  son  ortho- 
centre. 

Il  n'existe  pas,  dans  les  combles  constitués  par  les 
plans  qui  forment  le  tétraèdre,  de  sphères  tangentes  à 
ces  plans. 

SI  le  centre  de  gravité  d'un  tétiaèdre  et  le  centre 
de  la  sphère  ciiconscrite  coïncident,  les  arêtes  oppo- 
sées sont  égales. 

Le  centre  de  gravité  O  d'un  tétiaèdre  6  est  équi- 
distant  des  hauteurs. 

F^e  volume  d'un  tel  tétraèdre  a  pour  carré 

Les  angles  des  faces  sont  lous  ais^us. 

La  somme  des  cosinus  des  dièdres  difl'érenls  est 
égale  à  l'unité. 

Le  [)lan  bissecteur  d'un  dièdre  passe  au  milieu  de 
l'arête  0|)p()sée  à  celle  du  dièdre. 

Les  angles  que  font  deux  arêies  opposées  avec  les 
plans  des  faces  qu'elles  joignent  sont  égaux. 

Si  deux  faces  sont  rabattues  sur  un  même  plan,  de 
part  et  d'autre  de  leur  arêle  comnnine,  elles  forment 
un   parallélogramme;    deux    sommets    quelconques    se 
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projettent  sur  l'arête  qui  joint  les  deux  autres  à  égale 
distance  du  milieu  de  cette  arête;  le  pied  de  la  hauteur 
issue  d'un  sommet  et  l'orthocenlre  de  la  face  opposée 
à  ce  sommet  sont  symétriques  par  rapj)ort  au  centre 
du  cercle  circonscrit  à  cette  face. 

L'hjperboloïde  des  hauteurs  est  coupé  par  les  plans 
des  faces  suivant   des   hyperboles    équilatères   égales. 

Si  sur  les  hauteurs,  à  partir  des  sommels,  et  vers 
les  faces  opposées,  on  porte  des  longueurs  égales  Aa, 
B[i.  Gy,  D3,  le  tétraèdre  apy^  est  un  tétraèdre  0  et  a 
même  centre  de  gravité  O  que  ABCD  ;  cela  s'a|)plique 
en  particulier  au  tétraèdre  ayant  pour  sommets  les 
pieds  des  hauteurs,  ou  les  seconds  points  de  rencontre 
des  hauteurs  avec  la  sphère  circonscrite,  ou  les  pro- 
jections de  O  sur  les  hauteurs,  d'où  il  résulte  que 
l'hyperboloïde  des  hauteurs  n'est  pas  de  révolution. 

Le  tétraèdre  ayant  pour  sommets  les  orthocentres 
des  faces  a  ses  arêtes  opposées  égales,  et  admet  O  pour 
centre  de  gravité. 

Toute  droite  joignant  les  milieux  des  deux  frètes 
opposées  fait  des  angles  égaux  avec  deux  arêles  oppo- 
sées n'ayant  pas  leurs  milieux  sur  elles,  et  aussi  avec 
deux  hauteurs  issues  des  sommets  d'une  des  deux  pre- 
mières arêtes. 

Toute  droite  pareille  est  un  axe  de  l'hyperboloïde 
des  hauteurs. 

Les  ve('teurs  formés  par  les  hauteurs  (AA'),  (BB'), 
(CC),  (DD')  forment  un  système  nul. 

Les  hyperboloïdes  lieux  des  arêtes  des  dièdres 
droits  dont  les  faces  contiennent  deux  arêtes  opposées 
ont  mêmes  axes  que  l'hyperboloïde  des  hauteurs,  et 
passent  par  une  même  biquadratique  gauche. 

Le  paraboloïde  défini  par  le  quadrilatère  gauche 
que  forment  deux  groupes  d'arêtes  opposées  est  équi- 
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latère,  et  a  pour  axe  la  droite  qui  joint  les  milieux  des 
deux  autres  arêtes;  O  est  le  sommet  commun  aux  trois 
pareils  |)araboloïdes. 

Si  l'on  prolonge  chaque  hauteur  d'une  longueur 
égale  à  sa  moitié  au  delà  de  son  pied,  on  obtient  un 
point  de  la  sphère  circonscrite. 

Les  droites  qui  joignent  les  mih'eux  des  hauteurs  et 
les  orthocentres  des  faces  correspondantes  sont  égales, 
et  ont  leur  milieu  en  O,  qui  est  ainsi  le  centre  d'une 
sphère  contenant  les  orthocentres  des  faces,  les  pieds 
des  hauteurs  et  leurs  milieux. 


CbKTIFICATS  DE  i^lATlIBllATIQUKS  dlËKÉRALES. 


Toulouse. 


EpKKUVE  THÉOHiQUK.  —  f.  On  Considère  un  cercle  de 
centre  O  et  de  rayon  fixe  a\  AOB  est  un  diamètre  fixe, 
M  un  point  mobile  sur  le  cercle.  On  projette  M  en  P 
sur  AB,  puis  V  en  Q  sur  OM.  Lieu  du  point  Q  eri  coor^on^ 
nées  polaires  et  rectilignes.  Aire  comprise  dans  r une  des 
boucles  de  la  courbe. 

II.  On  considère  la  cycloïde  ayant  comme  cercle  géné- 
rateur un  cercle  de  rayon  R  et^  plus  particulièrement^  la 
branche  de  la  courbe  limitée  à  deux  points  de  rebrousse- 
ment.  Etendre  à  cette  branche  l'intégrale 


/ 


X  dy  —  y  dx, 


l'axe  Ox  étant, comme  d'ordinaire^  la  droite  qui  joint  les 
points  de  rebroussement  de  la  cycloïde;  l'origine  est  un 
de  ces  points. 

Éi'HEUVK  PUATIQCE.  —  Intégrer 

y" —  6y' -h  l'yy  =  025.r  h-  102  cosa?. 
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Est-il  possible  de  déterminer  une  courbe  intégrale  pas- 
sant par  r origine  et  tangente  en  ce  point  à  O  xi 

(Novembre  1909.) 

EpREUVK  THKORiQiJK.  —  I.  On  considère  un  trapèze  i^^oscèle 
de  grande  base  2  ir,  de  petite  base  2  a,  de  hauteur  h.  La 
grande  base  servira  d'axe  Ox^  la  perpendiculaire  en  son 
milieu  d'axe  O y. 

Le  long  de  Ox,  on  construit  une  infinité  de  trapèzes 
identiques^  les  grandes  bases  se  plaçant  bout  à  bout  et 
toutes  les  petites  bases  venant  se  placer  sur  la  droite  y  =  h. 
On  a  ainsi  un  chapelet  rectiligne  de  trapèzes  qui^  si  roi> 
fait  abstraclion  des  grandes  bases,  est  l'image  d'une  cer- 
taine fonction  continue  et  périodique. 

On  demande  de  représenter  cette  fonction  par  une 
équation  y  =  f{x)^  f{x)  étant  une  série  trigonométrique . 

Comme  il  est  évident  géométriquement  que  l  équa- 
tion y  zz^fix)  doit  se  réduire  à  y  =:  h  si  a  croit  Jusqu*à  tt, 
on  établira  ce  fait  analytiquement  en  faisant  a  =  tz  dans 
le  résultat  général.  Ce  sera  d'ailleurs  une  vérification 
partielle  de  celui-ci. 

II,  Sur  une  courbe.^  on  peut  imaginer  un  point  fixe  A^ 
un  point  mobile  M,  l'arc  AiVI  =5  et  le  rayon  de  cour- 
bure p  en  M.   Trouver  toutes  les  courbes  telles  que 

p2—  52=z  a% 

a  étant  une  consta/lte. 

On  s'attachera  de  préférence  à  déterminer  ces  courbes 
en  donnant  les  coordonnées  ordinaires  x  et  y  d^un  de 
leurs  points  en  fonction  d'un  paramètre  qui  pourra  être 
l'angle  a  de  la  tangente  et  de  l'axe  Ox. 

Éprkuvk  piwriQUK.  —  Un  calculateur  fait  une  table  de 
logarithmes  népériens.  Il  est  déjà  arrivé  à  100  et  sait  par 
suite  que 

log  nép  100  —  4,6o5'2. 

On  demande  de  continuer  le  travail  en  calculant  les 
logarithmes  népériens  de  loi  et  102. 

(Juillet  1910.) 
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Épreuve  théorique.  —  [.  D'un  point  M  d'une  courbe 
plane ^  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  O.r,  O^,  on 
abaisse  sur  Ox  l'ordonnée  M  P.  On  projette  P  en  Q- 
sur  la  tangente,  puis  Q  en  R  sur  Ox. 

Quelles  sont  les  courbes  pour  lesquelles  RP  =  const.  =  —  ♦ 

Déterminer  l'aire  comprise  entre  l'axe  Ox,  l'une  de  ces 
courbes  et  les  deux  parallèles  à  Oy  menées  par  les  points 
de  la  courbe  d'ordonnées  y^  et  y^. 

If,  On  considère  la  courbe 


y  X 

^  =  cos  -r  ( b  el  l  sont  des  constantes) 


et  plus  particulièrement  l'arc  obtenu  en  faisant  varier  x 

de  zéro  a  —  • 
1 

Rectification  de  cet  arc  par  identification  avec  le  qua- 
^     drant   d'une  certaine   ellipse   dont  on  donnera  les  demi- 
axes  a  et  b  en  fonction  de  k  et  l. 

Éi>REuvK  I'rvtioue.  —  Calculer  l'intégrale  indéfinie 


I 


dx. 


(Juillet  1912:) 


Épreuve  théorique.  —  f.  Soient  deux  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oy,  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R  et  une 
tangente  BB'  à  ce  cercle  au  point  B  où  il  coupe  la  partie 


positive  de  Oy.  Une  demi-droite  de  direction  variable  et 
issue  de  O  coupe  le  cercle  en  G  et  BB'  en  D.  Par  C,  on 
mène  une  parallèle  à  Ox  et  par  D  une  parallèle  à  Oy. 
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Ces  deux  dernières  droites  se  coupent  en  un  point  M 
■dont  on  demande  le  lieu. 

On  construira  la  courbe  et  Von  précisera  la  position  des 
points  d' inflexion. 

Soit  A  Vaire  limitée  par  les  axes  Oa?,  O^,  la  courbe.,  et 
V ordonnée  d'abscisse  x.  Montrer  que 


IX 

"R"  ^ 

A 

A 

u. 

Intégrer 

r 

équation 

dy 

4  y  - 

—  o.x 

dx 

y  -\-  X 

Épueuve  i>RATiQUK.  —  Volume  engendré  par  la  cycloïde 
tournant  autour  de  l'axe  qui  porte  les  points  de  rebrous- 
sement  de  la  courbe. 

(Novembre  1912.) 


CKISTiFICATS  M  mm\\\m  Si]iM:iUKllUË. 


Lille. 

Epreuve  écrite.  —  i"  Une  surface  étant  rapportée  à  ses 
lignes  de  courbure  u  =  consL.,  v  =  const.,  établir  les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  courbures  principales  et  les 
coefflcietits  du  ds^. 

2"  Démontrer  que  les  trois  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  quelconque,  de  même  que  les  trois  cosinus 
directeurs  de  la  normale,  satisfont  à  une  même  équation 
de  la  forme 

— —  -hA— 4-B—  =  0, 

du  àv  du  w 

et  que,   réciproquement,  si  une  équation  de  cette  forme 
<idmet  trois  solutions  satisfaisant  à  la  condition 


dO, 

d^x 

H- 

dOi 

d^2 

H- 

dOa 

^63 

du 

dv 

du 

dv 

du 

dv 
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on  a  les  équations  d'une  surface  rapportée  à  ses  lignes^ 
de  courbure  en  égalant  ces  trois  solutions^  soit  aux  coor- 
données d'un  point  quelconque,  soit  aux  cosinus  directeurs 
de  la  normale. 

3"  Conditions  pour  que  la  surface  soit  divisée  en  carrés 
par  ses  lignes  de  courbure. 

4°  Déterminer  toutes  les  surfaces  isothermiques  telles 
que  la  courbure  moyenne  soit  fonction  d'une  seule  des 
deux  variables  a,  v.  (Juillet  1912.) 

Éprkuve  ÉCRITE.  —  On  considère  un  élément  de  la  forme 
du''-  ^  <:/p2 


<i)  ds'- 


(A?^-f-  Bp-f-C)2 


A,  B,  C  étant  trois  fonctions  d'un  paramètre  t  qui  est  lui-^ 
même  relié  aux  coordonnées  u,  v  par  la  relation 

(2)  A'a-+- BV-f- G'  =  (). 

Démontrer  les  propositions  suivantes  : 

1°  Les  courbures  géodésiques  des  lignes  coordonnées 
sont  fonctions  l'une  de  l'autre.,  c'est-à-dire  quelles  satis- 
font à  une  équation  de  la  forme 

VPI        ?2 

1"  Réciproquement  tout  réseau  orthogonal  et  isotherme 
dont  les  courbures  géodésiques  sont  fonctions  l'une  de 
l'autre  permet  de  mettre  le  ds^  sous  la  forme  précédente. 

3°  Les  lignes  t  =  const.  sont  des  cercles  géodésiques.,  dont 
chacun  coupe  les  lignes  coordonnées  sous  un  angle  cons- 
tant. 

4"  Pour  qu'une  surface  admette  deux  familles  de 
lignes  isométriques  dont  les  courbures  géodésiques  soient 
dans  un  rapport  constant^  il  faut  et  il  suffit  quelle  soit 
applicable  à  une  surface  de  révolution  ;  il  y  a  alors  une 
infinité  de  systèmes  de  lignes  répondant  à  la  question; 
toutes  ces  lignes  sont  des  loxodromies  et  l'inclinaison  sur 
les  méridiens  reste  la  même  pour  toutes  les  loxodromies 
d'une  même  famille.  (Noveml)re  1912.) 


(  5.0  ) 

Nancy. 

Épreuve  égiute.  —  On,  considère  la  quartique  qui  est 
représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

(.272—  4^2)2+i6jJ^2(-^2_  ^  a  J  ^   2^2)  =   q. 

1°  Construire  cette  courbe. 

2"  Déterminer  sa  classe,  son  genre^  le  nombre  de  ses 
jjoints  d'inflexion^  le  nombre  de  ses  tangentes  doubles. 

3"  Exprimer  les  coordonnées  x  et  y  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  en  fonction  rationnelle  d'un  para- 
mètre t  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  qua- 
trième degré  en  t\  expliquer  la  manière  dont  le  point 
décrit  la  courbe  quand  t  varie  de  —  oc  à  H-  oc. 

4"  Déterminer  la  relation  qui  existe  entre  les  para- 
mètres ti,  ^2,  tjj  ^4  de  quatre  points  de  la  quartique  pour 
que  ces  quatre  points  soient  en  ligne  droite  avec  Vori- 
gine. 

5°  Former  l'équation  qui  a  pour  racines  les  paramètres 
des  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  l'origine  à 
la  courbe.^  puis.,  cette  équation  étant  supposée  résolue., 
■calculer  les  paramètres  des  deux  autres  points  d'inter- 
section de  chacune  de  ces  tangentes  avec  la  quartique. 

(  Octobre  1910.) 

Éprkuve  écrite. —  I.  Soient  Sie^  S2  deux  surfaces  miniîua., 
chacune  d'elles  étant  rapportée  au  réseau  de  ses  courbes 
minima.  On  désigne  par  M,  et  M<2,  les  points  de  contact  de 
deux  plans  tangents  parallèles  menés  à  ces  surfaces  et 
par  (F)  la  congruence  des  droites  Mj  M2. 

1°  Quels  sont  les  réseaux  conjugués  découpés  sur  Si 
et  S2  par  les  développables  de  la  congruence  (F)? 

2"  Déterminer  l'une  des  nappes  focales  (F)  de  la  con- 
gruence  {T)  et  montrer  qu'en  désignant  par  M    le  point 

MM,     /        MM,\ 
focal   correspondant,    le    rapport  — — -r-   (  ou  j    reste 

constant  quand  M1M2  décrit  une  développable  de  la  con- 
gruence circonscrite  à  la  nappe  (F). 

3°  La  nappe  focale  (F)  étant  rapportée  au  réseau 
conjugué  découpé  par  les  développables  de  lacongraence{V), 


(  5-'   ) 

les  coordonnées  rectangulaires  de  Van  quelconque  de  ses 
points  sont  trois  solutions  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  de  Laplace.  Former  et  intégrer  cette  équation. 
De  quelles  intégrations  dépendra  la  recherche  des  surf  aces 
découpées  par  les  dcveloppables  de  la  congruence  {Y)  sui- 
vant un  réseau  conjugué? 

II.    On  donne  la  surface  définie  par  les  équations 


cos 

u 

-^  V 

i 

ci  ri 

a 

—  (• 

u  -]-  V 

sin  

2 

u  ^  V 

cos 

•2 

z  =  c 

.      u  —  V 
sm 

.      u  —  V 
sm  

;r,  jKi  2  désignant  les  coordonnées  rectilignes  d'un  de  ses 
points^  u  et  v  ses  coordonnées  curvilignes.  Quelle  est  cette 
surface  et  que  sont  les  lignes  coordonnées 

u  =  const.,       V  =  const.? 

On  considère  le  trièdre  trirectangle  habituel  (T)  d'arêtes 
MiT,,  Mj'i.  iM^i,  dont  le  sommet  est  un  point  M  de  la  sur- 
face, Mst  étant  normale  à  la  surface,  Mari  et  Mjki  suivant 
les  bissectrices  de  l'angle  des  lignes  u  =  const.,  v  =  const. 
qui  passent  au  point  M. 

Calculer  les  quatre  translations  ^,  r,,  ^,,  y)i,  et  les  six 
rotations  p,  q,  r.  /?i,  qi,  r^.  Former  la  condition  pour  que 
deux  directions  soient  conjuguées  et  V équation  différen- 
tielle des  lignes  de  courbure.  Calculer  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  et  trouver  le  lieu  des  points  de  la  surface 

où  la  courbure  totale  a  une  valeur  donnée  —  —  ■  Rapporter 

A"" 

enfin  la  surface  à  ses  lignes  de  courbure. 

(Juin  1913.) 

EpRKUVE  ÉCRiTH. —  I.  Problème. —  On  considère  deux  sur- 
faces minima  Sj  et  S2,  chacune  d'elles  étant  rapportée  au 
réseau  des  courbes  minima. 

On  fait  correspondre  à  tout  point  M,  c?e  Si  le  point 
M2  de  S2  qui  a  mêmes  coordonnées  curvilignes,  soient  u,  v. 

On    désigne  par  M   le  point  de   iMiINIj    tel   que  le   rap- 


(     5l2 


M  Ml 


port  ,,    '-  soit  une  fonction  donnée  ^  (u)  de  u  seulement^ 

^  M1M2  ^  TV/  r 

et  par  S  la  surface  engendrée  par  M. 

i"  Démontrer  que  pour  w  =  const.  ou  p:=consl.  la  droite 
M1M2  engendre  une  surface  développahle. 

1°  Ces  deux  familles  de  développables  découpent  sur  la 
surface  8  un  réseau  conjugué,  et  Vune  des  familles  de 
courbes  de  ce  réseau  est  niinima. 

3"  Comment  doit-on  choisir  Si  et  S2  et  la  fonction  4^  (u) 
pour  que  la  surface  S  soit  une  surface  minima  non 
développable. 

On  rappelle  que  Von  peut  représenter  une  surface 
minima  par  les  formules  : 

x='-^^f"{u)-^uf'{u)-f{u), 

y  =  i  [^-^ /"(^O  -  ^' /'(")  +  /(^)] , 
z  =  ufiu)  —  f'iu). 

II.  Question  des  cours.  —  Démontrer  que  toute  surface 
hélicoïdale  est  applicable  sur  une  surface  de  révolution. 
Cas  de  V hèlicoïde  gauche  à  plan  directeur. 

(Octobre  iQiS.) 

Paris. 

ÉpREUVK  lîCRiTE.  —  On  considère  la  surface  dont  l'élément 
linéaire  est  donné  par  la  formule 

ds'^^i-—  -\{du^^  u''  dv""'), 
\  i'        ^  / 

oïL  a  désigne  une  constante  positive. 

1°  On  demande  de  déterminer  evplicitement  les  lignes 
géodésiques  de  la  surface. 

2"  Si  Von  fait  correspondre  au  point  de  coordonnées  u,  v 
de  la  surface  le  point  du  plan  qui  a  pour  coordonnées 
polaires 


I 
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quelles  sont  les  courbes  du  plan  qui  correspondent  aux 
géodésiques  de  la  surface  ? 

3"  On  demande  de  déterminer  la  ou  les  lignes  géodé- 
siques passant  par  les  deux  points  (a,  v)  et  (mq,  t'o)- 

4"  On  demande  l'enveloppe  de  toutes  les  lignes  géodé- 
siques passant  par  un  point  déterminé  A(moj  ^o)  de  la  sur- 
face. 

Épreuve  pratique.  —  Solide  commun  à  une  sphère  et  à  un 
conoïde. 

Sphère.  —  Son  rayon  vaut  5*"";  la  ligne  de  rappel  du 
centre  est  à  lo'^'"  à  gauche  du  petit  axe  de  la  feuille. 

Les  projections  du  centre  sont  symétriques  par  rapport 
au  grand  axe  et  distantes  de  cet  axe  de  y""". 

Conoïde. —  Son  plan  directeur  est  horizontal.  Il  a  pour 
directrices  la  verticale  du  centre  de  la  sphère  et  une  ellipse 
de  bout  qui  se  projette  horizontalement  suivant  un  cercle; 
le  centre  de  l'ellipse  est  le  point  le  plus  à  gauche  de  la 
sphère;  un  sommet  du  grand  axe  est  le  point  le  plus  bas 
de  la  sphère. 

i"  Construire  la  projection  de  l'intersection  des  deux 
surfaces,  et  représenter  la  partie  de  la  sphère  située  du 
côté  de  la  surface  du  conoïde  qui  contient  le  centre  de 
l'ellipse.,  l'autre  partie  étant  supprimée. 

-2"  Déterminer  la  perspective  de  ce  solide  sur  le  plan 
horizontal.,  le  point  de  vue  étant  à  l'infini  dans  une 
direction  de  front  inclinée  à  45"  sur  le  plan  horizontal. 
Transporter  cette  perspective  parallèlement  à  la  ligne  de 
terre  à  lo''"'  vers  la  droite. 

La  ligne  de  terre  coïncide  avec  le  grand  axe  de  la 
feuille. 

Nota.  —  On  divisera  le  demi-grand  cercle  de  front  de 
la  sphère  en  huit  parties  égales  et  l'on  construira  les 
sections  horizontales  du  solide  menées  par  les  points  de 
division.^  tant  sur  les  projections  orthogonales  que  sur  la 
perspective  (sur  cette  dernière  ne  figureront  que  les  par- 
ties vues  de  ces  sections). 

Mettre  en  rouge  les  constructions  qui  donnent  la  tan- 
gente en  un  point  quelconque,  ainsi  que  les  tangentes 
reniarffuables,  sur  chaque  figure. 

expliquer  brièvement  l'épure.  (Mars  \^ii.) 

Ann.  de  Matliémat.,  4«  série,  L.  \IV.  (  Oct.-Nov.  igi/j)        ^^ 
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Epreuve  kcrite. —  On  considère  tous  les  cercles  tangents 
à  deux  droites  parallèles  (D),  (  D')  : 

i"  On  demande  de  trouver  les  trajectoires  orthogonales 
de  ces  cercles  et  de  démontrer  que  toutes  les  trajectoires 
orthogonales  sont  des  courbes  égales. 

2"  On  considère  la  surface  de  révolution  engendrée  par 
la  rotation  d'une  de  ces  trajectoires  autour  de  la  droite 
(D")  lieu  des  points  à  égale  distance  de  (D)  et  de  {D'  ) . 

3°  Déterminer  les  lignes  asyniptotiques  et  les  lignes 
géodésiques  de  cette  surface  de  révolution . 

4"  Construire  toutes  les  géodésiques  passant  par  deux 
points  donnés  de  la  surface  et  déterminer  la  plus  courte 
de  ces  lignes . 

EpRKuvE  PU'XTIQUK.  —  Un  ccrclc  de  front  (  C)  d éloigne- 
ment  7*^'"  et  de  5"^'"  de  rayon  est  tangent  au  plan  horizontal 
sur  le  grand  axe  de  la  feuille  . 

Une  verticale  D,  d'éloignement  [i*''",  se  projette  à  g'''" 
à  gauche  du  grand  ave  de  la  feuille .  Elle  sert  de  direc- 
trice à  un  conoïde  dont  les  génératrices  sont  horizontales 
et  s'appuient  sur  le  cercle  G . 

On  demande  de  représenter  la  portion  de  volume  de  ce 
conoïde  qui  e^t  intérieure  à  la  sphère  dont  le  cercle  G  est 
un  grand  cerc  e  ainsique  l'ombre  portée  par  ce  Solide  sur 
les  p' ans   de  projection.  Les  rayons    lumineux   sontà/\5". 

Figurer  au  tr  lit  roiiqe  les  constructions  qui  donnent  un 
point  que/conque  et  les  points  remarquables  des  lignes 
d'intersection  et  d'ombre.,  ainsi  que  les  tangentes  de  ces 
points. 

Donner  sur  la  feuil'e  définie.,  sous  forme  de  légende,  une 
exp  icatioii  très  sommaire  des  constructio'is  effectuées  . 

•  (Octobre    1912.) 

Epreuve  écrite.  —  1"  Déterminer  toutes  les  suif  aces  dont 
les  deux  familles  de  lignes  asymptotiques  se  projettent 
sur  le  plan  des  xy  suivant  un  réseau  de  courbes  rectan- 
gulaires ; 

•1°  Déterminer  pour  ces  surfaces  les  deux  familles  de 
lignes  asymptotiques  et  montrer  qu'elles  se  projettent 
suivant  un  réseau  isotherme.,  qui  peut  être  choisi  arbitrai- 
rement sur  le  plan  des  xy\ 


{    ^HÔ    ) 

3"  Détermine?'  celles  de  ces  surfaces  pour  lesquelles  les 
4,ign€S  asymptotic/ues  se  projettent  aussi  suivant  un  réseau 
de  courbes  rectangulaires  sur  le  plan  des  xz. 

{On  suppose  bien  entendu  les  axes  rectangulaires.) 

(Octobre   1913.) 

Rennes. 

Composition  écritk.  —  I.  Toute  surface  (S)  dont  les  sec- 
tions planes  par  (les  plans  pivotant  autour  de  Oz  consti- 
tuent un  premier  système  de  lignes  de  courbure  admet 
pour  second  système  de  lignes  de  courbure  les  courbes  de 
contact  des  cônes  circonscrits  dont  le  sommet  est  sur  Oz. 
Réciproque. 

Ces  courbes  de  contact  sont  sphériques.  La  surface  S  est 
coupée  par  chaque  plan  P  passant  par  Oz  suivant  un 
angle  constant  V  {variable  d'un  plan  P  à  un  autre). 

II.   On  sait  que  V équation 

^  {\-\-  pl)dx  -i-  poqn  dy  ^  /?or/o  r/.r -H  (  i  -\-  qp  dy 

ro  dx  -I-  5o  dy  i'o  d.T  -h  t^  dy 

fournit  au  point  M  {xq,  jKq,  ^0)  l^s  deux  directions  princi- 
pales de  la  surface  en  ce  point;  p^^,  q^,  toi  ^0,  ^o»  désignent 
les    valeurs   prises   en   M  par   les    dérivées   premières    et 
secondes  de  z  considéré  comme  fonction  de  x  et  y. 
En  comparant  l'équation  (A)  à  V équation  (B), 

{x^p'^)x-^pqy  ^  pqx^{\^q^)y  ^ 
^     ^  rx  -^  sy  SX  -\-  ty 

on  vérifiera  aisément  que.,  toute  surface  satisfaisant  à 
V équation  aux  dérivées  partielles  (B),  est  une  surface  (S) 
du  premier  paragraphe. 

\\\.  En  se  servant  des  résultats  du  premier  paragraphe, 
on  prouvera  que  l'équation  (B),  admet  comme  intégrale 
première  Véquation  (G), 

(G)  py^^i--^  -.^(-)- 

yj \ -\- p-^ -\' q-- sj {x-^ '\' y^)        '    V-^/ 
où  f  est  une  fonction  arbitraire. 
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Donner,  en  se  servant  de  la  première  partie,  V interpré- 
tation géométrique  de  l'équation  (G). 

Inversement,  montrer  que  de  Véquation  (G)  on  peut 
déduire  Véquation  (B)  par  élimination  de  la  fonction  f. 

IV.  Pour  intégrer  Véquation  (G)  où  f  est  supposée 
donnée^  prendre  les  coordonnées  semi-polaires  p,  6,  z^  poser 

dz  ôz 

et  montrer  quen  posant 

1/  \ 

cos  V, 


m 


on  obtient  l'équation 

(G')     p2(i-4-/?|)  —  </{  lang2V  =  o        (V  fonction  de  G  seul). 
En  posant 

où  la  fonction  V  est  la  dérivée  d'une  fonction  F  (0),  arbi- 
traire au  même  titre  que  f.  les  caractéristiques  sont  don- 
nées par  les  équations 

p2(i  -f-  p\  )  =  À2^  q^  tangV  =  A, 

pip-3  =  (ji,  ^-  =  ch[F(6)+v), 

X,  [J.,  V,  désignant  trois  constantes  arbitraires. 
Éprkuve  i>i\atiouk.  —  Soit  la  surface  : 


X 

UV  1 

a 

UV  +  I 

y 

U  ^-  V 

b 

UV  +1 

z 

U  V 

1°  Lignes  asymptotiques. 

2°  For  mer  Véquation  différentielle  des  lignes  de  courbure. 
Calculer  les  rayons  principaux  de  courbure. 

(Novembre  1912.) 


(  3'7  ) 
Composition  Kcnrn:.  —  Un  point  m  de  coordonnées  cr,y,  z 
décrit  une  courbe  gauche  (v)  dont  on  appelle  s  Varc,  r  le 
rayon  de  courbure,  t  le  rayon  de  torsion  ;  a,  b,  c  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  ;  a'  b'  c'  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  principale  ;  a",  b"  c"  les  cosinus  directeurs  de 
la  binormale.  On  considère  la  courbe  dite  adjointe  (yo) 
décrite  par  le  point  ni^ 


Xq 


=  I  a"  ds,  Xo  —  /  b"  ds,  zq=  i  c 


ds 


et  les  courbes  dites  associées  (F)  définies  par  les  équations 

!X  =  :r  cos6  -H  Xq  sinO, 
Y  =  jcos6-+-j>^,  sine, 
7^  =  z  cos6   -h  ^0  sin  ^, 

où  0  est  une  constante . 

On  désigne  par  les  grandes  lettres^  S,  R,  T,  A,  A',  .  .  .,  C 
les  éléments  de  la  courbe  (T)  analogues  aux  éléments  de 
la  courbe  (y)  représentés  par  la  même  petite  lettre. 

I"  Trouver  le  trièdre  de  Serret-Frenet  relatif  à  la 
courbe  associée.  Dispositions  de  ce  trièdre  par  rapport  au 
trièdre  de  la  courbe  donnée.  Longueur  des  arcs  correspon- 
dants sur  {^)  et  {V). 

9."  Rayon  de  courbure  et  rayon  de  torsion  de  la  courbe  (F). 

3"  Montrer  que  si  (F)  est  une  courbe  associée  à  (y), 
inversement  (y)  est  l'une  des  courbes  associées  à  (F), 

4"  Pour  0  =  G,  0  =  -,  la  courbe  (F)  se  réduit  «  (y)  ^" 
à  (yo). 

Montrer  que  si  (y)  a  son  rayon  de  courbure  constant^ 
(Yo)   «   son    rayon    de    torsion   constant.    Dans  ce   cas    les 

courbes     (F)   sont     dites    c()iiri)es    de    Bertrand     (relation 
linéaire  entre  les  deux  courbures  ..  et  — 

I^^PREUVK  PfiATiQiiR.  —  Soient  c,  c\  c"  les  coordonnées  d'un 
point  \x.  qui  décrit  une  courbe  (y)  sphérique  arbitraire  sur 
la   sphère  de  centre  O   et  de  rayon    \   en   axes  rectangu- 
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laiies.  Les  formules 

X  =  X  j  c"  de'  —  c'  de", 

y  znzz  j  e  de"  —  e"  de, 

.  =  .fc'  </c  -  c  </c', 

définissent  une  courbe  G,  telle  que  la  tangente  MT  en  M, 
à  cette  courbe,  soit  perpendiculaire  au  plan  0  {i.6  déter- 
miné par  le  rayon  O  \x  et  la  tangente  \x^  en  \x.  à  la  courbe 
sphérique. 

Inversement  la  droite  O  [jl  est  perpendiculaire  au  plan 
osculateur  en  M  à  la  courbe  G,  de  sorte  que  y  est  Vindica- 
trice  des  torsions  de  G;  et  la  formule 

dx^  +  dy-"-  +  dz""-  =  t2  (  dc^  -+-  dc^  -\-  de"'-  ) 

montre  que  la  torsion  de  G  est  constante  et  égale  à  x. 
Soient  donc 


v/Ico« 

iixt- 

\/lX  COSAt 

v/>:  + 

/ïï     ' 

v/X  sin 

1  [JL  Z-  + 

\/[i.  siiiX^ 

v/x^ 

^/ïï          ' 

i\/\\x 

X 

cos  — 

/X  -f-  \/\x 

(X,    [JL   constantes,    t   paramètre  variable),    les    équations: 
paramétriques  d'une  courbe  sphérique  y  particulière. 
Déterminer  la  courbe  G  correspondante.  Montrer  que  si 

le  rapport  —  est  commensurable ,  on  peut,  en  effectuant  aie 

préalable  la  substitution  t=kT,  où  k  est  une  certaine 
constante,  supposer  X  et  \x  entiers  et  premiers  entre  eux  et 
déduire  de  là  que  dans  ce  cas  la  courbe  G  est  algébrique 

et  unicursale. 

(Juin    1913.) 
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Toulouse. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Établir  les  relations  qui  lient  les 
deux  formes  quadratiques  fondamentales 

dx-  -h  dy-  -t-  rf^-,     da  dx  -t-  dh  dy  -h  de  dz 

attachées  à  une  surface  quand  on  la  suppose  rapportée  à 
ses  lignes  de  longueur  nulle. 

Appliquer  les  formules  à  la  détermination  des  surfaces 
pour  lesquelles  ces  lignes  forment  un  réseau  conjugué  et 
«  qui  possèdent  un  élément  linéaire  donné  ». 

Indiquer  les  cas  où  cet  élément  linéaire  peut  convenir  à 
des  surfaces  de  révolution  et  déterminer  alors  les  lignes 
géodésiques  de  la  suif  ace. 

II.  Etudier    la   transformation  de    contact.,    dite   trans 
formalion  apsidale,  pour   laquelle   les   coordonnées  carté- 
siennes respectives  x^y,  z  et  X,  Y,  Z  des  />oints  correspon- 
dants, par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  0^, 
sont  liées  par  les  relations 

X2-h  Y^+Z^  —  (^-^-f-  JK--+->52)  =  O, 

X,r  -h  \y  -]-  Zz  —  o. 

Appliquer  cette  transformation  aux  quadriques  admet- 
tant Vorigine  0  pour  centre. 

Éi>UELVE  PRATIQUE.  —  Etablir  les  équations  générales  des 
cercles  qui  coupent  à  angle  droit  le  plan  des  xy  et  la 
surface  (S)  ayant  pour  équation 

z=  fix.y). 

Vérifier  que  ces  cercles  sont  toujours  normaux  à  une 
famille  de  surfaces  S. 

Si  Von  appelle  K  et  \^  les  deux  points  où  l'un  des  cercles 
coupe  le  plan  des  xy,  M  le  point  où  il  rencontre  S,  P  /<? 
point  où  il  rencontre  l'une  des  surfaces  S,  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  A,  IVl,  B.  I*  est  constant. 

Latransformationquichangelescoordonnéesixy^z^p^q) 
de  l'élément  de  contact  en  IM  en  coordonnées  (X,Y,Z,  P,Q) 
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de  l'élément  de  contact  en   P    est   une   transformation  de 

contact. 

(Juillet  1910.) 

Épreuve  ÉrRiTE.  —  On  considère  une  surface  S,  lieu  du 
point  (rc,  y.,  -s),  pour  laquelle 

dx''-  -+-  dy''-  -+-  dz'^  =  du'^  -y-  C^  dv''-. 

i"  Montrer  que  les  tangentes  aux  lignes  v  =  const.  sont 
normales  à  une  famille  de  surfaces.  Déterminer  l'une 
d'elles  S  et  ses  rayons  de  courbure  principaux  R  et  R'. 

1"  A  quelle  condition  R'  est-il  fonction  de  R?  Calculer 
dans  ce  cas  Vêlement  linéaire  de  la  seconde  nappe  Si  de 
la  surface  focale  de  la  congruence  des  normales  à  S. 

3°  Trouver  toutes  les  formes  de  la  relation  entre  R  et  R' 
qui  conduisent  pour  S  ou  pour  Si  à  une  surface  à  cour- 
bure constante  négative. 

4°  Déterminer  les  hélicoïdes  sur  S  ou  sur  Si  et  «  leurs 
lignes  géodésiques  yy. 

(Juillet  1919.) 

Épreuve  écrite.  —  On  considère  les  surfaces  (S)  repré- 
sentées en  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  par  les 
formules 

X  =  K{u  —  a)"'{v  —  ay, 

y  =  B  (u  —  b  )'"  (v  —  b  )'î', 
z  =  C(u—  c)'"(v  —  c'y', 

et  l'on  demande  : 

i"  De  montrer  que  les  lignes  t^  =  const.  sont  conjuguées  ; 

1°  De  former  l'équation  différentielle  de  leurs  lignes 
asymptotiques,  et  d'indiquer  comment  elle  s'intègre.  V a-t-il 
des  cas  où  l'intégrale  est  algébrique  en  u  et  v  ? 

3"  En  laissant  a,  6,  c  arbitraires,  de  déterminer  tous  les 
cas  oîi  les  lignes  u  =  const.  sont  des  lignes  de  courbure 
de  (S).  Quelle  est  alors  la  nature  de  ces  suif  aces  (S)? 

4"  De  trouver  la  seconde  nappe  de  la  surface  focale  de 
la  congruence  de  droites  formée  par  les  tangentes  aux 
lignes  u  =  const.  de  l'une  des  surfaces  (S). 

Eprkuve  pratique.  —   Trouver   la   masse  de  la  partie  de 
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l'espace  comprise  entre  deux  sphères  concentriques  de 
rayons  respectifs  r  et  K  sachant  que  la  densité  en  un 
point  M  est  inversement  proportionnelle  à  sa  distance  MP 
à  un  point  fixe  P. 

Examiner  les  divers  cas  possibles  suivant  la  position  du 
point  P. 

(Novembre  1912.) 


SUJETS  D'EXERCICES  DE  CALCUL  DIFFERENTIEL 
ET  ÏIVTÉGRAL  PROPOSÉS  AIX  CAIVDIDATS  A  L'AGRÉGATIOIV. 


I. 

1°  Déterminer  les  asymptotiques  de  la  surface  (S) 
représentée  par  les  équations  paramétriques 

^  =  a  sin  M  X  cil  (^  -h  6a, 
y  ^=^  b  cosu  X  shç'  +  av^ 

z  =  sin  u  X  si)  V. 

dans  lesquelles  a  et  b  sont  deux  constantes.  Quelles  >sont 
les  génératrices  de  cette  surface?  Pour  des  valeurs  conve- 
nables des  constantes  a  et  6,  peut- elle  être  une  surface 
réglée  ? 

1°  Les  axes  coordonnés  étant  supposés  rectangulaires, 
montrer  qu'il  est  possible  de  ciwisir  les  constantes  a  et  b 
de  manière  que  la  surface  (S)  soit  rapportée  à  un  réseau 
orthogonal  {u,v)\  (S)  est  alors  une  surface  minima 
dépendant  de  l'argument  a  de  fonctions  hyperboliques 
<jui  peuvent  servir  à  exprimer  simplement  les  constantes 
a  et  b.  Quelles  sont  les  lignes  de  courbure  de  cette  surface 
minima  (S)? 

V  Rectifier  une  asymptotique  de  la  surface  minima  (S). 
Montrer  que  toute  asymptotique  est  une  hélice  tracée  sur 
un  cylindre  du  second  degré  dont  on  précisera  la  nature 
■et  les  éléments. 

4°  Sur  la  surface  mini/na(S),  on  envisage  les  lignes  (G) 
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le  long  desquelles  les  i-ayoris  de  courbure  principaux  sont 
constants,  calculer  la  torsion  des  asymptotiques  pour  les 
divers  points  d'une  ligne  {C)  et,  de  ce  calcul,  déduire  une 
nouvelle  définition  géométrique  des  lignes  (G). 

Sur  la  surface  minima  (S),  déterminer  les  trajectoires 
orthogonales  des  lignes  (G). 

5"  La  surface  minima  {S)  est  représentée  conformément 
sur  le  plan  (u.  v);  le  rectangle  curviligne  formé  sur  (S) 
par  quatre  asymptotiques  est  figuré,  sur  la  carte,  par  un 
rectangle  (R),  rectiligne,  fixe  lorsque  a  varie. 

On  se  donne  en  position  le  rectangle  (R)  <ie  la  carte;  à 
toute  valeur  de  a,  on  associe  la  valeur  S^  de  l'aire  de  la 
surface  correspondante  (S)  qui  est  figurée  sur  la  carte 
par  le  rectangle  (R)  :  on  propose  de  déterminer,  en  fonc- 
tion des  quatre  nombres  qui  repèrent  les  côtés  du  rectangle, 
l'argument  a  de  manière  que  l'aire  associée  S^  soit 
minimum;  calculer  le  minimum  correspondant  Sq. 

Ce  minimum  S,,  peut-il,  pour  un  choix  convenable  du 
rectangle  (R),  être  égal  à  l'aire  de  ce  même  rectangle  {K)? 

II. 

a,  b,  c,  A,  B,  C  sont  six  fonctions  d'un  même  paramètre  t, 
dont  les  dérivées  respectives  sont  désignées  par  a',  b',  c' y 
A',  B'  et  G'.  L'équation 

ax  ^  6j  +  c  =  sin(Âa7  4-  Bjk  H-  G) 

représente  une  famille  de  courbes  (S). 

\°  Déterminer  les  points  d'inflexion  de  la  courbe  (So) 
qui  correspond,  à  une  valeur  particulière  t^  duparamètre  t. 
Quels  sont  les  lieux  des  points  d'inflexion  des  courbes  (S) 
lorsque  t  varie? Examiner  le  cas  particulier  pour  lequel 

abc 

T'  ^  w  ^  a' 

'1°  Soit  II  l'un  des  points  d'inflexion  et  soit  (T])  le  lieu 
de  ce  point  li.  Sous  quelle  condition  la  courbe  (Fi)  appar- 
tiendra-t-elle  à  l'enveloppe  des  courbes  (S),  le  point  de 
contact  entre  V enveloppe  et  cette  partie  de  l'enveloppe 
étant  toujours  un  point  d'inflexion  \^   de  V enveloppe  (S)? 
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3"  Les  points  d' inflexion  de  (S  )  étant  supposés  niunéroté& 
dans  leur  ordi^e  de  succession  sur  (S),  montrer  qu'ils  se 
répartissent  en  deux  groupes,  le  groupe  des  points  de 
numéros  pairs  et  le  groupe  des  points  de  numéros  impairs^ 
qui  jouissent  chacun  de  la  propriété  suivante  :  si  les  lieux 
{Vi)  et  (Fy)  de  deux  points  d'inflexion  d'un  même  groupe 
appartiennent  à  l'enveloppe,  il  en  est  de  même  de  tous  les 
points  d'inflexioîi  du  même  groupe.  Donner  des  expres- 
sions générales,  indépendantes  de  tout  signe  de  quadra- 
ture, des  six  fonctions  a,  ...,  G,  lorsque  cette  circonstance 
se  produit  pour  un  groupe. 

4°  Les  conditions  précédentes  sont  supposées  remplies; 
peut-on  choisir  convenablement  les  six  fonctions  pour  que 
le  lieu  de  l'un  (ou  les  lieux  de  plusieurs)  des  points  d'in- 
flexion de  l'autre  groupe  appartienne  {ou  appartien- 
nent) aussi  à  l'enveloppe? 

Plus  particulièrement  encore,  est-il  possible  de  prendre 
pour  les  six  fonctions  a,  b,  c,  A,  ^  et  C  des  expressions 
d'un  paramètre  t  telles  que,  tous  les  lieux  des  points 
d  inflexion  des  deux  groupes  étant  supposés  appartenir  à 
l'enveloppe  des  courbes  correspondantes  (S),  celle-ci  soit 
uniquement  constituée  par  ces  différents  lieux? 

III. 

Les  axes  coordonnés  Oxyz  sont  rectangulaires. 

I.  Étant  donnée  une  surface  (S),  montrer  qu'il  existe 
en  général  un  système  de  courbes  (C),  conjuguées  sur  la 
surface  (S),  et  qui  sont  orthogonales  en  projection  sur  le 
plan  O.Ty.  Il  y  a  cependant  exception  pour  certaines  sur- 
faces particulières  {^a)  que  Von  caractérisera.  —  Déter- 
miner ce  système  de  courbes  conjuguées  lorsque  la  sur- 
face (S)  est  une  quadrique  admettant  le  plan  O xy  pour 
plan  principal  de  symétrie. 

II.  Soient  M  un  point  quelconque  de  la  surface  (S),  m 
sa  projection  sur  Oxy,  d  la  parallèle  menée  par  m  à  la 
normale  en  M  à  la  surface  (S).  A  toute  surface  (S> 
donnée  qui  n'est  pas  une  surface  (Sq),  est  ainsi  associée 
une  certaine  congrue nce  de  droites  [d].  Démontrer  qu'il 
y   a  équivalence  entre  la  détermination  des   courbes  {Cy 
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■sur  (S)  et  la  détermination  des  dêveloppahles  de  la  con- 
gruence  [<a?]. 

III.  Déterminer  les  siwfaces  (S)  associées  ainsi  à  des 
congruences  de  normales,  déterminer  alors  les  surfaces 
qui  sont  orthogonales  aux  droites  d'une  telle  congruence 
de  normales  et,  sur  une  de  ces  dernières  surfaces,  déter- 
miner ses  lignes  de  courbure;  sur  une  surface  (S)  corres- 
pondante, définir  géométriquement  les  courbes  (G). 

Vérifier  que,  dans  ce  cas,  la  surface  (S)  est  intégrale 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
et  qui  dépend  d'une  fonction  arbitraire  ;  sur  l'intégrale 
(S),  les  courbes  caractéristiques  de  cette  équation  sont  des 
courbes  (G).  A  quel  caractère  reconnaitra-t-on,  d'une 
façon  générale,  qu'étant  donnée  une  équation  de  premier 
ordre,  les  caractéristiques  sur  une  intégrale  générale 
sont  toujours  des  courbes  (G)  de  cette  suif  ace? 

IV.  En  revenant  au  cas  général,  former  l'équation  des 
points  focaux  sur  chaque  rayon  de  la  congruence.  Quelle 
est  V équation  générale  des  surfaces  (S)  associées  à  une 
congruence  [d]  pour  chaque  rayon  de  laquelle  un  point 

Jocal  est  à  l'infini  ou  dans  un  plan  parallèle  à  Oxy 
donné? 

Quelles  sont  les  surfaces  (S)  à  des  congruences  [d]  qui 
admettent  le  plan  Oxy  pour  surface  centrale  (lieu  du 
milieu  du  segment  focal)?  Démontrer  que  la  surface 
générale  (Si)  ainsi  obtenue  est  la  surface  la  plus  générale 
dont  les  lignes  asymptotiques  se  projettent  sur  Oxy  sui- 
vant un  réseau  orthogonal;  sur  une  surface  (S,),  déter- 
miner les  asymptotiques  et  les  courbes  (G). 

V.  Etudier  le  cas  où   (Si)  est  une  surface  d'équations  : 

x  =  rc()sO,         ^=/-sinO,  ^  =  A /•/' siii  KG 

{  \  et  K  sont  deux  constantes).  Lorsque  A  varie,  déterminer 
les  courbes  et  les  surfaces  trajectoires  arthogonales  de  {Si); 
parmi  ces  surfaces  trajectoires,  il  existe  une  infinité  de 
quadriques  que  l'on  définira  géométriquement.  Est-il 
possible  ou  non  de  déterminer  un  système  triple-ortho- 
gonal de  surfaces  qui  comprenne  les  surfaces  précé- 
dentes (Si)?  (Poitiers  1912.) 
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i\e(]uom)Gif:. 


Georges  L.ERY. 

Les  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  apprendront 
avec  une  douloureuse  émotion  la  mort  de  Georges 
Lery,  tué  à  l'ennemi  le  lo  septembre,  à  l'âge  de  34  ans. 

Ses  anciens  condisciples  du  Collège  Rollin,  où  je 
l'ai  connu  comme  élève,  ses  camarades  de  l'Ecole  Nor- 
male, ses  élèves  du  Lycée  de  Lille,  du  Lycée  de  Reims, 
du  Lycée  Carnot  ressentiront  vivement  sa  perte.  C'était 
un  esprit  fin,  un  caractère  aimable,  un  cœur  excellent. 
De  tons  les  jeunes  gens  que  j'ai  connus  dans  une  longue 
carrière,  Georges  Lery  est  l'un  de  ceux  que  j'ai  le  plus 
aimés. 

De  1902  à  1900,  il  a  publié  plusieurs  articles  dans 
les  Nouvelles  Annales^  spécialement  une  étude  sur  la 
surface  de  Kummer  et  une  démonstration  intéressante 
du  théorème  de  d'Alembert.  Il  adonné  plusieurs  Com- 
munications à  l'Académie  des  Sciences  :  Sur  Véqua- 
lion  de  Laplace  à  deux  variables;  Sur  la  fonction 
de  Green  pour  un  domaine  plan  dont  le  bord  est 
algébrique.  Ce  dernier  sujet  devait  faire  l'objet  d'une 
Thèse  de  doctoral,  que  les  soucis  de  l'enseignement  ont 
seuls  retardée;  les  résultats  élégants  auxquels  il  était 
parvenu  seront  publiés  ailleurs. 

Après  avoir  consacré  sa  vie  au  culte  de  la  Vérité,  il 
est  mort  pour  la  Patrie  :  ceux  qui  le  pleurent  peuvent 
penser  du  moins  qu'il  a  fait  tout  son  devoir. 

G.    FOJNTEM^. 
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SOLITIOXS  DE  QUESTIONS  PUOPOSÉES. 


1-95. 

(  1898,  p.   196.) 


Parmi  les  triangles  qui  ont  pour  côtés  trois  entiers  con- 
sécutifs, il  n'en  est  quun  seul  dans  lequel  le  rapport  de 
deux  angles  soit  un  entier:  c'est  le  triangle  qui  a  pour 
côtés  ^,  5,  6;  dans  ce  triangle,  un  angle  est  double  de 
l'autre. 

M.  Weill. 
Solution. 
Par  M.  H.  Brocard. 

Soient  les  cotés  n  -\-i,  n,  /i  — i  opposés  aux  angles  A,  B,  G. 
On  aura 

si  II  A         si  11  B  sin  G 


•et 


n 

+  I 

2  cos 

A 

2  COS 

B 

2  COS 

G 

n 

a 

n  — 

4 

n  — 

I 

n-  -+-  2 

n^'  — 

- 1 

n  -1- 

4. 

^t  alors  il  faut  que  l'un  des  rapports  de  deux  sinus  soit  égal 
à  l'un  des  nombres  2cosA,  2  cos  B,  2cosG;  l'angle  corres- 
pondant étant  celui  du  dénominateur. 

l<]n   d'autres    termes,   l  équation    en    n    ainsi    obtenue    doit 
admettre  une  racine  entière. 

G'est   ce  qui  a  lieu   seulement   pour    l'ensemble   des    deux 
égalités 

sin  A         n  -\-\ 


sin  G         n  —  i 

2  cos  G  =  

n  H-  I 


car  l'équation 

se  l'éduit  à  n  =  5. 
On  a  donc  la  relation 
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n  -h  I         n  ^  A 


n  —  I         n  +  I 

A  =  aC. 

2215. 

(19U,  p.  9fi.  ) 

Les  tangentes  communes  intérieures  à  trois  cercles  d'un 

même  plan^  pris  deux  à  deux ^  sont  tangentes  à  une  conique 

homo focale  à  une  conique  inscrite  au  triangle  qui  a  pour 

sommets  les  centres  des  trois  cercles. 

TiiiÉ. 

Solution. 
Par  M"*  Anne  de  Préhyr. 

Soient  Si,  S 2,  S3  les  centres  de  similitude  interne  des  circon- 
férences Oi,  O2,  O3  prises  deux  à  deux. 

Les  droites  Oi  Si,  O2  S2,  O3  S3  étant  concourantes,  il  existe 
une    conique  y  inscrite    à  O1O2O3  et    circonscrite  à  S1S2S3. 

Soit  a  une  des  tangentes  communes  intérieures  à  O2  et  O3; 
a  passe  pai*  Si  et  il  existe  une  conique  y'  liomofocale  à  y  et 
tangente  à  a. 

On  sait  que  les  tangentes  à  y'  par  Si  et  S2  définissent  un 
quadrilatère  circonscriptible  à  un  cercle  de  centre  O3  (Ghasies); 
mais  a  est  une  de  ces  tangentes,  et  ce  cercle  est  le  centre 
donné  en   O3. 

Les  tangentes  déjà  menées  par  S2  permettent  de  remplacer  Si 
par  S2  sans  que  vcliange;  on  pourra  ensuite  remplacer  S2 
par  S3,  et  ainsi  y'  répond  à  la  question. 

Autre  solution  par  M.  R.   IJouvaist. 
2216. 

{191V,   p.  <i(<.) 

On  sait  que  Von  appelle  anneau  le  volume  engendré  par 
le  segment  compris  entre  un  arc  de  courbe  XW  et  sa  corde ^ 
tournant  autour  d'un  axe  X  situé  dans  son  plan  et  ne  le 
rencontrant  pas  ;  la  distance  des  projections  orthogonales 
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des  points  A  et  B  sur  l'axe  X  est  la  hauteur  de  cet  anneau. 
Démontrer  que,  si  rare  A.B  appartient  à  une  conique 
admettant  X  comme  axe  de  symétrie,  le  centre  de  gravité 
de  Vanneau  est  le  milieu  de  sa  hauteur. 

M.  d'Ocagne. 

Solution. 

Par  M''"  Anne  de  Puéhyr. 

Le  calcul  suivant  prouve  que  le  théorèntie  de  M.  d'Ocagne 
reste  vrai  quand  on  remplace  la  droite  AB  par  un  arc  de 
conique  dont  l'axe  X  est  aussi  un  axe  de  symétrie. 

La  question  revient  à  démontrer  qu'avec 

Y2  =  ax^^  hx  -\-  c, 

y"^  =  oLx-  -^  ^x  -\-  c 

et 

Yi=j^i         (pour  ir  =  iCi), 

on  a 

2    f    \T(Y''~y^)  dx  =^xi    f     {Y'-  —  y^-)dx 

ou  encore 

(0  f    \ix~x,){Y-^-y^^)dx  =  o. 


On  a  successivement 

{ix  —  X[){a  —  rj,)xï  dx  ~  ~{a  —  0L)x\ 

\-ix  —  x,){b-^)x   dx=]:{b—^)x\ 


I. 

£ 


Le  premier  membre  de  la  formule  (i)est  donc  égal  à 

l{a  —  'x)x\  -^  ^^{b  —  ^)x\  =  l{\^—y,)x\  =o. 

C.  Q.  F.  T 
Autre  solution  par  M.   K.    Bouvaist. 
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A  NOS  COLLABOUATEIHS. 


En  publiant  ce  dernier  numéro  de  l'année  191 4? 
avec  un  retard  considérable  qui  s'explique  par  les 
circonstances  actuelles,  nous  avons  le  devoir  de 
répondre  à  plusieurs  de  nos  correspondants,  et  de 
fournir  en  même  temps  à  tous  nos  lecteurs  des  expli- 
cations d'une  entière  clarté. 

Quelques-uns  se  sont  demandé  si  le  journal  n'allait 
pas  cesser  de  paraître,  au  moins  pendant  un  certain 
temps.  D'autres  émettent  des  doutes  sur  la  possibilité 
de  maintenir  à  chacun  de  nos  fascicules  son  étendue 
normale  de  48  pages.  Tous  nous  expriment  des  vanix, 
dont  nous  les  remercions,  pour  la  continuation  régu- 
lière d'une  Revue  qui  a  pris  une  place;  importante  dans 
l'enseignement  mathématique  de  noire  pays,  et  qui 
est  connue  et  appréciée  dans  le  monde  entier. 

Qu'on  se  rassure.  Les  difficultés  de  l'heure  présente 
sont  grandes,  mais  non  pas  insurmonlables.  Nous 
avons  pu  terminer  Tannée  191 4  en  publiant  deux 
numéros  doubles  de  96  pages  chacun.  En  191  T),  nous 
reprendrons  notre  tradition  des  numéros  mensuels,  et 
en  essayant  de  regagner  le  temps  perdu.  Une  seule 
question  se  pose  :  la  Rédaction  sera-l-elle  assez  ali- 
mentée pour  (|ue  les  numéros  ne  subissent  pas  uiir. 
réduction  et  (pie  nous  puissions  les  maintenir 
à  48  pages  ? 

La  réponse  dépendra  surtout  de  nos  collaboralcurs. 

Afin,  de  Matkéinat.,  4'  série,  l.  \IV.  (Décembre  uji^-)        ^^4 
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Beaucoup  d'entre  eux,  en  ce  moment,  sont  appelés 
à  concourir  à  l'œuvre  de  la  défense  nationale,  et  il  ne 
leur  reste  guère  de  loisir  pour  se  livrer  à  des  spécu- 
lations purement  scientifiques.  Mais  d'autres,  en  grand 
nombre,  ont  la  possibilité  de  continuera  nous  apporter 
leur  concours,  et  nous  les  adjurons  de  ne  pas  manquer 
de  le  faire. 

Les  Nouvelles  Annales^  fondées  en  1842,  comptent 
une  existence  qui  comprend  près  de  trois  quarts  de 
siècle,  il  }'  a  bientôt  cinquante  ans,  elles  ont  heureu- 
sement traversé  la  terrible  crise  de  1870.  Les  heures 
tragiques  que  nous  vivons  aujourd'hui  ne  doivent  pas 
les  atteindre  davantage.  Dans  leur  modeste  sphère 
d'action,  elles  contribuent  pour  leur  part  au  bon  renom 
de  la  France  en  matière  scientifique. 

En  adressant  cet  appel  à  nos  collaborateurs,  compa- 
triotes et  étrangers  amis  de  notre  pa^s,  qui  ont  depuis 
longtemps  montré  Tintérêt  qu'ils  portent  à  ce  journal, 
nous  avons  l'assurance  qu'il  sera  entendu,  et  nous  leur 
en  exprimons  dès  à  présent  notre  gratitude.  Qu'ils 
n'hésitent  donc  pas  à  nous  envoyer  leurs  travaux,  le 
plus  tôt  qu'il  leur  sera  possible,  de  telle  sorte  que 
nous  arrivions,  dans  un  délai  pas  trop  éloigné,  à 
reprendre,  sans  irrégularités  ni  retards,  le  cours  de 
notre  publication. 

La  Hédacttoiv. 
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[R8aa] 

I^TERPRÉTATIO\  GÉO^IÉTUIOIE  Dll  iMOUYEMEM  D'IJ^  SOLIDE 
AITOUR  D'EX  mm  FIXE  (CAS  GÉNÉRAL); 

Par  m.  OBRECHT, 

Professeur  à  l'Université  de  Santiago  (Cliili). 


Soient  :  O  le  point  fixe;  A,  B,  C  les  moments  prin- 
cipaux d'inertie  en  O;  w  l'axe  de  la  rotation  instanta- 
née; p^  Çj  r  ses  projections  sur  les  axes  principaux 
d'inertie  ;  G  l'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement;  E  l'axe  du  couple  résultant  des  forces 
extérieures,  au  point  O  ;  H  la  force  vive  du  solide  et 
OM  =  p  le  rayon  vecteur  de  relli[)SOïde  d'inertie,  dirigé 
suivant  tu. 

On  sait  (pie  les  projections  de  G  sur  les  axes  prin- 
cipaux d'inertie  sont  A/;,  B^,  G/'  et  que  la  force  vive 

est 

H  =  A/?2-i-n<72_pC/-2. 

On  a  aussi  la  relation 

i  =:  (O  JTÏ. 

9 

On  sait,  en  outre,  que  le  plan  tangent  à  rellipsoVde 
d'inertie,  au  point  M,  est  perp(;ndiculaire  à  G.  Soil  A 
la  distance  de  O  à  (;e  plan  ;  on  a 

o)G         G 


(') 
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On  déduit  de  cette  équation 

ci  H  /Hr/G 


dh  = 


G/ïï 


G2 


Dans  la  figure  ci-dessous,  P  est  le  plan  tangent  à  l'el- 
lipsoïde en  M;  OC,  0(7  sont  les  axes  du  couple  résul- 
tant  des   quantités   de    mouvement    aux   instants    t   et 


t-i^dL'^  OE  est  l'axe  du  couple  résultant  des  forces 
extérieures  ;  AB  est  la  trace  du  plan  GOE  sur  le  plan  P, 
et  MB  est  une  perpendiculaire  à  cette  trace,  dans  le 
plan  P. 

Gomme  la  vitesse  de  G  est  égale  à  E,  G'  est  parallèle 
à  OE  et  l'on  a  CjG'=  ¥.(lt.  Soit  GOG':=  dz\  on  déduit 


de  la  figure 


(2) 


dC,    =  \ldtco?>{E,G], 
Gt^£  =  E^^5in(E,G). 


Pour  calculer  «iH,  il  suffit  d'observer  que  ^  dW  est  égal 
au  travail  des  forces  extérieures  pendant  le  temps  dl'^ 
ce  travail  est  égal  au  produit  de  l'angle  de  rotation, 
w  dt^  par  la  somme  des  momenls  des  forces  par  rapport 
à  l'axe  (o,  et  cette  dernière  somme  est  égale  à  la   pro- 


(  533  ) 
jection  de  OR  sur  Oto.  On  a  donc 

^  dll  =  to^Mi:cos(E,  o)). 
11  résulte  de  i^i,  d'après  (i), 

dh  =^\^  co.s(E,  co)  -  ^  cos(E,  G)l 
=  -^  [p  cos(E,  to)  — /icos(E,  G)]. 

Oi-  on  déduit  de  la  figure 

pcos(E,  w)  =  H  cos(G,  E)  h-  ABsin(G,  E  ). 

Donc 

E  dt 

dh  =  ——  ABsin(G,  E), 

OU  bien,  d'après  la  seconde  équation  (i), 
dh  =  KB.dc. 

Soit  BA.' une  perpendiculaire  à OG'.  La  figure  montre 
que  OA'  représente  la  distance  h  +  dh. 

Or  la  position  du  plan  P,  à  Finslant  t  +  d/^  est  per- 
pendiculaire sur  OG';  donc  cette  position  coupe  la  pre- 
niière  suivant  MB. 

Il  résulte  de  là  que  le  solide  a  un  mouventcnt  élé- 
mentaire de  Poinsot^  par  rapport  au  plan  P  et  que 
ce  plan  roule ^  en  même  temps^  sur  V ellipsoïde 
d'inertie^  en  restant  perpendiculaire  à  G. 

Le  plan  P  reste  invariable  loisque  |{,  =  o  —  c'est  le 
cas  interj)rété  par  Poinsot  —  et  aussi  lorsque  E  a  In 
direction  de  G. 

Cette  lnter|)rétation  [)crtnet  de  simplifier  la  lliéorie 
du  mouvement  d'un  solide  autoui-  d'un  axe  1res  voisin 
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de  l'axe  principal,  ma  xi  mu  ri)  ou  minimum,  et,  en  par- 
ticulier, la  théorie  du  mouvement  de   la  Terre  autour 
de  son  centre  de  gravité. 


[L^Sa] 


SUR  \M  mWMlM  A  \m  OUADRIQIIE; 

Par  m.  J.  LEîMAIRH:. 


Chasles  a  remarqué  que  l'hyperbole  d'Apollonius 
relative  à  une  conique  et  à  un  point  est  le  lieu  des 
points  communs  aux  diamètres  de  celle  conique  et  aux 
perpendiculaires  menées  du  point  considéré  sur  les 
directions  conjuguées;  on  peut  donner  un  mode  de 
généi-ation  analogue  pour  la  cubique  aux  pieds  des 
normales  à  une  qnadrique  S  issues  d'un  point  P. 

Soient  A  un  diamètre  quelconque  de  la  qnadrique  S 
que  nous  supposons  posséder  un  centre  O  à  distance 


finie,  A'  la  perpendiculaire  menée  de  P  sur  le  plan  dia- 
métral conjugué  de  A  :  cherchons  le  lieu  des  points 
communs  à  celles  des  droiles  correspondanles  A  et  A' 
qui  se  rencontrent. 

A  quatie    droites  A  en  même    plan    correspondent 
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quatre  droites  y  en  même  plan,  et  réciproquement,  et 
les  deux  faisceaux  ont  même  rapport  anharmonique. 
Par  conséquent  les  traces  m,  m'  de  à',  sur  un  même 
plan  R,  sont  des  points  homologues  de  deux  figures 
homograpliiques  (m)  et  (m'). 

Pour  que  A  et  A'  se  coupent,  il  faut  et  il  suffit  que  m 
et  m'  soient  en  ligne  droite  avec  la  trace  I  de  OP  sur 
le  pl'ïn  R;  soit  1'  l'homologue,  dans  la  figure  {m')^  du 
point  I  considéré  comme  appartenant  à  la  figure  (m)  : 
Im  et  ['m'  sont  deux  rayons  homoloiiues  de  deux 
faisceaux  homographiques  ;  le  lieu  des  points  m'  pour 
lesquels  mm'  passe  en  l  est  donc  une  conicjue  |)assant 
par  1  et  \'.  i^e  lieu  correspondant  de  A'  est  un  cône  du 
second  degré  passant  par  OP;  le  lieu  de  A  est  aussi  un 
cône  du  second  degré  contenant  OP  :  |)ar  suite,  le  lieu 
du  point  commun  aux  droites  A  et  A'  qui  se  coupent 
est  la  courbe  commune  à  ces  deux  cônes,  c'est-à-dire 
une  cubique  gauche  passant  en  O  et  P.  Cette  cubique 
passe  aussi  évidemment  aux  pieds  des  normales  menées 
de  P  à  S,  et  aux  points  à  l'infini  sur  les  axes  de  la  qua- 
drique  :  c'est  la  cubique  équilatère  aux  pieds  des 
normales. 

Ce  mode  de  génération  montrant  que  cette  cubique 
ne  change  pas  si  l'on  remplace  S  par  une  surface 
homothéti(|ue  et  concentrique,  on  en  conclut  (pie  les 
normales  issues  d'un  point  l*,  à  des  (piadriques 
homothéti(|ues  et  concentricpies,  forment  un  cône  du 
second  degré  contenant  la  droite  qui  joint  P  au  centre 
des  quadri(jues  et  les  parallèles  menées  par  V  à  leurs 
axes,  et  (|ue  l(;s  [)ieds  de  ces  normales  aj)partieiinciit  à 
une  même  cul)i(jue  gauche. 
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[M^b] 

SUIS  Wm  PKOPRIÉTÉ  M  LA  rjIU^KTTE; 

Par  M"*'  Annr  dk  PRÉHYR. 


Ou  considère  un  cylindre  circulaire  y  et  une  sphère  <7 
dont  le  centre  O  est  sur  l'axe  z  âii  cylindre;  une  ligne  / 
tracée  sur  le  cylindre  est  l'arête  de  rel)roussement  d'une 
surface  développable  circonscrite  à  la  sphère  suivant 
la  ligne  /'.  On  se  propose  de  déterminer  les  lignes  / 


et/'. 


Soient  A  un  point  quelconque  de  la  ligne  /;  B  le 
point  correspondant  de  /',  c'est-à-dire  le  point  où  la 
tangente  à  /  en  A  rencontre  l' ,  ou  encore,  le  point  où 
la  tangente  à  /  en  A  est  tangente  à  la  sphère  «r;  a  le 
plan  |)erpendiculaire  à  2  en  O;  G  le  pied  de  la  géné- 
ratrice AG  de  y  sur  le  plan  a;  D  et  E  les  points  où  a 
coupe  la  droite  AB  et  la  tangente  à  /'en  B. 

La  droite  OG  est  perpendiculaire  au  plan  ABC  qui 
est  tangent  à  y  suivant  AG;  la  droite  OB  est  perpen- 
diculaire à  la  droite  AB  qui  est  tangenle  à  <7  en  B;  la 
droite  GB  et  le  plan  OBG  sont  perpendiculaires  à  la 
droite  AB  et  le  triangle  rectangle  GOB  (G  =  90")  est 
invariable.  Donc,  si  le  plan  AGB  loule  sur  le  cylindre  y, 
le  lieu  de  A  dans  ce  plan  est  une  chaînette  et  le  lieu 
de  B  la  tractrice  développante  de  cette  chaînette.  La 
droite  GD  est  Tasymptote  de  la  tractrice,  et  ainsi  la 
chaînette  est  déterminée;  la  distance  de  son  sommet 
à  la  droite  GD  est  la  longueur  du  segment  lecti- 
ligne  GB. 

Le    plan    AGB    coupe    la    sphère    suivant    un    petit 
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cercle  to  de  rajon  GB;  quand  le  plan  roule  sur  y  et 
qu'en  même  temps  on  imagine  que  les  lignes  /  et  /' 
tournent  autour  de  z,  les  positions  successives  du  petit 
cercle  (o  et  de  la  ligne  l'  forment  un  réseau  conjugué 
sur  la  sphère  a-.  La  droite  AB  est  normale  à  la  ligne  /' 
en  A  et  ainsi  la  ligne  /  est  encore  une  développée  de 
la  ligne  /',  comme  la  chaînette  est  une  développée 
de  la  tractrice.  La  tangente  à  /'  en  B,  étant  normale 
à  AB,  est  dans  le  plan  OBG;  le  point  E  est  sur  OC  et 
le  lieu  de  ce  point  est  une  circonférence  de  centre  O  ; 
on  voit  ainsi  que  la  longueur  du  segment  BE  de  la 
tangenle  à  la  ligne  /'  est  constante;  il  en  est  de  môme 
de  la  longueur  de  l'arc  du  grand  cercle  à  /'  entre  le 
point  B  et  le  plan  a. 

Le  plan  OBA  est  le  plan  normal  à  /'  en  B  et  le  plan 
rectifiant  de  /en  A;  la  droite  OA  est  la  droite  polaire 
de  /'  en  B  et  la  droite  reclifianle  de  /  en  A;  le  centre 
de  courbure  de  /'  en  B  est  la  projection  F  de  B 
sur  OA  ;  le  lieu  de  E  est  la  courbe  inverse  de  /  pour 
le  point  O  et  la  puissance  0B-. 


COXCOIIRS  D'AGRKGATION  DE  191  i 


SOLUTION  DE  \À  0LE8TIO\   D'A\ALYSE 

Var  m.  C.  CLAPIPJî 


Etant  donnés  trois  fixes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires Oxyz,  on  considère  l'équation  aux  dij/é 
rentielles  totales 

(i)  rt^J^"^  dx  -\-{z  —  a^y-^)  dy  — y  dz  —  o 

Qii  a  désigne  une  constante  donnée. 
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I.  Déterminer  les  surfaces  intégrales  de  V équa- 
tion (i).  Ces  surfaces  S  sont  réglées;  étudier  leurs 
lignes  de  striction  et  leurs   lignes  asyniptoticjues. 

Ex/>rimer^  pour  chaque  ligne  asymptotique  d^une 
surface  S,  la  torsion  en  fonction  de  V angle  de  la 
binorniale  avec  Vaxe  Oz. 

II.  Les  surfaces  S  satisfont  toutes  à  une  même 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  (E),  indépendante  de  la  valeur  numérique 
de  la  constante  a.  Indiquer  comment  on  peut^  au 
moyen  des  surfaces  S,  engendrer  toutes  les  surfaces 
intégrales  S  de  cette  équation. 

Les  surfaces  S  contiennent  en  général  Vaxe  O5; 
déterminer  les  surfaces  exceptionnelles  qui  ne  le 
contiennent  pas .^  et  indiquer  leur  nature. 

Kl.  Démontrer  que  les  courbes  caractéristiques 
de  r équation  (E)  sont  les  asymptotiques  des  diffé- 
rentes surfaces  S,  et  qu^ elles  forment  Vune  des 
familles  d^ asymptotiques  des  surfaces  S.  Démontrer 
qu'elles  peuvent  être  obtenues  comme  courbes  de 
contact  des  surfaces  S  avec  les  conoïdes  d/oits 
admettant  pour  axes  les  parallèles  à  Oz  rencon- 
trant Ox. 

IV.  Déterminer  la  seconde  famille  de  lignes 
asymptotiques  des  surfaces  S.  Démontrer  que  les 
courbes  de  cette  seconde  famille  peuvent  être  obte- 
nues comme  courbes  de  contact  des  suif  aces  S  avec 
les  conoïdes  droits  admettant  pour  axes  les  paral- 
lèles à  Ox  rencontrant  Oz.  Déterminer  les  surfaces 
réglées  S  distinctes  des  surfaces  S.  Indiquer  leur 
valeur. 

V.  Soit  T  une  surface  jouissant  de  la  propriété 
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que  V une  de  ses  familles  de  lignes  asymptotiques 
est  formée  de  courbes  de  contact  de  T  avec  les  co- 
noïdes  droits  admettaîit,  pour  axes  les  parallèles 
à  Ox  rencontrant  Oz.  Démontrer  que  la  surface  T, 
ou  bien  est  une  surface  réglée  à  plan  directeur 
parallèle  au  plan  y  Oz^  ou  bien  satisfait  à  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  de  la.  forme 

(E)  ?{z-qy,py)^o         (/,  =  ^,r/  =  ^). 

Démontrer  que^  dans  le  second  cas,  les  lignes 
asymptotiques  de  l'autre  famille  sont  des  caracté- 
ristiques de  Véquation  (E),  à  laquelle  satisfait  la 
surface  T,  et  que  ces  lignes  peuvent  être  obtenues 
comme  courbes  de  contât  de  surface  T  avec  les 
conoïdes  droits  admettant  pour  axes  les  parallèles 
à  Oz  rencontrant  Ox. 

Si  deux  surfaces.^  dont  chacune  satisfait  à  une 
équdtion  de  la  forme  (E),  sont  tangentes  en  un 
point^  elles  ont    en  ce  point  même  courbure  totale. 

I.    L'éqiialion  différenlielle 

( 1 )  «■- y~  dx  -^  {z  —  a'^y^ )  dy  —  y  dz  =  o 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

a:^y-{dx  —  ay  dy)  -^  z  dy  —  y  dz  =  o. 

En  divisant  par j-,  elle  se  compose  de  deux  termes 
intégrables;  et  si  nous  désignons  par  A  une  constante 
arbitraire,  nous  avons,  en  eirecluanl  Tinlégralion  et 
niultiplianl  parjK, 

(2)  z  =  \y  -h  o'^xy —  . 

C'est  l'équation  des  surfaces  intégrales  S;  ce  sont  des 
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surfaces  du  troisième  degré,  engendrées  par  les  droites 
dont  les  équations  s'écrivent  avec  le  paramèlre 
variable 

^^  z  =  a^-tx  +  kt 

(  ^ 

Ces  droites  étant  parallèles  au  plan  des  zx^  deux 
droites  voisines  ont  une  perpendiculaire  commune 
normale  à  ce  plan,  et  la  courbe  enveloppe  des  droites 
représentées  par  la  seconde  équation  (3)  est  la  projec- 
tion de  la  ligne  de  striction  sur  le  plan  des  zx.  On  aura 
donc,  pour  tous  les  points  de  cette  ligne, 

==  a^x  +  A. 

2 

Gomme  y=t,  le  cylindre  projetant  la  ligne  de  stric- 
tion de  la  surface  S  aura  pour  équation 

(4)  ^—  — ^2_j_const. 

Cherchons  les  lignes  asjmptotiques  de  cette  même 
surface,  représentée  par  l'équation  (2);  nous  avons, 
avec  les  notations  habituelles^ 

dz 

P  =  Tx=''-^^ 

dz         ,  „  3  «372 

a  z=  —-  =  Pi.  -i-  a~x '^—• 

ôy  1 

Formons  la  condition  dp  dx  -\-  dqdy  =  o;  nous  obte- 
nons, après  suppression  du  facteur  dy  qui  correspond 
aux  droites  génératrices,  l'équation  différentielle 

idx  ~  '^  a  y  dy  =  o 
qui,  intégrée,  nous  donne  les  cylindres  paraboliques 

,  ..  3a     „ 

(5)  37  =  — -  jK-4- const. 
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Les  lignes  as^ymptoliqjies  se  projettent  sur  le  plan 
des  xy,  suivant  des  paraboles  de  même  paramètre  2p, 
se  déduisant  de  Tune  d'elles  par  une  Iranslaliou  con- 
tinue parallèle  à  Ox.  Il  en  est  de  même  des  paraboles 
projections  des  lignes  de  striction  (4),  dont  le  paramètre 
est 

La  torsion  d'une  courbe  étant  donnée  par  la  for- 
mule 

r  —A 


T        A2+B2+G2 


si  nous  l'appliquons  à  une  ligne   asymptotique  définie 
par  les  équations 

ic=— -j'2_|_a         (a  =  const.). 

^  =  (A  +  a2a)cp-i-  —73^ 
nous  obtenons  facilement 

4  2 

Si   Ton    désigne  par    o    l'angle    de    la  binoruiale    avec 
l'axe  (les  5,  nous  avons 

G 

COSCP   =: 


et,  par  suite, 

I  A 

T  C2         ^ 


II.  Les  surfaces  S,  envisagées  ('oninic  (b'^pciidanl  de 
deux  constantes  arbitraires  A  et  a,  satisfont  à  une 
équation  aux  dérivées   parlielles  obtenue  en  éliininanl 
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ces  constantes  entre  l'équation  (2)  et  celles  qui  don- 
nent les  valeurs  de  p  et  q^  déjà  écrites.  L'élimination 
se  fait  simplement  en  formant  z -{- px  —  qy^  et  l'on 
trouve  l'équation 

(6)  {z-qy)-{pyY  =  o, 

C'est  l'équation  (E)  dont  les  surfaces  S  sont  des  inté- 
grales complètes. 

Pour  avoir  les  surfaces  S,  il  suffit  de  prendre  l'enve- 
loppe d'une  famille  de  surfaces  re|)résenLées  par  l'équa- 
tion (2),  avec  A  el  a  comme  constantes  arbitraires. 

Posons  A=:'>p(a);  les  surfaces  II  correspondantes 
seront  données  par  l'élimination  de  a  entre  les  deux 
équations 


(7) 


o  =  cp  (<7.)     +  lax 1 — y^. 


Si  Ton  suppose  o[a)  ■=  ccû -\-  b^  b  el  c  étant  deux 
nouvelles  constantes,  nous  obtenons,  par  l'élimination 
de  a,  les  surfaces 

16  [  X  ^  c 
(8)  ^  =  hy 


^7  \     r 

qui  représentent  une  nouvelle  série  d'intégrales  com- 
plètes. Ces  surfaces  sont  réglées  et  engendrées  par 
deux  plans  variables  dont  l'un  tourne  autour  d'une 
parallèle  à  l'axe  des  z  du  plan  des  xz^  tandis  que  l'autre 
reste  parallèle  à  un  plan  fixe.  Ces  surfaces  particulières 
ne  passent  pas  par  l'axe  des  x\  ce  sont  des  conoïdes. 
Si  l'on  envisage  cp  (a)  et  cp'(<7),  dans  les  équations  (7), 
comme  deux  constantes  arbitraires  A  et  B,  le  complexe 
des  caractéristiques  qui  engendrent   les  surfaces  S  est 
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défini  par  les  équations 

z  =  A  y  -+-  a^  xy 
(9) 


o^BjKH-  lax y^ , 


avec  les  trois  constantes  paramétriques  A,  B  et  a. 
Or  la  seconde  de  ces  équations,  divis('e  par  2rt,  est 
identique  à  l'équation  (5)  qui  détermine  les  lignes 
asymptotii|iies  des  surfaces  S,  définies  par  la  première 
équation  (9). 

I^es  autres  propriétés  des  surfaces  S,  que  l'on  pro- 
pose de  démontrer  dans  les  paragraphes  111  et  IV, 
résultent  des  propriétés  plus  générales  des  surfaces  T, 
considérées  dans  la  cinquième  partie  du  [)roblème. 
Elles  proviennent  de  la  forme  de  leur  équation  aux 
dérivées  partielles  (6)  qui  a  bien  la  forme 

V.  Considérons  les  conoïdes  droits  admettant  poiir 
axes  les  parallèles  à  Ox  rencontrant  Oz  ;  leur  écpiation 
peut  s'écrire 

(10)  ^  =  /l-hjK'f(^). 

Une  surface  T  étant  l'enveloppe  d'une  famille  de  ces 
conoïdes,  on  aura,  pour  tous  les  points  d'une  même 
courbe  de  contact,  les  mêmes  valeurs  de/?  el  q  pour  la 
surface  et  pour  le  conoïde 

(M)  \P---yj^^)  idz=pdx-^<,<ly). 

Si  nous  voilions  de  |)liis  cpu'  ('ctle  famille  de  ( ourhcs 
de  contact   soit,   sur  la  surface    \\   une  famille  (A)  de 


(  544  ) 

courbes  asympLoliques,  nous  devrons  avoir 
dp  dx  '\-  dq  dy  =  o, 

ce  qui  donne  les  deux  relations 

dx  =^  o         et        y  ^"{x)  dx -\- 1^' {x)  dy  =  o. 

La  première  nous  donne  la  courbe 

X  =  k. 

z  —  h  -h y  cp(a7), 

qui  contient  les  deux  arbitraires  h  el  k\   elle  engendre 

une    surface     réglée     à    plan     directeur    parallèle    au 

plan    yOz.    La    seconde   relation     différentielle   peut 

s'écrire 

dy       d.^' 

y        i 

et,  en  intégrant,  on  trouve  que   les  courbes  (A)  situées 
sur  les  conoïdes  (lo)  doivent  satisfaire  à  la  relation 

y'^'^^'{x)  =  L 

En  portant  dans  les  égalités (i  i),  on  voit  que  les  coef- 
ficients directeurs  p  et  q  du  plan  tangent  à  une  sur- 
face T  doivent  satisfaire  aux  conditions 

/  »  k  -3  —  h 

(il)    (A)  ^"'y'         ^^TF~' 

h  et  k  étant  deux  constantes  arbitraires. 

On  aura  une  surface  T  en  établissant  une  relation 
entre  ces  deux  constantes 

h  =  z—qy,         k=py. 

Cette  surface  satisfait  donc  à  une  équation  aux  déri- 
vées partielles  de  la  forme 

(E)  ^{z  —  qy,  py)=^o. 
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Formons  les  équations  différentielles  qui  détermi- 
nent   les    caractéristiques    de    cette    équation  ;    nous 

avons 

dx    _        dy  dp  dq 

yV,  ~  —  JKF-,  ~  — /?F2  ~  — /?F,' 

d'où  l'on  déduit  les  deux  relations 

(i3)  f^  =  ^,         dx  ^   dq  ^ 

y      p'       y      —p' 

Elles  vérifient  la  relation 

dp  dx  -}-  dq  dy  =  o, 

ce  qui  prouve  que  ces  caractéristiques  constituent  une 
des  familles  de  lignes  asjmptotiques  de  la  surface  T. 
Ce  n'est  point  celle  d'où  l'on  est  parti  (A),  car  elle 
satisfait  aux  intégrales 

(l4)      (A,)  p  =  k^y^  g  =~kiX~+-pi 

différentes  des  intégrales  (12). 

Montrons  que  ces  courbes  (A,)  peuvent  être  obte- 
nues comme  courbes  de  contact  de  la  surface  T  avec  les 
conoïdes  droits  admettant  pour  axes  les  parallèles  à  O^ 
rencontrant  Ox. 

Nous  pouvons  écrire  l'équation  de  ces  conoïdes  sous 
la  forme 


j.  f  X  —  Xi,  \  X  —  Xo 

z=f{—--],  u  = 


on  en  déduit 

(i5) 


P  =  -/'("), 

7  =  — ZT— /(")• 


Formant   dp  dx -}- dq  dy  =  o,   on  trouve,   après    sup- 
pression du    facteur  ydz-\-  (xq  —  x)dy^   la   relation 
Ann,  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XIV.  (Décembre  1914)       ^'^ 


différentielle 
et  comme 

il  vient 
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f"{a)dx  =  if'{u)dy, 
d.f'(u)         ,„  .    .1 


d.f{u)_^dy 


f\u)  y 

On  a  donc,  en  intégrant, 

f'(u)  =  const.jK^' 

Les  égalités  (i5)  nous  donnent,  par  suile,  les  expres- 
sions 

q  = —  kyx  -+-  hi, 

en  désignant  par  /r,  et  A,  deux  nouvelles  constantes 
arbitraires.  Ces  expressions  étant  identiques  aux  inté- 
grales (i4)j  la  proposition  est  démontrée. 

Soient  deux  surfaces  T  et  T^,  tangentes  en  un 
point  M  (^,  j',  z,  p,  g),  telles  que  chacune  satisfait  à 
une  équation  delà  forme  (E);  je  dis  qu'elles  ont  même 
courbure  totale  en  ce  point  M. 

11  suffit  de  montrer  que  la  courbure  totale  de  la  sur- 
face T  qui  est  donnée  par  la  formule 

F  rt  —  s^ 


K,R2 


ne  dépend  que  du  point  considéré  et  du  plan  tangent 
en  ce  point. 

Or,    nous    pouvons    écrire  l'équation    aux    dérivées 
partielles  (E)  sous  la  forme 

^  =  gy-^f(p,y)^ 

d'oii  l'on  déduit  les  dérivées  secondes  en  dérivant  suc- 
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cessivement  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y  : 

p  =  sy-^yrf(py), 

o  =  ty-+-{p-i-ys)f{py). 

D'où,  en  éliminant/'  (jojk),  on  obtient 

p  —  s  y  xy 

L -L.  _| ^ —  —  o, 

ty  p-^sy 

"^       ^   ~        yi 
J^a  courbure  totale  est  donc 

_L_^_r p l^ 

elle    est   négative    et   indépendante    des    éléments    du 
deuxième  ordre. 


AGUEGATION  DES  SCIENCES  ÎIIATHEMATIQUES 
(C0\C01JUS  DE  m\). 


Composition  sur  la  Mécanique. 

Un  tabouret  est  porté  par  trois  pieds  iden- 
tiques A  A',  13  B',  CCI,  également  inclinés  sur  la 
verticale  et  terminés  par  des  surfaces  très  petites 
fju^on  assimilera  à  trois  points  A,  13,  C.  F^e  tabouret 
est  homogène  et  symétrique  par  i  apport  aux  trois 
plans  qui  passent  chacun  par  l'axe  O,  O',  du 
tabouret  et  par  Cun  des  trois  points  A,  13,  C.  A 
l'instant  initial^  ce  tabouret  est  en  équilibre^  ses 
trois  pieds  reposant  en  A,  13,  C,  sur  le  sol  horizontal 
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supposé  assez  uni  pour   qu^on  puisse   négliger  le 
frottement. 

Problème.  —   i°  En  un  point  T  du  montant  AA' 
situé  dans  le  plan  vertical  de  symétrie  0,0^A  o/? 


A^ 


exerce  une  force  F,  A  quelles  conditions  devra 
satisfaire  F  pour  que  V équilibre  primitif  subsiste. 
2°  Au  lieu  de  la  force  F,  on  applique  une  per- 
cussion ^^  au  même  point  T.  Déterminer  la  distri- 
bution des  vitesses  dans  le  tabouret  à  V instant  qui 
suit  immédiatement  la  percussion.  On  portera  son 
attention  sur  la  discussion  des  résultats  suivant  la 
direction^  la  grandeur  de  la  percussion  ^S  et  la 
position  de  son  point  d^application  T.  On  pourra 
se  borner  aux  trois  cas  suivants  : 

I.  Le  point   T   est   dans    le  plan    horizontcd  du 
centre  de  gravité  G  du  tabouret; 

II.  La  percussion  'J?  est  parallèle  à  BC  ; 

III.  La  percussion  ^J?  est  dans  le  plan  de  symétrie 
vertical  0|  O'j  A. 
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3"  On  appliquera    les    résultats  précédents   aux 
cas  où  la  ligne  d^ action  de  ^i:^  : 

I.  Passe  par  le  point  O,,  la  percussion  étant 
ascendante  ; 

II.  Passe  par  le  symétricjue  de  O,,  par  rapport 
à  A,  la  percussion  étant  descendante^  le  point  T 
étant  à  distance  égale  du  sol  et  du  plan  horizontal 
du  centre  de  gravité  G  et  sa  projection  T,  sur  VO, 
divisant  AO,  dans  le  rapport 

T,A   _  v_ 
0,T,  -  3^' 

III.  Est  parallèle  à  AO,  et  de  même  sens^  le 
point  ï  étant  au-dessous  du  plan  horizontal  du 
centre  de  gravité  G. 

4"  Dans  ce  dernier  cas  (3",  III)  on  étudiera  le 
mouvement  du  tabouret  après  la  percussion,  on 
calculera  la  réaction  et  Von  discutera  les  résultats 
obtenus  suivant  les  valeurs  de  la  percussion. 

Notations.  —  Le  triangle  ABC  est  équilatéral. 

On  appellera  H  le  milieu  de  HC,  O,  le  centre  du 
triangle^  G  le  centre  de  gravité  du  tabouret  situé 
sur  Vaxe  0,0',. 

On  posera 

BC  =  2rt,         0,A  =  9.6(a  =  6/3),         A  =  0,G, 


p  =  AG(p=  v^/i2+i62),         ^F  =  0,AG(/t=  .t^ian-ir). 

On  appellera  M  la  masse  du  tabouret,  1,  J,  K  ses 
moments  d'' inertie  par  rapport  à  trois  axes  passant 
par  G  et  par  r  allé  les  respectivement  à  O,  \,  HC 
etO,0\. 

On  prendra  pour  axes  fixes  trois  axes  rectangu- 
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laires  coïncidant  à  Vinstant  initial  avec  0<A,  la 
parallèle  à  GB  menée  par  O,  et  OiO'^,  les  sens 
positifs  comme  les  indiquent  les  flèches  sur  la  figure. 

On  définira  la  distribution  des  vitesses  dans  le 
tabouret  par  les  projections  i,  r.,  Ç;  /;,  q^  r,  de  la 
vitesse  de  G  et  de  la  vitesse  angulaire  instantanée 
de  rotation  sur  des  axes  mobiles  liés  au  corps  et 
coïncidant  avec  O,^,,  0^y^^  O^z^  à  Vinstant  ini- 
tial. 

On  appellera  (a^  o,  y)  les  coordonnées  initiales 
du  point  T. 


CERTIFICATS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL. 


Alger. 


Épreuve  théorique.  —  Intégration  des  équations  linéaires 
d'ordre  supérieur  au  premier  à  coefficients  variables. 

Problème.  —  La  normale  M  P  en  un  point  M  d'une  sur- 
face rencontre  le  plan  ocOy  en  P. 

1°  Déterminer  les  surfaces  telles  que  MP  =  OP. 

2"  Lignes  de  courbure  de  ces  suifaces. 

3°  Montrer  que  si  Von  choisit  une  surface  particulière^ 
le  point  P  décrit  une  courbe  du  plan  des  xy. 

Déterminer  la  surface  de  façon  que  cette  course  ait  pour 

équation 

X  =  Ly. 

Épreuve  pratique-  —  Intégrer  l'équation  différentielle 
y(^^--\-y^}  —  ix^y'  =  o. 

Former  et  intégrer  V équation  différentielle  des  trajec- 
toires orthogonales.  (Novembre  191 3.) 
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Besançon. 

Épreuve  THÉORIQUE.  —  f.  i''  M  étant  un  point  d'une  sur- 
face, établir  l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  exprime 
que  le  plan  M OZ  fait  avec  le  plan  xOz  et  avec  le  plan 
tangent  en  M  des  angles  complémentaires  : 

2°  Démontrer  que  les  caractéristiques  de  cette  équation 
sont  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  intégrales. 
Donner  une  détermination  géométrique  des  deux  sys- 
tèmes de  lignes  de  courbure. 

3°  Vérifier  quon  peut  prendre  comme  intégrale  com- 
plète une  surface  du  second  degré  ayant  pour   équation 

1XZ  =  AiT^-i-  A'y2_,_  2CX. 

Préciser  la  nature  de  cette  surface. 

4°  En  déduire  l'intégrale  générale  qui  passe  par  la 
droite 

.X  =  la,         z  =  o. 

Achever  pour  cette  surface  la  détermination  des  lignes 
de  courbure. 

fJ.  Intégrer  l'équation 

>.y      '^'  y'  —  ' 

y  =  xy  -  -h  -^, — , 

et  rechercher  s'il  existe  des  solutions  singulières. 
Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale 
x^  —  x^  —  \x  -{-  \ 


Jf       ; —^ — — ^  e-^  dx. 
0 


(^+1)2 


Sous  quelles  conditions  l'intégrale 
ax  H-  b 


/ 


e-^  dx 


{x-\-\Y 
est-elle  calculable  en  termes  finis?  (Juillet  i()i3.) 
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Bordeaux. 

ÉpREUVt:  THÉORIQUE.  —  Définir  les  caractéristiques  pour 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
linéaire  de  la  forme 

Ap-i-Bq  =  C, 

où  A,  B,  G  sont  des  fonctions  donjiées  de  .r,  y^  z. 
Exposer  la  théorie  de  l'intégration  de  cette  équation. 
Comme  exemple,  intégrer  V équation 

Chercher  les  surfaces  intégrales  de  cette  équation  sur 
lesquelles  les  caractéristiques  sont  des  lignes  asympAo- 
tiques 

Plus  généralement  on  considère  V équation 

xp-\-'iyq  =f(x,y), 

où  f(o^i  y)  est  une  fonction  donnée  de  x  et  y.  A  quelle 
condition  doit  satisfaire  f  pour  que  cette  dernière  équa- 
tion admette  une  famille  de  surfaces  intégrales,  dépen- 
dant d' un  paramètre  variable  et  telles  que  les  caractéris- 
tiques soient  des  lignes  asymptotiques  pour  ces  suif  aces. 
Montrer  que,  si  la  condition  est  remplie,  la  famille  de 
surfaces  s'obtiendra  par  des  quadratures. 

Épreuve  pratique.  —  On  donne  trois  axes  Ox,  Oy,  Oz  et 
l'on  désigne  par  a  une  longueur  donnée.  On  considère  la 
surface  conique    ayant  pour  sommet  le  point  S  de  coor 
données  (O,  O,  a)  et  pour  directrice  la  parabole 

y-  —  lax  =  o. 

M  désignant  un  point  de  la  parabole,  calculer  l'aire  A  de 
la  surface  conique  comprise  entre  l'arc  0  M  de  la  para- 
bole et  les  génératrices  SO  et  S  M.  En  désignant  par  0 
l'angle  que  fait  O  M  avec  Oy.  calculer,  à  l'aide  des  tables., 
la  plus  petite  valeur  de  ^  pour  laquelle  l'aire  A  est  égale 
à  la  moitié  du  carré  construit  sur  l'ordonnée  y  du  point  M. 

(Juin  Ï9r2.) 
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Épreuve  théorique.  —  I.  Définir  le  rayon  de  conver- 
gence d'une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières 
croissantes  et  positives  de  la  variable;  énoncer  et  démontrer 
le  théorème  fondamental  sur  lequel  repose  cette  défini- 
tion. 

On  pose 

I  I  I 

«1  =  1,        «2  =  1+7?  •••)         a,i=i-f-^ — h . . .  H — ; 

déterminer  le  rayon  de  convergence  de  la  série 

«1  s  -h  «2^^  H-  ••  --H  «««"  +  •••  • 

II.  Déterminer  la  fonction  \}  du  paramètre  u  de  façon 
que  la  famille  de  courbes  gauches 

aiL^ 
I  —  '}.au  •!  a 


^=-fT— T-'      y=' 


U+a  U-f-a  U-i-a 

a  étant  une  constante  arbitraire,   ait^  d'une  façon  effec- 
tive, une  courbe  enveloppe.  (Novembre  19 12.) 

Épreuve  théorique.  —  I.  En  supposant  que  la  variable  z 
a  sa  partie  réelle  positive,  montrer  que  la  fraction 
rationnelle 


a  un  argument  compris  entre  —  -  et  -h  -  •  Calculer  la 
valeur  de  l'intégrale 

/:-[z-\-ï) 

prise  le  long  du  contour  fermé  limité  par  le  demi- 
cercle  R  ayant  l'origine  pour  centre  et  situé  du  coté  des  x 
positifs.  Quelle  sera  la  valeur  de  l'intégrale  précédente 
prise  le  long  de  l'axe  des  y  de  —  00  à  —oc?  En  séparant, 
dans  cette  dernière  intégrale,  la  partie  réelle  et  la  partie 
imaginaire.,  quelles  sont  les  deux  intégrales  réelles  dont 
on  obtient  les  valeurs? 
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II.  On  considère  la  congrue nce  de  cercles 

x^-^  y^-\-  z'^—ax  —  {b  —  a'*-)a'^y  —  b  =  o, 

X  -\-  l{b  «2  )  (ly  _^  2  rt  =  o. 

Déterminer  b  en  fonction  de  a  de  façon  que  la  surface 
engendrée  par  les  cercles  C  de  la  famille  ainsi  constituée 
admette  ces  cercles  C  comme  lignes  de  courbure. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  la  surface  conoïde  S 
engendrée  par  une  droite  qui  reste  parallèle  au  plan 
des  xy  et  s'appuie  sur  Vaxe  des  z  et  sur  la  courbe  x  =  a, 
z^  (y^ -h  a'^)=  a''  (coordonnées  rectangulaires).  Calculer 
l'aire  de  la  portion  de  S  qui  se  troui^e  du  côté  des  z  posi- 
tifs et  des  X  positifs  et  qui  est  intérieure  au  cylindre 
.^2  ^ yi  —  ay  =z  o  {a  désigne  une  longueur  donnée). 

(Juin  191 3.) 

Epreuve  théorique.  —  I.  Démontrer  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  de  convergence  d'un  produit 
infini  est  que  la  série  formée  par  les  logarithmes  des 
facteurs  du  produit  infini  soit  convergente  pour  des  déter- 
minations convenablement  choisies  de  ces  logarithmes. 


II.  On  pose 


n=\ 


OÙ  a  est  une  constante  donnée  de  module  supérieur  à  i 
Indiquer  si  ce  produit  est  convergent  pour  toute  valeur  de  z. 
Montrer  que  le  quotient 

se  réduit  à  une  expression  très  simple.  Utiliser  ce  résul- 
tat pour  calculer  les  coefficients  du  développement  de  f{  z  ). 
Existe-t-il  des  fonctions  entières  de  z,  autres  que  f(z), 
telles  que  l'on  ait  identiquement 
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III.  Ramener  géométrùjuement  à  un  problème  comme  la 
recherche  des  courbes  Ç  (autres  que  des  lignes  droites)  dont 
toutes  les  tangentes  sont  normales  à  une  surface  donnée  S. 
Cas  oà  la  surface  S  est  enveloppe  d'une  fam.ille  de  sphères 
à  un  paramètre.  Cas  où  S  admet  une  double  génération 
comme  enveloppe  d'une  famille  de  sphères  à  un  para- 
mètre. Cas  oà  S  est  une  surface  développable . 

Sur  une  surface  développable  S  on  trace  une  ligne  de 
courbure  T  et  l'on  considère  la  surface  S  enveloppe  d'une 
sphère  de  rayon  constant  dont  le  centrée  décrit  F.  Définir 
les  courbes  G  relatives  à  la  surface  S  au  m,oyen  de  la 
courbe  T  et  montrer  qu'on  les  obtient  sans  aucune  inté- 
gration à  effectuer. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale 

dx 


1 


(i3  +  5  cosar)3 

(Novembre  igiS.) 

Dijon. 

Epreuve  écrite.  — Déterminer  les  lignes  géodésiques  de 
l'hélicoïde  à  plan  directeur. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère,  en  axes  rectangu- 
laires, l'hélicoïde 

y 

z  arc  tang  —  • 

X 

Évaluer.,  à  tq^ près,  l'aire  de  la  portion  de  cette  sur- 
face comprise  entre  les  plans  z  =o,  z  =  'îtz,  et  à  l'intérieur 
du  cylindre  de  révolution  d'axe  Oz  et  de  rayon  égal  à 

gi I 

,  e  =  2 , 7 1 828 1 8 . 

2e 

(Juillet  191 1.  ) 

Première  question.  —  Déterminer  X  de  manière  que 
l'équation  différentielle 
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^oit  vérifiée  par  la  fonction 

y  =  /^. 

Cela  étant,  achever  l'intégration  de  cette  équation. 

Deuxième  question.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogo- 
nales de  la  famille  de  courbes  planes 

(les  coordonnées  sont  rectangulaires.) 

(Novembre  1911 .  ) 

Épreuve  écrite.   —   Première  question.  —   On  considère, 
en  coordonnées  rectangulaires,  le  cylindre 

y  =  ax'^ , 

a  et  n  étant  constants;  trouver  sur  ce  cylindre  une  courbe 
G  telle  que,  M  étant  un  point  quelconque  de  G,  P  la  pro- 
jection orthogonale  de  IM  sur  l'axe  O5,  .Q  la  projection 
orthogonale  de  M  sur  le  plan  ccOy,  H  le  symétrique  de  P 
par  rapport  à  Q,  le  planosculateur  en  M  à  C  passe  par  H. 
Discuter  le  résultat  au  point  de  vue  de  la  réalité  des 
courbes.  Dire  si  la  courbe  G  peut  être  une  cubique  gauche. 

Deuxième  question.  —  Évaluer  l'intégrale 

cos3:r  dx 


f 


(a? -^-1-1)2  (.272  4-  -2) 


en  appliquant  le  théorème  des  résidus  à  l'intégrale  com- 
plexe 

e3'2  dz 


f. 


prise  sur  un  contour  convenable 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  l'intégrale  double 

l=J  f\x"^yp\dxdy 
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étendue  à  V ellipse 

m  et  p  étant  entiers  positifs. 

i"  Démontrer  que  le  calcul  de  l  peut  toujours  être  effec- 
tué (en  utilisant  les  didérentielles  binômes  et  les  fractions 
rationnelles). 

i""  Eff'ectuer  le  calcul  de  I  dans  le  cas  de 

m  =  p  =z  2. 

(Juin  1912.) 

Épreuve  ÉCRrnî.  —  I.  Soit^  dans  un  plan,  une  droite  Ox. 
Trouver  une  courbe  telle  que,  IM  étant  unpoint  quelconque 
de  cette  courbe,  P  la  projection  de  M  sur  Ox^  Q  V inter- 
section de  la  tangente  en  M  avec  Ox,  on  ait  constamment 

II.  Soit  une  droite  Ox.  Trouver  une  courbe  telle  que,  iM 
étant  unpoint  quelconque  de  cette  courbe,  P  la  projection 
de  M  sur  Ox^  N  l'intersection  de  la  normale  en  M  avec  Ox, 
C.  le  centre  de  courbure  en  M  ;  G  la  projection  de  i\ 
sur  (  )t,  on  ait 

GN  =  P^. 

Épreuve  pratique.  —  Évaluer  à  -,\  près  l'intégrale  double 

V  dy 

sly 


r  r  dxdy 

J   J     xx/' 


étendue  à  la  portion  d'ellipse 

comprise  entre  les  droites  a?  =  \,  x  =  1. 

(Novembre  1912.  ) 

Épreuve  kciuti:.  —  1"  Trouver  {eu  axes  rectangulaires)  la 
surface  S  la  plus  générale  telle  que,  INI  étant  un  point 
quelconque  de  S,  P  et  Q  les  projections  de  INI  sur  Ox  et  Oy, 
A  et  I>  les  points  d'intersection  du  plan  tangent  en  M  à  S 
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avec  Ox  et  Oy,  a  et  ^  deux  nombres  donnés,   on  ait  cons- 
tamment 

ÔP  ,,  ÔQ 

OA  OB 

Examiner  le  cas  de  ce  =  i  ou  de  ^  =^  i . 

i'*  Dans  quel  cas  les  courbes  caractéristiques  de  V équa- 
tion aux  dérivées  partielles  qui  définit  S  sont-elles  des 
lignes  asymptotiques  pour  S'?  Dans  ce  cas,  trouver  tous  les 
asymptotiques  de  S. 

3"  Montrer  comment  on  peut  déterminer  une  surface  S 
passant  par  une  courbe  donnée  d'équations 

jK  =  X(X>o),         z  =  ^{x). 

Comme  application  soit  a  =  2,  ^  =  3  ;  trouver  la  surface  S 
passant  par 

j^  =  I,         z  =  x^ 
ou  par 

y  z=  i^         ^  =  sin:r. 

Épreuve   pratique.    —    On   considère   le  parabolo/de   de 

révolution 

y~-+-  z^  —  2px  =  o 

et  un  point  A   situé  sur    la  portion  négative  de  l'axe  de 
révolution  Ox.  Evaluer  l'intégrale  triple 


Ifli 


où  l  représente  la  distance  du  point  A  à  l'élément  de 
volume  dv,  l'intégrale  étant  étendue  au  volume  compris 
entre  le  paraboloïde  et  un  plan  parallèle  au  plan  des  yz. 
Voir  s'il  y  a  une  limite  pour  l'intégrale  quand  ce  plan 
s'éloigne  indéfiniment.  (Juin  kjiS). 

Epreuve  écrite.  —  1°  Intégrer  l'équation 

'y  +  i 


y  -^  X  = 


Dire  s'il  y  a  une  solution  singulière. 
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11'  Exposer  la  notion  d'intégrale  curviligne . 

Épreuve  pratique.  —  Trouver  trois  fonctions  ni^  z,  u  de  x 
se  réduisant  à  i  pour  x  =o  et  vérifiant  les  relations 

y'  -h  y  -+-  2.U  =  o, 

f     y 

Z  —  '■ h  z  =  o, 

y 

u  -^ V-  z  -\-  1U  =  o. 

1 

(Novembre  191 3.) 
Lille. 

Épreuve  théorique.  —  Question  de  Cours.  —  Donner  la 
définition  d'une  fonction  intégrale  dans  un  intervalle,  et 
de  l'intégrale  définie  de  cette  fonction^  d'après  Rieniann. 

Appliquer  la  définition  précédente  à  la  détermination 
du  volume  de  la  pyramide  triangulaire,  en  décomposant 
ce  volume  par  des  plans  parallèles  à  la  base^  dont  les 
distances  au  sommet  sont  en  progression  géométrique. 

Problèmes.  —  I.  Démontrer  que  le  système  différentiel 
formé  pour  l'application  de  la  méthode  de  Lagrange  et 
Charpità  une  équation  de  Clairaut généralisée  quelconque, 
admet  les  deux  mêmes  intégrales  premières,  et  que  réci- 
proquement, si  le  système  différentiel  formé  pour  l  appli- 
cation de  la  méthode  de  Lagrange  et  Charpità  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  admet  ces 
deux  intégrales  premières,  celte  équation  est  une  équation 
de  Clairaut  généralisée. 

II.  Or,  Oy,  Oz  désignant  trois  axes  rectangulaires, 
former  V équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  qui 
coupent  le  rayon  vecteur  joignant  l'origine  O  à  un  point 
variable  de  la  surface  sous  un  angle  constant  et  donné  a. 
Montrer  que  cette  équation  admet  comme  intégrales  des 
surf  aces  de  révolution  autour  de  l'axe  Oz  dépendant  d'un 
paramètre  (on  pourra  substituer  aux  deux  ^ariables  x  al  y 
les  coordonnées  polaires  correspondantes.)  Par  généralisa- 
tion, déduire  une  intégrale  complète  de  l'équation  consi- 
dérée. Que  peut-on  dire  des  lignes  de  courbure  des  surfaces 
intégrales? 
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Épreuve  pratique.  —  i"  Calculer  l'intégrale  définie 

dx 


f 


Intégrer  l'équation  différentielle 

yiv       y'"       y" 

y'"    y"   y' 
y"    y    y 


Déterminer  tous  les  polynômes  qui  sont  des  intégrales 
de  cette  équation.  (Juillet  igiS.) 

Épreuve  théorique.  —  i°  Démontrer  les  formules  de 
Frenet. 

2°  Démontrer  que^  si  le  plan  osculateur  en  un  point 
variable  d'une  courbe  passe  par  un  point  fixe.,  cette 
courbe  est  plane. 

3°  Étant  donnée  une  équation  de  Clairaut  généralisée 

z=px-^qy-{-  f{p,  q), 

le  système  différentiel  formé  pour  l'application  de  la 
méthode  de  Lagrange  et  Charpit  à  cette  équation  admet 
les  deux  intégrales  particulières 

p  =  const.,         q  =  const. 

En  appliquant  la  méthode  à  partir  de  l'une  de  ces  inté- 
grales, obtenir  l'intégrale  complète  classique  de  l'équa- 
tion de  Clairaut  généralisée. 


Épreuve  pratique.  —  i"  Tracer,  selon  les  valeurs  des  con- 
stantes d'intégration,  les  courbes  intégrales  de  l'équation 
différentielle 

I 


y  =  — 


■^y' 


i"  Pour   quelles  valeurs   de   l'exposant    n    l'intégrale 
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définie 

a-t  elle  un  sens? 

Transformer  cette  intégrale  en  le  produit  de  la  fonc- 
tion -—z —  et  d'une  autre  intégrale  définie,  en  calculant 

\    (ji  )  J         ^ 

de  deux  façons  différentes  l'intégrale  double 
e-^y  sin^orK^-i  dx  dy. 


ff 


étendue   à  l'angle   du  plan  des  deux  variables  x  et  y  où 
ces  deux  variables  sont  positives. 
Appliquer  aux  cas  : 

3 
n  =  2,         /i  =  -. 

(Novembre  igi'J.) 

Lyon. 

I"  Exposer  différentes  méthodes  permettant  d'intégrer 
l'équation  aux  dérivées  partielles 

(E)  •22p3j^2_|_3:j^2a73=  O. 

2"  Trouver  les  surfaces  intégrales  vérifiant  (E)  et  con- 
tenant la  courbe 

y  -\-  X  =  o,         iz  -\-  x^  =  o. 

Indiquer  autant  que posscble  deux  méthodes  différentes. 
Expliquer  les  résultats  obtenus. 

3"  Former  l'équation  diff'érentielle  des  courbes  inté- 
grales. Déterminer  ces  courbes  intégrales. 

ÉpuEUVE  PKATiQUiî.  —  Intégrer  V équation 

—2.  _|_  32-^  -+-  \%y  =  X  e   "^-^-^  e2.r  cos  (2a;  y/»)- 

(Juillet  1911.) 

I*>ftEUVE  PRATIQUE.  —  Déterminer  troisfonctions  x\   y\   z' 
Ann.  de  Mathémat.,  \'  série,  t.  XIV.  (  Décembre  i<)c'|.)        30 
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de  t  par  les  équations  différentielles 

d.x'     _  dy'  _     dz      _ 

if  x'       y'- — :r'2 — ^'2        '^y' z'  ' 

de  façon  que^  pour  t  =  o,  on  ait 

x'=x,      y=y,       z'  =  z. 

Montrer  que  la  transformation  ainsi  obtenue 

z'  ^  h{x,  y,  z,  t), 

laisse  invariante  Véquation 

dx'^  H-  dy-  +  dz"-  =  o. 

Nota.  —  On  pourra  prendre  comme  inconnue  auxiliaire 

p'2=  a-'-H- jk'^4-  ^'^ 

(Novembre  1912.) 

Montpellier. 

Épreuve  écrite.  —  Résoudre 

x'^y" — (9.  p  —  i)xy'  H-  (  ^2-1-  i)y  —  x\ogx  cos  logo-, 

P  étant  un  paramètre. 
Épreuve  pratique.  —  Intégrer  la  différentielle  totale 

(y^  —  xy)  dx  -h  ( x-  —  xy)  dy 

(Juin  1913. 

Épreuve  écrite.  —  On  considère,  dans  le  plan  des  xy,  la 
famille  des  courbes  définies  par  l'équation  à  un  para- 
mètre 

(y  —  i)(x-hi)=l(x-2  —  y). 

Former  l'équation  différentielle,    indépendante   de   X, 
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vérifiée  par  ces  courbes.  Cette  dernière  relation  est  du 
type  de  Riccati.  En  déterminer  une  intégrale  particu- 
lière constante.,  puis  l'intégrer  complètement. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  curviligne 


f. 


^■,y 


'■^  y-  X  dy  —  y  dx 

x^         x'^  -+-  JK^ 


prise  entre  les  points  de  coordonnées  (  i,o)  et  (ir,  y). 

Expliquer  de  quelle  manière  le  choix  du  chemin  d'inté- 
gration intervient  dans  le  résultat. 

(  Novembre  igiS.  ) 

Nancy. 

Question  de  cours.  —  f.  Étude  d'une  fonction  de  variable 
complexe  définie  par  une  intégrale.,  la  fonction  sous  le 

signe    I    étant  uniforme  ou  à  un  nombre  fini  de  détermi- 
nations. 

On  donnera  une  seule  méthode  et  l'on  appliquera  aux 
intégrales  : 

j     \/z^-\-  I  dz,        I      /i^ 


I  dz. 


II.  Les  axes  O  x.,  O y.,  Oz  étant  rectangulaires.,  on  désigne 
par  N  le  point  où  la  normale  en  un  point  quelconque  M 
d'une  surface  rencontre  le  plan  xOy.,  par  P  la  projec- 
tion du  point  M  sur  le  plan  xOy. 

i"  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  sur- 
faces (S)  pour  lesquelles  l'aire  du  triangle  PON  est 
proportionnelle  à  la  cote  PM. 

Trouver  les  caractéristiques  ;  ces  courbes  ont-elles  une 
propriété  commune?  Existe-t-il  des  surfaces  orthogonales 
à  ces  caractéristiques? 

Déterminer  les  surfaces  (S).  Comment  peut-on  engen- 
drer une  surface  S. 

2"  Déterminer  la  développée  d'une  surface  (S)  quel- 
conque. Montrer  que  cette  développée  est  une  surface  S. 

Épreuve  pratique.  —  i"  Trouver  les  solutions  de  l'équa- 
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tion  aux  différentielles  totales 

doc  dY 

{a- — yz) h  (a^-f-  xz)  -^  ^  {y  —  x)  dz  —  o. 

X  y 

2°  On  multiplie  le  premier  membre  de  cette  équation 
par  une  fonction  de  x^  y^  z\  choisir  cette  fonction  de 
façon  que  le  produit  soit  une  différentielle  totale  exacte. 

(Octobre  191 2.) 

Question  de  cours.  —  J.  Changement  de  variables  dans 
une  intégrale  double. 

II.  Les  axes  Oar,  Oy.,  O  z  étant  rectangulaires,  on  donne 
une  famille  (S)  de  surfaces  de  révolution  d'axe  O2  ne 
différant  que  par  une  translation  : 

-s  = /(r)  4- const.         (r,  rayon  d'un  parallèle). 

x""  Former  une  équation  aux  dérivées  partielles,  soit  (E), 
définissant  les  surfaces  (2)  coupant  les  surfaces  (S)  sous 
un  angle  donné  a. 

2°  Déterminer  les  surfaces  (S). 

3"  On  suppose  que  la  famille  (S)  soit  réduite  à  une 
famille  de  plans  parallèles  au  plan  xOy.  Montrer  que 
les  surfaces  (2)  sont  des  surfaces  réglées  admettant  pour 
génératrices  rectilignes  les  caractéristiques  de  l'équa- 
tion (2);  trouver  une  génération  simple  de  ces  surf  aces  et 
indiquer  leurs  particularités  géométriques. 

(Juin  1913.) 

Question  de  cours.  —  Résidus  d'une  fonction  monogène  ; 
application  au  calcul  d'intégrales.  Donner  un  exemple. 

l'robiènie.  —  On  désigne  par  A,  B,  G  les  points  de  ren- 
contre du  plan  tangent  en  un  point  arbitraire  d'une  sur- 
face S  avec  les  trois  axes  Ox.,  Oy.,  O  z. 

1"  Former  V équation  aux  dérivées  partielles,  soit  E, 
définissant  les  surfaces  'ëi  pour  lesquelles  les  vecteurs  OA, 
OB,  OG  sont  liés  par  une  relation  linéaire  donnée  : 

rt0A4-^0B-+-c0G  =  K. 
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■2"  Lorsque  la  relation  linéaire  est  homogène,  K  =  o, 
montrer  que  la  surface  S  générale  est  un  cône  ou  une 
surface  développable. 

3°  Déterminer,  dans  le  cas  général  K  7^  o,  les  bandes 
caractéristiques  de  l'équation  E.  La  surface  générale  S 
est-elle  développable? 

4"  On  remplace  la  relation  linéaire  par  une  relation 
quelconque 

/(OA,  OB,  OG)  =  o; 

les  calculs  et  résultats  de  la  troisième  partie  sont-ils  con- 
servés ? 

Montrer,  en  partant  uniquement  de  la  relation  donnée, 
qu'il  existe  une  intégrale  complète  réduite  à  un  plan  et 
une  intégrale  singulière.  Que  sont  les  surfaces  S  géné- 
rales relativement  à  cette  intégrale  singulière? 

(Octobre  1913.) 

Paris. 

On  considère  le  point  dont  les  coordonnées  rectangu- 
laires sont  données  par  les  formules 

'   ôv  ^  '    ùv  '   dv 

dans  lesquelles  on  a  posé 

A  I       .  . 

A  =  —=  sin«  sin  v  -i-  cos/<  cosc, 

B=  — —  cosïfsinp —  sinwcosp, 


/; 


/ 


Lorsque  p  varie  seul,  ce  point  décrit  une  droite  D  {u,  v) 
qui^  quand  u  et  v  varient,  engendre  une  congruence  et 
qu'on  se  propose  d'étudier. 

i*»  Vérifier  que  la  congruence  G  est  formée  par  les  tan- 
gentes communes  à  la  sphère  S  obtenue  ea  faisant  p  =  o 
dans  les  formules  (i)  et  au  cône  T  obtenu  en  faisant 
o  =  cotV  dans  les  mêmes  formules. 
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Trouver  les  surfaces  développahles  dont  les  génératrices 
appartiennent  à  G  et  démontrer  que  les  arêtes  de  rebrous- 
se nient  de  ces  surfaces  qui  sont  sur  T  se  transforment  en 
les  différentes  tangentes  d'une  même  circonférence  dans 
le  développement  du  cône  T  sur  un  plan. 

1°  Démontrer  qu'il  existe  des  surfaces  S  qui  admettent 
pour  normales  toutes  les  droites  de  G.  Trouver  ces  surf  aces. 

Déterminer  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  S; 
montrer  qu'une  des  familles  est  plane  et  que  Vautre  est 
sphérique.  Que  pouvez-vous  dire  des  développées  de  ces 
lignes  de  courbure. 

Étant  donnée  l'équation  différentielle 

fil  V 

^+x^r  =  /(-), 

OÙ  X  est  une  constante.,  f  (^)  une  fonction  continue  dans 
l'intervalle  de  o  à  tz,  déterminer  une  intégrale  Y  {x)  con- 
tinue ainsi  que  Y'(:r  )  dans  cet  intervalle  sachant  que  l'on  a 
Y(o)  =  o  et  que  la  dérivée  Y'(a7)  est  nulle  pour  x  =  'k. 
Discuter. 

Il  existe  en  général  une  seule  intégrale  Y_(^)  répondant 
à  la  question^  qui  est  représentée  par  la  formule 

^  =  I      ri(^r  a)/(a)  d'x-+-  I      jK2(-,  CL)f(a)d^x, 

yi(x,  a)  et  y-2(x.,  a)  étant  deux  intégrales  particulières  de 
r équation  sans  second  membre 

Pourrait-on  déterminer  a  priori  ces  deux  intégrales 
fi  et  y^^f  (Juillet  igiS.) 


Épheuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation  différentielle 

X  -^  -À x"^  -\-  y^)  dy  ■+-  y {i  —  x)  dx  =  o  ; 

sachant  quelle  admet  un  facteur  intégrant  P"^,  où  <x  est 
une  constante  et  P  un  polynôme  en  x  et  y  qui  est  du  pre- 
mier  degré  en  x. 
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Trouver  tous  les  facteurs  intégrants  de  cette  équation. 

(Juillet  1913.) 


1m»[\i:uvk  KCRiTt:.  —  I.  On  considère  une  famille  de 
courbes  T,  représentée  dans  un  système  d'axes  rectangu- 
laires  par  les  deux  équations 


r 


xy  e'i''^^^  —  i,^ 


oà  m  est  une  constante  donnée;  a  et  h  sont  deux  paramè- 
tres variables.  On  demande  de  déterminer  la  fonction 
o{x)  de  façon  que  ces  courbes  F  soient  les  trajectoires 
orthogonales  d'une  famille  de  surfaces  S  et  de  trouver  ces 
suif  aces  S. 

Cas  particulier  :  /n  =  1,  m  =  -2. 

II.  On  demande  la  valeur  de  rintégrale  définie 


Log(3  —  X) 


r  Log(3- 

J„       zn  -^  i 


dz 


prise  le  long  du  cercle  G  de  rayon   un  ayant  pour  centre 
l'origine  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  z. 

On  supposera  le  cercle  décrit  dans  le  sens  direct  à 
partir  du  point  A  {z=  i);  x  est  V  affixe  d'un  point  inté- 
rieur ou  extérieur  à  C,  n  est  un  nombre  entier  positif  ou 
négatif  différent  de  zéro. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  curviligne 
I  xy{dx-^dy) 


(  568  ) 

étendue  à  la  lemniscate 

parcourue  dans  le  sens  indiqué  par  les  flèches. 

(Octobre  1913.) 

Rennes. 

Epreuve  ÉCRITE.  —  1"  Par  V origine  on  mène  les  parallèles 
aux  tangentes  d'une  courbe  gauche  T,  elles  forment  un 
cône  G.  On  appelle  Ci  le  cône  construit  de  la  même  façon 
avec  les  parallèles  aux  binormales  de  V. 

Relations  géométriques  entre  les  deux  cônes  G  et  Gj. 
Intersection  de  ces  deux  cônes  avec  la  sphère  de  centre  O 
et  de  rayon  unité. 

Les  courbes  Ti  dont  les  tangentes  sont  parallèles  aux 
génératrices  de  Gj  ont  leurs  binormales  parallèles  aux 
génératrices  de  G. 

•2°  Le  cône  G  est  donné  ;  on  se  propose  de  chercher  les 
courbes  Y  qui  lui  correspondent. 

Soient  f{t),  g(t),  h{t)  les  paramètres  directeurs  d'une 
génératrice  quelconque  de  G;  les  équations 

dx    _     df    _     dz 

fit)  ^^jijj^hîr) 

sont  les  équations  dijférentielles  des  courbes  V.  On  égale 
les  trois  rapports  à  F(t)dt,  où  F  est  une  courbe  arbi- 
traire; x,y,  z  s'obtiennent  par  trois  quadratures. 

3°  Si  l'on  forme  l'équation  du  plan  tangent  au  cône  G 
le  long  de  la  génératrice  (^),  soit 

X  u(t)  -+-y  v(t)  -^  z  ir{t)  =  o; 

l'enveloppe  du  plan  mobile 

X  u{t)  -h  rv(t)-\-  z  w(t)-{-  h(t)  =  o, 

où  h{t)  est  une  fonction  arbitraire,  mais  choisie  une  fois 
pour  toutes,  est  une  surface  développable  dont  V arête  de 
rebroussement  est  une  courbe  G  cherchée. 
Comparer  avec  le  numéro  précédent. 
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4"  Comme  application  déterminer  toutes  les  courbes 
gauches  dont  le  cône  G  est  du  second  degré. 

On  prend  pour  plan  zOx  un  plan  de  symétrie  du  cône, 
pour  Oz  l'une  des  génératrices  suivant  lesquelles  ce  plan 
coupe  le  cône  ;  les  équations  différentielles  sont  alors 

dx  _  dy  _       dz       _  ^  ,„  /    x    , 
V     ~    t     ~  at^  -+-  ù  ~  '    "  ' 

où  a  et  b  sont  deux  constantes,  o  une  fonction  arbitraire. 
Les  quadratures  se  font  complètement^  les  effectuer. 

Épreuve  pratique.  —    !°  z  étant  une  fonction  de  x  et  y, 

1 ,   ■  dz       dz  •  » .       ,       , 

p  et  q  désignant -j-  et  -r--,  on  considère  les  deux  équations 

^2 ^2 

P=  — ^r ^^''(^,7), 

•- v-zCl{x,y), 

J 

où  p  et  Q  sont  deux  fonctions  données  de  x  et  y.  Former 

d^z 
de  deux  façons  différentes  s  =  -; —  et  en  conclure  que 

J    '  -^  dx  dy  ^ 

si  Von  n'a  pas  les  deux  relations 

i   ôV  _  r^Q 
('2j  ]dy~dx' 

\   Vx  -h  Q  y  =  1, 

il  y  a  zéro  ou  une  seule  fonction  z  susceptible  de  vérifier 
le  système  (  i  ). 

•>/'  Intégrer  le  système  (•>.)  en  remarquant  que  Von  peut 
poser 

ù\]{x,y)  à\}{x,y) 

1       = ■>  ^J    — 7 

dx  dy 

où  U    est   une  nouvelle  fonction    inconnue   qui    vérifiera 
l'équation 

i)  X- h   V  -— -  =  2. 

'  dx         -^  dy 
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Vérifier  que  l'intégrale  générale  de  (3  j  est 

OÙ  (p  est  une  fonction  arbitraire. 

3  '  Si  o  se  réduit  à  une  constante^  on  a 

X  y 

Vérifier  que  l'intégrale  générale  du  système  (  i  )  est^  dans 
ce  cas^ 

z  z=i  x'^ -\-  y'^ -\- C  .rj-, 

où  G  est  une  constante  arbitraire. 

(Novembre  191 3.) 


CERTIFICATS  DE  illATIIÉMATIOUES  GÉNÉRALES. 


Alger. 

1"  Déterminer  l'intégrale  générale  de  l'équation 

dx^ 

en  exposant  sur  cet  exemple  la  méthode  d'intégration  des 
équations  linéaires  à  coefficients  constants. 

a"  Déterminer  les  constantes  arbitraires  d'intégration 
de  façon  que  la  courbe  représentant  les  variations  de  y 
soit  tangente  à  l'origine  à  la  droite  y  =^  x. 

3"  En  supposant  a  =  i,  étudier  la  forme  de  la  courbe. 
Points  d'infiexion.  Calculer  l'aire  comprise  entre  cette 
courbe,  l'axe  des  x  et  les  abscisses  x  =  o,  x  =  -k. 

4°  Que  devient  l'intégrale  générale  si  a  =  ?.. 

Épreuve  pratique.  —  La  normale  en  un  point  M  d'une 
courbe  rencontre  l'axe  des  x  enN. 
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x"  Déterminer  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure 
en  un  point  quelconque  soit  proportionnel  à  la  portion  de 
normale  MN,  p  =  k.  ALN. 

2°  Cas  particuliers  ;  A"  =  zlz  i,  dz  ■?.. 

(  Novembre  igiS.) 

Besançon. 

Épreuve  théorique.  —  i°  On  considère  une  courbe  plane 
G^  qui^  à  V égard  d'un  de  ses  points  O  convenablement 
choisi  et  à  V égard  de  deux  droites  OX  et  OY  issues  de  ce 
points  jouit  de  la  propriété  suivante  : 

Traçons  le  parallélogramme  OAMB  ayant  deux  côtés 
contigus  portés  par  OX  et  OY  et  ayant  comme  sommet  M 
opposé  à  O  un  point  quelconque  de  l'arc  continu  de  la 
courbe  partant  de  O;  l'aire  du  triangle  mixtiligne  com- 
pris entre  les  segments  OA,  AM  et  l'arc  de  courbe  OM  est 
dans  un  rapport  constant  h  avec  l'aire  du  parallélo- 
gramme. Former  l'équation  explicite  de  cette  courbe  G^. 

2"  Parmi  les  courbes  G^  variables  avec  /i,  on  considère 
une  couj'be  ^(  qui,  à  l'égard  d'un  second  point  particulier 
Mq  de  la  courbe  et  à  l'égard  de  deux  droites  particulières 
MjjU  et  M^V  issues  de  ce  point.,  possède  une  propriété  ana- 
logue à  la  première  propriété  relative  à  0  ;  en  sorte  que 
si  M„A'MB'  est  un  second  parallélogramme,  on  aura  avec 
un  coefficient  k  analogue  à  /i,  et  quel  que  soit  M, 

aireMoMA'  ,  aireOAÎM     _ 


aire  Mo  A' MB'  '  aireOAMB 

En  adoptant  le  système  daxe  OX  et  OY,  on   montrera 

que  ces  deux  propriétés  permettent  V élimination  du  rap- 

dy 
port  -j-   entre  deux  équations  différentielles   concernant 

les  coordonnées  x  et  y  de  M;  on  effectuera  cette  élimina- 
tion et  l'on  discutera  sur  V équation  résultante  obtenue 
les  cas  où  celle-ci  sera  ou  ne  sera  pas  une  identité.  Con- 
clure de  cette  discussion  la  nature  spéciale  de  la  courbe  y. 
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Épreuve  pratiqui:.  —  i"  Calculer 


r  r 

-^    ^0     (  /i2  +  a'-  lû 


du  dv 


j2  -I-  ^2  p2  )  //l2  -f-  «2  i^a  _|_  ^2  p2 

2"  ^îVe  de  V ellipse 

G2 

(5a;+jK)-+(4^+jK)-  =  — • 

(Juillet  1913.) 

Epreuve  théorique.  —  I.  On  envisage  les  courbes  planes 
dont  une  propriété,  supposée  indépendante  des  aves  de  coor- 
données, se  traduit  par  l'équation  différentielle  du  second 
ordre 

(0  ^{^:y\y\  y")^  o. 

On  sait  d'autre  part  que  chacune  des  courbes  de  la  famille 

(2)  o{x,y',(x)  =  o         (a  paramètre  variable) 

possède  la  propriété  indiquée. 

La  famille  (2)  est  supposée  d'ailleurs  ne  pas  représenter 
les  diverses  positions  d'une  courbe  invariable  dans  un  dé- 
placement particulier. 

Démontrer^  en  quelques  lignes,  que  V intégrale  générale 
de  l'équation  (i)  s'obtient  alors  immédiatement  en  don- 
nant à  chacune  des  courbes  de  la  famille  (2)  un  déplace- 
ment continu  compatible  avec  la  forme  (2). 

On   appliquera  cette   remarque   au  problème  suivant  : 

II,  1°  Vérifier  que  le  rayon  de  courbure  R  en  un  point  M 
d\ine  conique  est  lié  à  la  distance  p  de  son  centre  O  à  la 
tangente  et  à  la  distance  r  du  point  M  au  centre  O  par 
la  relation 

1/2 /•2 

(3)  R  =  (K2  constante  déterminée). 

2°  En  s' appuyant  sur  la  question  précédente,  trouver 
toutes  les  courbes  planes  qui  jouissent  de  cette  propriété  à 
V égard  d'un  point  O  pris  pour  origine  des  coordonnées. 

3"  Former    effectivement   l'équation    différentielle    qui 
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traduit  la  propriété  (3),  la  transformer  en  coordonnées 
polaires  de  pôle  O  et,  si  l'on  a  le  temps,  intégrer  cette  équa- 
tion transformée. 

Epreuve  pratique.  —  Les  deux  bases  respectives  (de  lon- 
gueurs ia  et  -ib)  d'un  trapèze  isoscèle  sont  distantes  du 
centre  de  gravité  de  l'aire  du  trapèze  de  longueurs  res- 
pectivement égales  à p  et  à  q. 

\°  Calculer  a  et  b  en  fonction  de  /?,  de  q  et  de  la  base 
moyenne  n  c  du  trapèze  ; 

1°  Calculer  a  et  b  en  fonction  de  p,  de  q  et  de  la  largeur 
2  Y  du  trapèze  estimée  sur  la  parallèle  à  ses  bases  menée 
par  le  centre  de  gravité.  (Novembre    igiS.) 

Bordeaux. 

Epreuve  théorique.  —  .1  partir  d'un  point  variable  I* 
sur  Ox  et  d'abscisse  u  on  mène  le  segment  de  longueur 
constante  PM  =X  faisant  avec  Ox  l'angle  o.  Si  l'on  sup- 
pose que  u  est  une  fonction  donnée  deo^  le  point  M  décrit 
une  courbe  G. 

i*»  Déterminer  u  en  fonction  de  o  de  manière  qu'en  tout 
point  M  de  la  courbe  G  la  tangente  soit  précisément  la 
droite  correspondante  MP  et  exprimer  les  coordonnées  du 
point  M  en  fonciion  de  la  seule  variable  o.  La  fonction  u 
de  cp  srra  déterminée  à  une  constante  près  qu'on  détermi- 
nera de  manière  que  pour  ^  =  —  on  ait  u  =  o. 

2"  La  courbe  G  étant  ainsi  déterminée.,  trouver  l'aire 
comprise  entre  cette  courbe  et  l'axe  Ox. 

3"  Calculer  en  fonction  de  o  le  rayon  de  courbure  en  M 
de  la  courbe  G  et  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  N. 
Montrer  que  le  point  iN  se  trouve  sur  la  parallèle  à  Oy 
menée  par  le  point  P. 

4°  Trouver  l'équation  du  lieu  décrit  par  le  point  N. 

5"  Déterminer  l'enveloppe  du  cercle  variable  ayant  N 
comme  centre  et  ÎS  P  comme  rayon. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  un  pendule  simple 
formé  d'un  poids  M  =  lo  kilogrammes,  placé,  à  l'extrémité 
(l'une  tige  rigide  OM  sans  masse  de  longueur  l  oscillant 
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autour  d'un  point  O.  La  durée  d'oscillation  du  pendule, 
exprimée  en  secondes,   est  égale  à  ^1/- ^  l  exprimée  en 

mètres,  g=  9'",8o65o  à  Bordeaux.  On  suppose  l  telle  que 
cette  durée  d'oscillation  est  égale  à  une  seconde. 

On  ajoute  un  curseur  C  de  masse  (j.  =  lo  grammes,  de 
dimensions  infiniment  petites,  mobile  le  long  de  la  tige 
entre  O  et  M,  si  x  est  sa  distance  au  point  O,  la  durée 
d'oscillation  devient 


""V   giWl+^xx) 


\°  Etudier  la  variation  de  T  quand  on  fait  varier  la 
position  du  curseur  entre  O  et  M. 

2"  Etant  donnée  une  valeur  quelconque  mais  fixe  de  x, 
on  peut  mettre  l'expression  de  T  sous  la  forme 


T  =  i-i- 


'(â)-(ër-(s)'- 


(  formule  de  Maclaurin  où  T  est  considéré  comme  fonction  du 

rapport  |^j«   Calculer   les  expressions  des  deux  premiers 
coefficients  A  et  B.  (Juin  1912.) 


Épreuve  théorique.  —  On  considère  l'équation  différen- 
tielle 

^^  dx-^    '    d^  dx   '    \7B)  ^-'''- 

où  p  et  q  sont  des  fonctions  données  de  x.  On  suppose  que 
cette  équation  admet  simultanément  comme  intégrales 
particulières  une  certaine  fonction  inconnue  z  et  sa  n^^'"^ 
puissance  z"  (/i>o), 

i"  Déterminer  cette  intégrale  inconnue  z  {z  n'est  déter- 
minée qu^à  un  facteur  constant  près). 

•2"  Quelle  relation  doit  exister  entre  les  fonctions  p  et  q 
pour  que  la  condition  de  V énoncé  soit  satisfaite  et,  suppo- 
sant p  seule  donnée,  en  conclure  l'expression  de  q. 

3°    On  fait    le   changement  de    variable   indépendante 


(   -^7^  ) 

défini  par 

t  =  \      e-P  dx, 

*-  0 

t  devenant  la  nouvelle  variable  indépendante,  que  devient 
V équation  différentielle  proposée  {\)i  y  étant  regardée 
comme  fonction  de  t  par  V intermédiaire  de  x^  p  et  q  res- 
tant liés  par  la  relation  précédemment  trouvée,  mais  deve- 
nant à  leur  tour  des  fonctions  de  t  par  l'intermédiaire  de  x. 

II.  Intégration  des  équations  différentielles  du  premier 

7        1-    '    •  .  dy 

ordre    linéaires  par   rapport  a  y   et  -—;  montrer    qu'on 

peut  ramener  à  ces  équations  celles  de  la  forme 

dy 
^+uy-^vy'n=o, 

a  et  V  désignant  des  fonctions  données  de  x. 

Epreuve  pratique,  —  Calculer  à  o,oooi  près  l'intégrale 
définie 

Ji  ^ 

i 

(Novembre  1912.) 

Épreuve  théorique.  —  I,  Soit  OA  un  axe  faisant  avec 
Ox  l'angle  variable  0  et  portant  un  vecteur  OP  dont 
V équivalent  algébrique  par  rapport  à  <)A  est  donné  par 

OV=P=f{^h 

f(Ji)  étant  une  fonction  donnée. 

Par  P  on  mène  une  perpendiculaire  PB  à  OA;  la  droite 
PB,  quand  0  varie,  enveloppe  une  certaine  courbe  (\ 
qu'elle  touche  en  Q. 

i"  Calculer,  en  fonction  de  0,  les  coordonnées  du  point  Q 
ainsi  que  l'équivalent  algébrique  du  vecteur  VQ  par  rap- 
port à  l'axe  VB  faisant  avec  Ox  l'angle  Oh — . 


•?."   Calculer  le   rayon  de   courbure    H   en    Q  de   l'enve- 
loppe C  en  fonction  de  r  angle  0. 


(  576  ) 

3°  Quelles  doivent  être  les  formes  de  la  fonction  f  {^) 
pour  que  l'on  ait  :  1"  R  =  const.  ;  2"  R  =  a  cos  6? 

Question  de  cours.  —  II.  Établir  la  formule  du  change- 
ment de  variable  dans  le  calcul  d'une  intégrale  définie. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer 

—  6^ 


/ 


(Juin  1913. ) 


Épreuve  théorique.  —  I.  Démontrer  que  si  la  série  entière 

aQ-\-  a^x  -\-.  .  .-^  a,iX"--^.  . . 

est  convergente  pour  une  valeur  x  =  x^^  la   série  dérivée 

ai  -h  :i  a^x  -h .  .  .  -{-  n  a  „  x'^-  '  -h .  .  . 

est  convergente  pour  toute  valeur  de  x  telle  que\x\<C  \x,)\. 
If.  Soit  l'équation  différentielle 

(i)  y"^py'^gy  =  o, 

où  p  et  q  sont  des  fonctions  de  x.  On  suppose  que  cette 
équation  admet  une  intégrale  particulière  y  telle  que  sa 
dérivée  y'  soit  aussi  une  intégrale  de  la  même  équation  : 
1°  Déterminer  cette  intégrale;  2"  Trouver  la  condition  à 
laquelle  doivent  satisfaire  les  fonctions.p  et  q]  3"  Appli- 
cation à  l'équation 

^■^^       ^'    ^   {X-X-i){\^X^)-^  (I_^2)(i_^^2)2^  '^' 

4"  Montrer  que  si  la  dérivée  de  toute  intégrale  de  l'équa- 
tion (i)  est  aussi  une  intégrale  de  la  même  équation,  p  et  q 
sont  des  constantes. 

N.  B.  —  On  ne  cher  citera  pas  a  vérifier  que  les  coeffi- 
cients p  et  q  de  l'équation  (2)  satisfont  à  la  condition 
générale  précédemment  trouvée.  On  calculera  simplement 
r intégrale  y  {supposée  exister)  dont  la  dérivée  est  aussi 
une  intégrale  et  Von  vérifiera  directement  que  y  et  y'  sont 
bien  des  intégrales  de  l'équation  (2). 


(  â77  ) 
Épreuve  pratique.  —  Soit  l'ellipse  E  dont  l'équation  en 
coordonnées  polaires  s'écrit 

i6 


3  cosO 


On  mène  par  l'origine  F  deux  rayons  vecteurs  FP,  FQ 
faisant  respectivement  avec  l'axe  ¥x  les  angles  a  et  ^. 
1°  Calculer  l'aire  comprise  entre  l'ellipse  et  ces  deux 
rayons  vecteurs;  2"  l'angle  a  étant  seul  donné  et  choi- 
sissant ^  de  manière  que 


û  a         I 

tang-'  tang-  =  - 


exprimer  cette  aire  en  fonction  de  a.  Quelle  valeur  faut-il 
donnera  a  pour  que  l'aire  considérée  soit  égale  au  quart 
de  celle  de  l'ellipse?  (Novembre  i9t3.) 


Caen. 


Épreuve  théorique.  —  I.  r  Intégrer  l'équation  diffé- 
rentielle 

(i)  xy'—y^kiyf^x), 

où  k  désigne  une  constante  donnée. 

2"  Ox  et  Oy  étant  deux  axes  rectangulaires,  M  un  point 
variable  d'une  courbe  intégrale  {i\)  de  l'équation  (i),  T  le 
point  de  rencontre  avec  Oy  de  la  tangente  en  M  à  (C), 
N  le  point  de  rencontre  avec  Ox  de  la  normale  en  M 
à  (C),  montrer  que  le  triangle  OTN  reste  semblable  à  un 
triangle  fixe. 

3"  Former  l'équation  différentielle  des  trajectoires 
orthogonales  des  courbes  intégrales  (G)  de  l'équation  (i). 
Expliquer  le  résultat  obtenu. 

4"  Former  en  coordonnées  polaires  l'équation  différen- 
tielle des  courbes  (C).  Construire   l'une    de   ces    courbes. 

FI.  i"  Déterminer  la  constante  X  de  façon  que  Vexpression 


^^  —  -, ^  dy 

(  rr  —   V  ^S     *^ 


(x  —  y)^  {x  —  yY 

Ann.  de  Afathé/nat.,  /j"  série,  l.  \I\'.  (Décembre  it)i'|.)        -^7 


(  ^78  ) 

soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction  U  {x,  y).  Cal- 
culer toutes  les  fonctions  \}{x^  y)^  et  déterminer  parmi 
elles  la  fonction  Ui  {op^  y)  qui  prend  la  valeur  — i  lors- 
qu'on donne  simultanément  à  x  et  y  les  valeurs  respec- 
tives 

x=\,         JK  =  o. 

2"  On  considère  la  surface 

z  =  V,{x,y) 

rapportée  à  trois  axes  rectangulaires  Oxy  Oj',  Oz.  Etudier 
les  sections  de  cette  surface  par  des  plans  parallèles  aux 
plans  coordonnés.  Déterminer  les  génératrices  rectilignes 
de  la  surface. 

Épreuve  pratique.  —  Étant  donnés  deux  axes  rectangu- 
laires O  iT,  OjK,  on  considère  : 

i"  L'ellipse  ayant  pour  axes  de  symétrie  0^7,  Oy,  et  pour 
sommets  deux  points  A,  B,  respectivement  situés  sur  Ox, 
Oy,  et  tels  que 

OA  =  lo  mètres,         OB  =  5  mètres. 

2"  L'hyperbole  ayant  pour  axes  de  symétrie  Ox,  Oy; 
pour  foyer  le  point  A,  et  pour  sommet  le  milieu  A'  du 
segment  OA. 

I.  Calculer,  à  un  décimètre  carré  près,  Vaire  qui  se 
trouve  à  la  fois  à  V  intérieur  de  l^  ellipse  et  entre  les  deux 
branches  de  l'hyperbole. 

II  Calculer,  à  un  décimètre  cube  près,  le  volume 
engendré  par  cette  aire  tournant  autour  de  Ox. 

m.  En  désignant  par  P  et  P'  les  deux  points  d'intersec- 
tion de  l'ellipse  avec  la  branche  d'hyperbole  qui  passe 
par  A',  calculer  l'abscisse  du  centre  de  gravité  de  Vaire, 
supposée  homogène,  que  limitent  l'arc  d'ellipse  PAP'  et 
l'arc  d'hyperbole  PA'  P'.  (Novembre  igiS.) 

Clermont. 

Épreuve  théorique.  —  i°  Construire  la  courbe  définie 
par  les  équations  paramétriques 

(i)  x^t  —  sli^ch/,         y  =  ic\\t. 


(  ^79  ) 

9,"  Soient  M  un  quelconque  de  ses  points,  G  le  centre  de 
courbure  correspondant,  N  e^  T  les  points  où  la  normale 
et  la  tangente  rencontrent  respectivement  Ox.  Démontrer 
qu'on  a 

(2)  mt'  =  mnmc. 

3"  Soit  M'  un  autre  point  de  la  courbe  situé  du  même 
côté  que  M  par  rapport  à  Oy.  Calculer,  en  fonction  des 
ordonnées  de  M  et  de  M',  la  longueur  de  l'arc  MM',  ainsi 
que  son  moment  d'inertie  et  son  rayon  de  giration  par 
rapport  à  Ox,  en  le  supposant  homogène  et  de  densité 
linéaire  égale  à  i. 

4°  On  suppose  que  l'axe  Oy  est  placé  verticalement,  le 
sens  positif  étant  dirigé  vers  le  bas.  Un  point  matériel 
pesant^  assujetti  à  glisser  sans  frottement  le  long  de  la 
courbe,  est  abandonné  sans  vitesse  initiale  à  partir  du 
point  situé  sur  Oy.  Calculer  le  temps  qu'il  met  pour 
s'abaisser  d'une  longueur  égale  à  i  au-dessous  de  son 
niveau  primitif .  L'unité  de  longueur  est  le  mètre  et  l'on 
prend  g  =  9'",  81. 

N.  B.   —  On  rappelle  les  formules 

e^  -h  e-^              ,           e'  —  e,-^ 
ch  t  = >  sh  <  =  • 


Épreuve   pratique.  —  Intégrer  l'équation  différentielle 

j(4)_4_  3j^" —  4^  =  (i  -1-  :r)  cos2.r  -h  e-^ . 

(Novembre  icjiS,  ) 

Dijon. 

Épreuve  écrite.  —  Soient  trois  axes  rectangulaires 
Oxyz  et  une  sphère  de  centre  O  et  de  rayon  a,  on  consi- 
dère sur  cette  sphère  une  courbe  C  telle  que  la  portion  de 
chaque  tangente  comprise  entre  le  point  de  contact  M  et 
le  point  T  où  cette  droite  coupe  le  plan  Oxy  soit  constam- 
ment égale  au  rayon  a. 

1*=  Soient  p  et  oj  les  coordonnées  polaires  d'un  point  M 
de  la  courbe  C,  projection  de  C  sur  Oxy\  trouver  la  rela- 
tion différentielle  qui  lie  p  et  w. 


(  58o  ) 

2"  Exprimer  p,  puis  to,  en  fonction  de  V angle  V  que 
fait  la  tangente  en  M'  avec  le  rayon  vecteur.  I  On  rappelle 
la  formule  lans^  Y  =z  '—— 

3°  Indiquer  la  forme  de  C. 

4"  Calculer.,  à  l'aide  de  V,  l'aire  du  secteur  limité  par 
un  arc  donné  AB  de  C  et  par  les  rayons  OA  et  OB. 

5°  On  développe  sur  un  plan  le  cylindre  dont  C  est  la 
section  droite.  Quelle  est  la  transformée  de   Cl 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  V équation  différen- 
tielle 

Xy"—  y'—  !^X^y  =^  O. 

1°  Représenter,  par  une  série  entière  en  x,  l'intégrale 
cp  (x)  qui  prend  la  valeur  i  pour  x  =  o,  sa  dérivée  seconde 
s'annulant pour  X  =  o.  Démontrer  que  cette  série  converge 
quel  que  soit  x.  Calculer  la  somme. 

'i"  Déduire  de  ^  {x)  la  solution  générale  de  l'équation 
différentielle  donnée.  (Juillet  1912.) 

EpRiiuvii  ÉCRITE.  —  Première  queslion.  —  On  considère, 
dans  un  système  d'axes  rectangulaires  xOy.,  les  courbes 
représentées  par  V équation 

(i)  {f^—\){x'^+y'^)  —  it^x  —  iy  =  o, 

où  t  est  un  paramètre  arbitraire.  Que  représente  cette 
équation? 

Construire  le  lieu  (G)  du  centre  de  la  courbe  (i). 

Étudier  l'enveloppe  (E)  de  la  courbe  (i).  On  formera 
V équation  de  (E)  en  coordonnées  cartésiennes,  en  coor- 
données polaires  ;  on  exprimera  les  coordonnées  d'un  point 
de  (E)  en  fonction  de  t.  On  indiquera  comment  (E)  peut 
se  déduire  géométriquement  de  (C).  Dire  si  (E)  a  des 
branches  infinies.  [  On  ne  demande  pas  la  construction 
complète  de  (E).  ] 

Deuxième  question.  —  Exposer  brièvement  la  résolution 
et  la  discussion  d'un  système  de  trois  équations  linéaires 
à  trois  inconnues  dans  le  cas  où  le  déterminant  des  coef- 
ficients des  inconnues  est  nul. 


(  38.   ) 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  l'aire  OABCDO  défi- 
nie comme  il  suit  : 

OA  =  OD  =  2, 

AB=  DG  --  -; 

AB  est  parallèle  à  Oy,  DG  à  Ot]  BG  est  un  arc  d'/iyper- 


bole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont  O.r  et  Oy.  Déter- 
miner : 

i"  L'aire  OABGDO; 

2°  La  position  du  centre  de  gravité  de  cette  aire  supposée 
homogène; 

3"  Le  volume  du  solide  engendré  par  l'aire  OABGDO  en 
tournant  autour  de  Oy\ 

4"  La  position  du  centre  de  gravité  de  ce  volume  sup- 
posé homogène. 

On  calculera  ces  divers  éléments  à  o  ^o\  près.  Pour  faci- 
liter le  calcul  on  a  : 

logaritlime  népérien  de  ■>.  =  0,6931. 

(  Novembre  19 12.) 
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